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PRÉFACE. 

QUI EST VN EXTRAIT DU VIII’ LIVRE 
ou fécond Volume, fur l’ufage de l’Analyfe dans la 
Geometrie, çÿ* dans les Sciences Phyfico- Mathémati- 
ques. 

E huitième Livre contient les ufages 
de l’Analyfe que l’on a expliquée & 
démontrée dans les fept premiers 
Livres. Les Leéteurs qui commen- 
cent, y verront les utilités de l’Ana- 
lyfe , & la maniéré d’en appliquer les méthodes à 
découvrir les propriétés clés figures de la Geome- 
trie finiple & compofëe, & à réioudre les Problèmes 
de ces Sciences, 8c les Problèmes des Sciences Phy- 
fico- Mathématiques. Ils y apprendront auffi les 
nouveaux calculs différentiel & intégral, qui fervent 
principalement à la connoiflance des lignes courbes. 
Pour les faire concevoir clairement, ilfalloit aupa- 
ravant faire connoître la maniéré dont l’Analyfè 
réduit les lignes droites 8c courbes à des équations -, 
que ces équations expriment les principales pro- 
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prietes , & , pour ainfî dire , la nature des lignes 
courbes; & tirer de là l’idée qu’on doit fe former 
de toutes les courbes. Ce huitième Livre eft divifé 
en trois Parties : Les ufàges de l'Analyfè, en n'em- 
ployant que le calcul ordinaire de l’Algebre, font 
expliqués dans la première. La fécondé contient le 
calcul différentiel, & les ulàges qu’en fait l’Analyfè, 
On fait découvrir dans la troifîeme , par le moyen 
de l’Analyfè , les réglés du calcul intégral, & l’on 
fait voir enfuite les ufages quelle fait de ces réglés. 


PREMIERE PARTIE. 

Sur l’ufage de l’Analyfè , en ri employant cjue le calcul 
ordinaire de l’ Algèbre.. 

O N fait voir dans la première Se&ion , que l’Analyfè 
reprefenre les lignes ôc les figures de la Géométrie 
par les lettres de l’AIpnabec, ôc tous les rapports fimples Ôc 
compofës que peuvent avoir ces lignes & ces figures par le 
calcul de ces lettres ; Ôc que par conlèquent les lignes 8c les 
figures font les valeurs géométriques des expreflions litté- 
rales , 8c les rapports de ces lignes & de ces figures font 
comme les objets reprefentés par les calculs de l’Analyfè. 
Cela doit faire appercevoir aux Commençans l’ufage de 
l’Analyfè dans la Geometrie, ôc leur faire concevoir tout 
l’artifice des Méthodes qu’elle donne pour en réfoudre les 
Problèmes , qui confifte en ceci. 

Elle reprefente par des lettres differentes les grandeurs 
inconnues que l’on cherche „ Ôc les grandeurs connues ou 
données dans chaque Problème ; elle trouve par le calcul 
les équations qui expriment les rapports connus enrre les 
grandeurs connues 8c les inconnues, lefquels rapports font 
les conditions qui déterminent la nature du Problème : Elle 
découvre les grandeurs inconnues , en les fèparant des 
grandeurs connues, ôc faifant en forte, par des calculs re. 
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;Iés, que les lettres des inconnues deviennent égales à des 
ettres des feules grandeurs connues jointes ensemble par 
'addition, ou la fouftraâion, ou la multiplication, &c. & 
c’eft là la réfolution analytique du Problème. Pour avoir 
la réfolurion géométrique qu'elle reprefcnte , l’Analyfe em- 
ployé la Geometrie, & elle fait tracer les lignes & les fi- 
gures qui ayent entr’elles les rapports & les proportions ex- 

{ irimces par la réfolution analytique -, ce qui donne les 
ignés & les figures qui font la réfolution géométrique du 
Problème. 

L'art qu'on vient d’expliquer eft mis en pratique dans 
tout ce huitième Livre. Pour commencer par les chofos les 
plus faciles , on l’employe dans la première Se&ion à décou- 
vrir les propriétés des triangles re&angles confiderés feuls, 
& enfuite dans le cercle 5 & à trouver par ces propriétés la 
réfolution géométrique des équations du fécond degré, 
c’eft à dire , les lignes qui font les valeurs de l'inconnue de 
ces équations- 

- Pour faire voir l’utilité de I’Analyfé dans les Sciences 
Phyfico - Mathématiques , on l’employe dans la féconde 
Sedion à découvrir la réfolution des Problèmes de l’art de 
jetter des bombes, & de ceux qui font fur les centres de pe- 
fanteur & d’ofcillation } ces derniers férvent à donner la 
juftefTe aux horloges. 

Les Commençans pourront déjà voir dans ces deux pre- 
mières Sections le parfait accord de l’Analyfé avec la Geo- 
metrie fie avec la nature même. Car lorfque l’Analyfé ex- 
prime le Problème qu’on veut réfoudre par une équation 
du fécond degré, & qu’elle donne deux valeurs pofïtives de 
l’inconnue que l’on cherche dans le Problème, la réfolu- 
tion géométrique fournit auflî deux lignes différentes re- 
prefentées par ces valeurs : dans les Problèmes de l’art de 
jetter les bombes , il y a deux inclinations du mortier re- 
prefentêes par les deux valeurs analytiques, qui font propres 
à lui faire jetter la bombe par une même force de poudre à 
l’endroit où on la veut faire tomber; & dans les Problèmes 
for le centre d’ofcillation d’un pendule compofé, il y a deux 
endroits dans le pendule , qui répondent aux deux valeurs 
analytiques, propres à placer la lentille , pour faire que les 
vibrations du pendule marquent les fécondés. Quand les 
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deux valeurs analytiques fe trouvent égales, les lignes géo- 
métriques qu’elles reprefencent le font aufli } les deux incli. 
naifons du mortier le réduifenc à celle de 45 degrés , qui 
donne la plus grande étendue de tous les jets de bombe par 
une même force de poudre ; & les deux endroits du pen- 
dule où il faut mettre la lentille fe réunifient au point , où 
arrêtant la lentille , on rend les vibrations du pendule les 
plus promptes qu’il eft poflible. Quand i’Analyfe découvre 
que les deux valeurs font impoffibles , on trouve une con- 
tradiction dans la réfolution géométrique ; l’endroit où l’on 
veut faire tomber la bombe , fe trouve hors de la portée de 
la poudre ; & l’on trouve aufli qu’il y a une contradiction 
dans les fûppofitions que l’on a faites fur le pendule com- 
pofé, &c. Tout le rdte du huiriéme Livre eft employé à 
faire voir les ufages de I’Analyfe dans la Geometrie compo- 
fée , c’eft à dire , dans la fcience des lignes courbes , & dans 
la réfolution des Problèmes Phy (ico - Mathématiques qui en 
dépendent. 

On explique dans la troifiéme SeCHon la maniéré de ré- 
duire les courbes à des équations qui en expriment les prin- 
cipales propriétés : la voici. On luppofe fur le plan ou eft 
chaque courbe une ligne droite dont la pofition eft donnée 
fur le plan , & un point fixe d’où elle part, qu’on nomme 
fon origine , qui eft aufli donné. Cette droite fe nomme la 
ligne des coupces : on fuppofe une infinité d’autres droites 
toutes parallèles entr’elles qui partent de tous les points de 
la courbe , & vont toutes couper la ligne des coupées, on 
les appelle les ordonnées > la partie de la ligne des coupées 
depuis l’origine jufqu’à l’ordonnée qui la termine , eft la 
coupée de cette ordonnée 3 & , pour abréger , on nomme 
chaque coupée & fon ordonnée correfpondante , les coor- 
données. Or dans toutes les courbes régulières il y a un raport 
commun qui regnç entre les coordonnées, qu’on peut regar- 
der comme le raport commun à tous les points de la courbe 
d’où partent les ordonnées. Ainfi en nommant chaque cou- 
pée par une même lettre, qu’on appelle changeante, parce- 
qu’etle reprefente fecceflîvement toutes les coupées } repre- 
fentant de même chaqueordonnée par une autre lettre qu’on 
nomme changeante par la même raifbn } marquant aufli par 
des lettres differentes les lignes connues qui fervent i déter- 
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miner le raport commun aux coordonnées : I’Analyfe ex- 
prime ce raport commun à tous les points de la courbe par 
une équation ; les changeantes des coordonnées y tiennent 
lieu de deux inconnues. On a fait voir dans la première 
Sedion, que l’on peut de même exprimer par une équation 
le raport commun de tous les points d’une ligne droite, en 
concevant de tous les points des droites parallèles tirées à 
la ligne des coudées fur le même plan où eft la ligne droite. 

C’eft de ces équations, qui expriment la nature des cour- 
bes, que l’Analyfè déduit leurs propriétés, & la refblution 
des Problèmes qui les regardent. C’eft de ces mêmes équa- 
tions qu’elle prend la diftindion des courbes en géométri- 
ques 8 c en mechaniques : les équations des premières ne con- 
tiennent que des exprefllons ordinaires de l’Algebre , le 
nombre des dimeniions des changeantes eft déterminé , &c 
les coordonnées font toujours de fimples lignes droites : 
Parmi les courbes mechaniques , les unes ont des courbes 


pour l’une oul’autre des coordonnées, ou pour toutes les 
deux j d’autres ont des lignes droites égales à des arcs de 
courbe pour l’une ou l’autre des cordonnées, ou pour toutes 
les deux. Il y en a dont le nombre des dimenfions des coor- 
données n’eft pas déterminé ; la plufpart ne peuvent s’ex- 
primer que par des équations qui contiennent des différen- 
tielles. Enfin les équations des courbes géométriques fervent 
à les ranger en diffèrens ordres qu’on appelle genres , félon 
le nombre des degrés où font élevées les puiflanccs feparées 
des changeantes , ou félon le nombre des dimenfions du 
produit des changeantes multipliées l’une par l’autre, quand 
ce produit eft le féul terme qui contient des changeantes T 
ou quand il a plus de dimenfions que la puiffance la plus 
clev.ée de l’une ou de l’autre des changeantes feparées. 

Les courbes géométriques les plus fimples, ou du premier 
genre , font celles qui s’expriment par des équations où la 
plus haute puiflànce des changeantes feparées ne monte 
qu’au fécond degré , ou bien dans lefquelies le produit des 
changeantes multipliées l’ùne par l’autre, n’eft que de deux, 
dimenfions ; on les appelle Seiïions coniques , parcequ’elles 
peuvent fè former par la fedion commune d’un plan 8c d’un 
cône. LesGeometres anciens 8c nouveaux fé font appliqués 
à décrire ces courbes , à en découvrir les propriétés , à en 
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refbudre les Problèmes , 6c à les faire fèrvir à la refolution de 
beaucoup d’autres Problèmes ; cela les a rendues de grand 
ufage. On enfeigne dans cette troifiéme Section leur forma- 
tion, c’eft à dire, la maniéré de les décrire fur un plan,i", par 
le mouvement continu du point d’interfeétion de deux 
réglés mobiles } z°, en trouvant fuccefîivement les points 
par où elles doivent pafTer. On tire de leur formation les 
équations qui en expriment la nature, ôc l’on déduit de ces 
équations les principales propriétés de ces courbes. On a 
eu foin de n’oublier aucune de celles qui font neceflaires à 
l’intelligence de ce huitième Livre, afin que les Leéteurs qui 
fçavent au moins médiocrement les Eléments d’Euclide , 
n’eufTent befoin d’aucun autre Ouvrage pour entendre 
celui-ci. 

Dans les Sections coniques, ( 6c c’eft à peu près la même 
chofèdans les courbes géométriques des genres plus élevés,) 
il y a une ligne déterminée des coupées pour chacun des 
angles que les ordonnées, parallèles entr’elles, peu vent faire 
avec leurs coupées : cette ligne déterminée s’appelle le dia- 
' métré de la courbe. L’équation de la courbe par raport à 
ce diamètre eft la plus fimple de toutes, c’eft à dire, qu’elle 
a le moins de termes : mais quand on prend fur le plan de 
chacune de ces courbes une ligne des coupées différente du 
diamètre , ôc qui ne lui eft pas parallèle ; l’équation de la 
courbe , par raport à cette ligne des coupées , a un plus 
grand nombre de termes que l’équation la plus fimple. Dans 
la refolution des Problèmes qui fc reduifent aux Seétions 
coniques , on trouve rarement l’équation la plus fimple, 
laquelle feroit diftinguer d’abord celle des Sections coniques 
à laquelle le Problème fè rapporte : mais il fe prefënte ordi- 
nairement une équation qui a plus de termes que celle de la 
courbe par raport au diamètre * ôc cependant les changean- 
tes de l’équation n’ayant que deux dimenfions , la courbe 
qu’elle exprime eft l’une des Seétions coniques. II faut donc 
avoir des marques certaines pour diftinguer à laquelle des 
Seétions coniques appartient l’équation qu’on a trouvée, 
fie des moyens pour trouver le diamètre de cette Section 
conique, Sc les autres lignes neceflaires pour la décrire par 
la même méthode dont on s’eft fèrvi pour décrire une telle 
Section conique. On a mis pour cela un Problème dans la 

troifiéme 
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troifîéme Seétion , qui en eft le feptiéme, où l’on enfeigne à 
trouver, par le moyen de l’cquation fimple de chacune des 
Sections coniques , l’équation la plus corn po fce de chacune 
des mêmes Scétions, laquelle exprime le raporc commun à 
tous les points de la courbe par raport à une ligne des cou- 
pées fur le même plan de la courbe qui eft differente du 
diamètre , fie ne lui eft pas parallèle , fie dont l’origine eft 
differente de l’origine au diamètre. L’on tire de ces équa- 
tions compofées de chacune des Seétions coniques, les mar- 
ques certaines pour diftinguer , dans la refolution des Pro- 
blèmes qui s’y reduifent, la Section conique en particulier 
à qui convient l’cquation que l’on peut trouver. L’on fait 
voir auffi la maniéré de fè fervir des équations compofées de 
chacune des Sections coniques, que donne ce feptiéme Pro- 
blème , pour trouver , dans les équations compofées qui fe 
prefcntenc dans la refolution des Problèmes, & qui fe rap- 

f iortent à une Section conique , le diamètre & les autres 
ignés ncccffaires pour la décrire. Cela fè fait par la méthode 
des indéterminées , en regardant les connues de chaque 
équation du feptiéme Problème comme des indéterminées, 
fie en comparant chaque terme de cette équation avec cha- 
que terme correfpondant de l’équation qui s’eft prefèntée 
dans la refolution du Problème : car l’on détermine, par le 
moyen des équations que donnent ces comparaifons , les 
valeurs du diamètre Se des autres lignes qu’il faut avoir pour 
décrire la Seétion conique exprimée par l’équation qui refont 
Je Problème. 

En regardant de près les vertiges que M'Defcartes a biffés 
dans le fécond & clans le troifîéme Livre de fa Géométrie, 
on voit allés qu’il s’eft fervi de la méthode dont on vient de 
parler, ( qui eft expliquée dans le feptiéme Problème de 
cette troifîéme Seétion , & dans les Remarques qui le fui- 
vent , } pour diftinguer dans la refolution du Problème de 
Pappus, qu’il donne dans le fécond Livre , à quelles Sections 
coniques fè reduifoient les équations qui fe font prefentées 
à lui dans cette refolution $ fie pour trouver le diamètre fie 
les autres lignes necefTaires pour décrire ces Sections coni- 
ques. Il s’en eft encore fervi, dans la refolution des équations 
qu’il donne dans le troifîéme Livre, pour décrire lesSe&ions 
coniques qui jointes enfemble fe coupent en des points 
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dont les ordonnées ou bien les coupées font la refolution 
des équations. Cependant les Commentateurs de M r Défi 
cartes n’ont point expliqué cette méthode qui auroit éclairci 
fa Geometrie , 6c l’auroit rendue plus facile. M' Craige en 
Angleterre , 6c M' le Marquis de i Hofpital en France , font 
les premiers qui l’ont donnée au Public. s 

On explique dans la même troifiéme Sedion la méthode 
generale de décrire coûtes les courbes géométriques , en 
trouvant fucccffivementles points paroùellesdoivent paiîer. 
On y a mis auifi quelques Exemples des courbes mechani- 
ques. Enfin, pour n’oublier aucune des courbes qu’on a pu 
imaginer jufqu’à prefont, l’on y donne une idée des courbes 
qu’on nomme exponentielles 6c parcourantes. 

La quatrième Sedion eft fur les ufages que l’Analyfe fait 
des courbes * l’on en explique feulement deux : le premier 
eft pour trouver , par le moyen des courbes géométriques , 
les lignes qui font les valeurs géométriques des équations 
déterminées , c’eft à dire , qui n’ont qu’une inconnue * c'eft 
ce qu’on appelle conflruire les équations ; le fécond eft pour 
refoudre, parle moyen des courbes, plufieurs Problèmes 
Phyfîco-mathematiques. La conftrudion des équations eft 
une des belles parties de la Geometrie compofée : Pour 
l’expliquer à fond d’une maniéré courte, mais fans obfcu- 
rité , on l’a déduite du principe d’où elle dépend naturelle- 
ment , que voici. 

Si l’on prend les équations de deux lignes géométriques 
où les mêmes lettres changeantes marquent les coordon- 
nées, 6c que l’on ôte l’une des deux changeantes, par exem- 
ple la changeante des coupées, dans l’une de ces deux équa- 
tions par le moyen de l’autre équation , il en naîtra une 
troifiéme équation qui n’aura qu’une foule changeante ou 
inconnue. Or les deux lignes géométriques de ces équations 
étant jointes l’une à l’autre de façon que leurs coupées foiene 
communes ou parallèles entr’ellcs, 6c qu’elles partent d’une 
même origine, 6f qu’il en foit de même de leurs ordonnées -, 
elles fo couperont en autant de points qu’il y a de dimen- 
fions dans la plus haute puiflance de l’inconnue demeurée 
foule dans la troifiéme équation : Et fi l’on tire de tous les 
points d’interfo&ion de ces deux lignes géométriques, des 
ordonnées jufqu’à la ligne des coupées de celle qu'on a 
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décrite la première, elles feront les valeurs géométriques 
de l’inconnue de la troifiéme équation , fi cette inconnue 
eft celle des ordonnées ; les coupées qui fe terminent A ces 
ordonnées feront les valeurs géométriques de l’inconnue de 
la troifiéme équation , fi c’eft l’inconnue des coupées qui y 
foir demeurée. Ce principe répand une lumière fur la mé- 
thode que donne l’Analyfe pour trouver les équations des 
lignes géométriques , qui prifes deux à deux font propres à 
conflruire telle équation déterminée qu’on voudra; Si pour 
joindre enfemble ces deux lignes géométriques d’une ma- 
niéré propre à les faire couper dans les points qui auront 

{ >our ordonnées ou pour coupées les lignes qui font les va- 
eurs géométriques de l’inconnue de cette équation déter- 
minée ; il répand, dis- je, une lumière fur cette méthode qui 
la rend claire aux commençants, quoiqu’elle foit très courte. 
On prend pour exemple la conflruclion de toutes les équa- 
tions du troifiéme Si du quatrième degré, & l’on fait voir 
U maniéré de l'executer par l’union d’une parabole donnée 
Se du cercle ; Se encore par l’union d’une hyperbole donnée 
entre les afymptotes dont l’angle eft aigu ou obtus, & du 
cercle. On a mis cette derniere maniéré de conflruire tou- 
tes les équations du troifiéme & du quatrième degré, parce- 
qu’elle renferme quelques difficultés qui auroient pu emba- 
rafïcr les commençants. 

On pourra encore remarquer en cet endroit l'exacte 
convenance de l’Analyfe & de la Geometrie. II y a autant 
d’intcrleclions des deux lignes géométriques employées à 
conflruire l’équation , qu’if y a de valeurs analytiques de * 
J'inconnue de cette équation. Quand toutes les valeurs que 
fournit l’Analyfë font pofitives & differentes, les lignes qui 
en font les valeurs géométriques font toutes differentes, Si 
du côté des lignes pofitives. Lorfque l’Analyfe donne des 
valeurs négatives , les valeurs géométriques font du côté 
des lignes négatives. Quand le fécond terme de l’équation 
eft évanoui , la fomme des valeurs négatives que donne 
l’Analyfê eft égale à celle des pofitives 5 l’on trouve aulîî 
danslaconftru&ion géométrique, que la fomme des lignes 
du côté des grandeurs négatives eft égale à celle des lignes 
qui font du côté des pofitives. S’il y a des valeurs analyti- 
ques égales, l’on trouve autant d’incerfeélions des lignes 

* * i j _ 
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géométriques qui fe réunifient enfemble. Enfin dans les cas 
où l’Analyfë trouve des valeurs impoiïibles , les lignes géo- 
métriques employées à la conftrudion ne fe coupent ni ne fe 
touchent point du côté que devroient être les valeurs géo- 
métriques correfpondantes. 

On explique à la fin de la même quatrième Section quel- 
ques ufages des courbes pour la refolution des Problèmes 
Phyfico - mathématiques. On fait voir que les traces des 
bombes jettées à toutes les inclinaifons poffibles du mortier, 
font des paraboles. On tire d’ordinaire des propriétés de la 
parabole la refolution des Problèmes de l’art de jetter les 
bombes : mais comme l’on a refolu ces Problèmes dans la 
féconde Sedion fans fe fèrvir de la parabole , on donne la 
refolution de deux autres Problèmes fur toutes les parabo- 
les que peut décrire une bombe jettée par une même force 
de poudre à toutes les differentes inclinaifons qu’on peut 
donner au mortier. On fait voir aullî dans la même Sedion 
que l’ellipfè & l’hyperbole font les figures qu’il faut donner, 
aux verres, afin que les rayons qui y entrent parallèles à 
l’axe foient difpoles , par les refradions qu’ils louffrent en 
paffant de l’air dans les verres , ou des verres dans l’air, à fe 
réunir dans un point donné. Enfin on fait découvrir par 
l’Analyfé , que la cycloïde eft la courbe que le centre de 
pefanteur d’un pendule fimple , ou le centre d’ofcillation 
d’un pendule compofé doit décrire , afin que fes vibrations 
grandes ou petites foient toutes d’une égale durée : ce qui 
fait concevoir qu’un tel pendule eft ce qu’il y a de plus pro- 

{ ire à modérer le mouvement des horloges, 6c à les rendre 
a raefure exacte du temps. 


SECONDE PARTIE. 

Sur le calcul différentiel, & fur l’ufaze de l'Analyfe 
en fe fervant de ce calcul. 

O N fait remarquer dans la première Sedion, que ce n’eft 
poinc une chofé nouvelle dans la Geometrie que de 
confiderer des parties de grandeur d’une fi extrême petiteffe, 
qu’on ne peut les faire entrer en comparaifon avec les gran. 
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deurs ordinaires que l’on peut déterminer. Les plus anciens 
Geomerres , comme on le voit dans le douzième Livre 
d’Euclide, 6c dans les Ouvrages d’Archimede, ont pris ces 
parties infiniment petites pour principe de quelques - unes 
de leurs démonftrations. Car pour démontrer, par exemple, 
que deux cercles font entr’eux comme les quarrés de leurs 
diamètres , & deux circonférences comme leurs diamètres ; 
ils ont fuppofé qu’on pouvoit concevoir dans l'un 6c l’autre 
de ces cercles deux polygones femblables inferits , ou deux 
polygones femblables qui leur fuffènt circonfcrits , dont les 
côtés fuffènt d’une telle petitefle, que la différence des poly- 
gones inferits ou circonfcrits d’avec leurs cercles fut moin- 
dre qu’aucune grandeur finie 6c déterminée, quelque petite 
que pût être cette grandeur. Or ces polygones étant entr’eux 
comme les quarrés des diamètres des cercles, 5c leurs cir- 
cuits comme ces mêmes diamètres ( la fuppoficion qu’ils 
avoient faite leur faifoit conclure que les cercles 6c les cir- 
conférences avoient le même raport que les aires 6c que les 
circuits de ces polygones. 

Ce n’a donc point été de nos jours une nouvelle décou- 
verte que d’employer dans la Geometrie ces parties des 
grandeurs entières, fi petites qu’elles n’ont aucun raport fini 
avec elles. Ce que les illuftres Auteurs du calcul différentiel 
6c intégral ont ajouté à cette fuppofition que les Anciens 
ont priie de la nature , n’a été que de donner des expreffions 
convenables à ces petites parties qui font les premiers élé- 
ments des grandeurs ; 6c de trouver un calcul qui leur fut 
tellement propre , qu’on pût leur appliquer les méthodes 
de l’Analyfe, êc qu’on pût remonter de ces parties infiniment 

f ietites aux grandeurs entières ou intégrales dont elles font 
e? premiers éléments. Le fondement du calcul différentiel 
eft commun aux anciens 6c aux nouveaux Geometres. La 
certitude des démonftrations pofées fur ce fondement eft la 
même. La maniéré même d’employer , dans les démonftra- 
tions 6c dans les refolutions des Problèmes , ces parties des 
grandeurs plus petites que toute grandeurqu’on peut déter- 
miner, eft commune aux uns 6c aux autres. Car comme les 
Anciens ne fuppofoient cette différence infiniment petite 
entre le cercle 6c le polygone d’une infinité de côtés qui lui 
étoit inferit ou circonferit, que pour faire leur démonftra- 
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rîon j qu’ils ne la concevoient fubfiftante que pendant la 
démonuration j 8c qu’au moment qu’ils l’avoient faite , ils 
regardoient cette différence comme devenant nulle, 8c que 
le polygone inferitou circonfcrit, qui étoit pour ainfi dire 
l’infinitiéme, ne differoit en rien du cercle: Les nouveaux 
Geometres n’employent auffi les memes différences infini- 
ment petites que pendant la refolution des Problèmes; ils 
ne les conçoivent réelles 8c fubfiftantes que pendant leur 
calcul ; 8c au moment qu’il leur a donné la refolution , ils 
liippofent que les différences s’evanouiffent 6c deviennent 
nulles, 8c que les grandeurs qu’ils fuppofcient ne différer 
des grandeurs entières qu’ils cherchoient que par des diffé- 
rences infiniment petites , n’en différent point du tout. La 
certitude du calcul différentiel doit donc être au même 
degré que celle des démonftrations des anciens Geometres 
qui avoient le même principe, 8c qui ont été reçues de tout 
le monde. La/éule différence eftque les Anciens ne faifoient 
fur ce principe que des démonftrations qu’on appelle per 
abfurium , 8c que les nouveaux calculs démontrent tout 
directement. 

On apperçoir même diftinctement, en y regardant de 
près, les fécondés différences renfermées dans la fuppofition 
des Anciens, quoiqu’ils n’y fiflènt pas de reflexion , 8c qu’ils 
n’en euflénc pas befbin dans leurs démonftrations. Car 
dans l’exemple qu’on a pris d’eux fur le polygone inferit 
dans le cercle , qui devoit avoir tant de cotés que la diffé- 
rence de l’aire du polygone inferit dans le cercle , fut plus 
petite que toute grandeur finieêc déterminée ; il eft évident 
qu'il Falloir qu’ils conçuffent celui des polygones inferits, qui 
étoit, pour ainfi dire, le dernier, comme ayant un nombre 
infini de côtés 5 autrement la différence de fon aire d’asfc 
le cercle eût été finie 8c déterminée , ce qui auroit détruit 
leur fuppofition : Or l’on conçoit diftinétemepe que la dif- 
férence de l’aire de ce dernier polygone d’avec le cercle, 
moindre, par la fuppofition, qu’aucune grandeur finie, étoit 
compofée du nombre infini des petits fegments de cercle, 
donc les petits côtés du polygone étoient les cordes : C’effc 
pourquoi ces petits fégments étoient juftement ce qu’on - 
appelle des fécondés différences dans les nouveaux calculs, 
puifqu’il y en avoit une infinité pour faire une première dif- 
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ference, qui étoit celle de l’aire du polygone infcrit d'avec 
l’aire du cercle. 

Après avoir établi la fiippofition des parties des grandeurs 
plus petites qu’aucune grandeur finie , on donne les exprefi- 
fions de ces petites parties qu’on nomme différences ou diffé- 
rentielles. L’on a pris les expreffions de M r Leibnits comme 
moins capables de caufer des méprifes dans les calculs & 
dans l’imprclfion, & parcequ’elles foulagent davantage l’i- 
magination : On met enfuite le calcul des premières diffé- 
rences , des fécondes différences , des troificmes , &c. C’eft. 
ce qu’on nomme le calcul différentiel. 

On explique dans les crois Sections fuivantes l’ufage de 
l’Analyfe en fe fervant du calcul différentiel. Mais comme 
l’on s’efl propofe d’être court dans ce Volume des Ufages 
de l’Analyfé , & d’y apprendre cependant à fond aux com- 
mençants la maniéré de découvrir les principales propriétés 
de toutes les courbes ; on a réduit à des formules generales 
les Problèmes qui les font trouver. Ces Problèmes font de 
deux fortes ; la refolution complété des uns dépend du feul 
calcul différentiel ; la refolution des autres fé commence par 
le calcul différentiel , Sc s’acheve par le calcul intégral. On 
faic découvrir aux Le&eurs dans la fécondé Section les for- 
mules pour refoudre les Problèmes qui ne dépendent que 
du calcul différentiel , comme les formules pour trouver les 
tangentes, les foutangentes , les perpendiculaires, les fou- 
perpendiculaires de toutes les courbes , Sc les autres lignes 
qui ont rapport à celles qu’on vient de nommer; les formu- 
les pour trouver les ordonnées Sc les coupées des points des 
courbes où les tangentes de ces points font parallèles aux 
coordonnées, ce qui comprend la refolution des Problèmes 
fur les quantités qu’on nomme les plus grandes & les moindres ; 
les formules pour découvrir dans les courbes qui font en 
partie concaves , Sc en partie convexes , les points qui fepa- 
rent ces parties, qu’on nomme les points d' inflexion ; Sc dans 
les courbes qui rebroufïént leur chemin , les points de rebrouf. 
fement. Enfin les formules pour trouver les developèes de toutes 
fortes de courbes. Ces courbes developèes fervent à former 
les courbes dont elles font les developèes , par le develope- 
ment infenfible d’un fil qu’on conçoit les enveloper. L’ex- 
trémité de ce fil, à mefiirc qu’il fedevelope, décrit les cour. 
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bes dont elles font les developées. Elles font devenues de 
grand ulâgc dans la Géométrie compofée & dans la refoluu 
tion des Problèmes Phyfico-mathematiques depuis que M. 
Hngens en a fait la découverte. On donne des exemples 
pour apprendre aux commençants la maniéré de le fervir 
de toutes ces formules, & pour refoudre par leur moyen les 
Problèmes des courbes particulières dont ces formules ex- 
priment la refolution generale. 

On fait de même découvrir aux Lecteurs dans la troifié- 
me Section les formules generales pour refoudre les princi- 
paux Problèmes fur toute forte de courbes, dont la refolu- 
tion fe commence par le calcul différentiel , & s’acheve par 
le calcul intégral ; comme les formules de la rectification 
des courbes , c’efl à dire , pour en trouver la longueur * celles 
qui fervent i mefurer leurs aires , qu’on appelle leur quadra- 
ture j celles dont on tire lamefure des corps folides formés 
par la révolution des courbes autour d’une ligne droite prife 
pour axe fur le même plan; celles qui font connoître la me- 
fore des furfaces courbes de ces folides 5 enfin celles qui font 
découvrir les centres de pelànteur des courbes, de leurs fur- 
faces, des folides qui en peuvent être formes, & des furfa- 
ces courbes de ces folides. On fait voir aufll la manière d’ap- 
pliquer ces formules à l’ufage par des exemples particuliers. 
On a eu foin de mettre parmi ces exemples les différentielles 
particulières de la rectification & de la quadrature des Sec- 
tions coniques , qu’on appelle Us élemens de leur rectification 
ou de leur quadrature 5 afin de s’en lérvir dans la troifiéme 
Partie pour faire concevoir clairement les méthodes qu’on 
y doit donner pour trouver , dans les cas où les méthodes 
du calcul intégral ne donnent pas les intégrales exactes de 
quelques différentielles, pour trouver, dis-je , dans ces cas 
les intégrales finies de ces différentielles , en Içs réduifant à 
la rectification ou à la quadrature des SeCtions coniques. 

Les Méthodes qu’on a expliquées au long dans le feptiéme 
Livre , font miles en ulàge dans la quatrième Section pour 
exprimer par des frites infinies les intégrales des différen- 
tielles dont les Réglés du calcul intégral ne donnent pas les 
intégrales exactes & finies. On auroit pu en donner une in- 
finité d’exemples; mais on a choifi ceux qui fulfifoient pour 
apprendre aux commençants à s’en former eux-mêmes tant 

qu’il 
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qu’il leur plaira, fans trouver d’autre peine dans l’applica- 
tion des Méthodes , que celle du calcul , 8c qui pouvoient 
en même temps les inftruire de chofes neceilaires dans la 
Geometrie 8c dans les Parties Pratiques des Mathématiques. 
Un de ces exemples fur la re&ification des arcs de cercle, 
fait découvrir une formule generale pour trouver, avec la 
■corde ou le finus d’un arc donné , la corde ou le finus de 
tel autre arc qu’on voudra } cette formule peut fuffire pour 
faire par de fimples fubftitutions les tables des finus ; 8c les 
Lecteurs peuvent trouver des formules fêmblables pour faire 
les tables des tangentes 8c des fecantes. Un autre exemple 
fur la quadrature de l’hyperbole équilatere par raport aux 
afymptotes fait découvrir une formule pour faire, par de 
fimples fubftitutions, une table des logarithmes hyperboli- 
ques. L’on y explique ces logarithmes, la maniéré de les ré- 
duire aux logarithmes ordinaires, 8c la manière de trouver 
une formule , avec laquelle on puiffe, par le moyen d’un 
logarithme donné, avoir le nombre dont il efl le logarith- 
me. On explique de plus les logarithmes des lignes. On 
verra dans la rroifiéme Section de jpi troifiéme Partie, qu’ils 
font d filage dans la Geometrie compofée. Enfin on fait 
voir que les mêmes méthodes ne fervent pas feulement à 
trouver Us fuites qui font les intégrales des éléments des 
courbes , de leur quadrature, des furfaces courbes, 8c des 
folides formés par la révolution des courbes ; mais aulfi les 
fuites qui font les valeurs connues des lettres inconnues qui 
entrent ou qu’on peut faire entrer dans ces élemens. On a 
mis pour exemple le Problème qui fait découvrir une for- 
mule pour trouver, par le moyen d’un fëéteur quelconque 
d’ellipfe, dont le fommet eft à l’un des foyers. 8: dont l’un 
des côtés eft fur l’axe , l’ordonnée de l’arc de l’ellipfe qui 
eft la bafe du fecleur. Cette formule donne la refolution 
directe du Problème aftronomique que Kepler propofa à 
tous les Geomctrcs de fbn temps, 8c dont il ne put trouver 
qu’une refolution indirecte. Ce fameux Aftronome, qui eft 
à prefent fort fuivi des Sçavants, fuppofe que les Planètes 
décrivent des ellipfes par leurs mouvemens propres , 8c il le 
prouve en particulier de Mars p*ar le moyen des obferva- 
tions. 11 fuppofè que le temps moyen d’une révolution en- 
tière doit le mefurer par l’aire enciere de l’ellipfè, qu’on 

* * # 
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peut concevoir divifée en 360 lé&eurs égaux , Iefquels pris 
de fuice mefurent le temps moyen des parties de la révolu- 
tion entière 5 il nomme anomalie moyenne chaque fomme de 
ces lecteurs prile de fuite depuis l’axe d’où il comptoir ces 
Ibmmes j il lui falloit,pour chacune de ces fommes,ou pour 
chaque anomalie moyenne, trouver l’angle que formoienc 
au foyer les deux côtés du leûeur qui comprenoit chacune 
de ces fommes , il appelloit cet angle l anomalie véritable i 
c’eft à dire, qu’il lui falloir trouver pour chaque lieu moyen 
de la planète , le vrai lieu de cette planete. La formule 
dont on vient de parler, lërt à découvrir les deux côtés du 
triangle rectangle, dont l’angle, qui eft l’anomalie véritable, 
eft l’un des angles aigus : ainu elle fait trouver la refolution 
de ce Problème , qui peut fervir pour les cables agronomi- 
ques. 


TROISIEME PARTIE. 

Sur l’ufage de l 'Analyfe pour découvrir les réglés du calcul 
intégral , & fur l’ufage aue l ’Analyfe fait 
de ces réglés. 

L A méthode de retourner des différentielles aux gran- 
deurs entières, qu’on appelle intégrales , dont elles font 
les différentielles , eft ce qu’on nomme le calcul intégral. 
Ainfi les principes fondamentaux de ce calcul dépendent 
du calcul différentiel. On établit dans la première Sedion 
trois propofitions fondamentales du calcul intégral , qui 
font des fuites neceflàires du calcul différentiel; &l’on en 
déduit, par le moyen de l’Analyfe, les réglés du calcul in- 
tégral pour trouver les intégrales exa&cs des différentielles 
qui leur font foumilés. La première & la plus fécondé de 
ces propofitions eft pour découvrir les intégrales des diffé- 
rentielles qui n’ont qu’une même changeante. On enfeigne 
aux commençants dans les Corollaires de cette propofition, 
la maniéré de trouver les intégrales des différentielles les 
moins compofées , & de toutes les grandeurs complexes , 
( dont les termes font diftingués par les différentes puiflin- 
ces d’une même changeante,) élevées à une puiffance quel- 
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conque dont l’expofant eft un nombre entier pofitif. On 
leur fait remarquer qu’une intégrale qui a un terme confiant, 
c’efl à dire fans changeante, donne la meme différentielle 
que fi elle n’en avoit pas & qu’à caufé de cela une même 
différentielle peut avoir pour intégrale la grandeur chan- 
geante donc elle ell déduite , augmentée ou diminuée de 
telle grandeur confiante qu’on voudra. Ainfi l’on a befom 
de la réglé , qu’on explique dans cette première Section , 
pour s’allurer dans la refolution des Problèmes particuliers, 
fi l’integrale qu’on trouve ell complété , ou s’il lui manque 
une grandeur confiante ; & pour trouver, dans ce dernier 
cas, la grandeur confiante qu'il faut lui ajouter ou en ôter, 
pour la rendre complété. 

Après avoir apris la maniéré de trouver les intégrales 
dans les cas particuliers les plus faciles , en les reduifânt à 
la première propofition , l’on donne des méthodes genera- 
les qui conviennent aux différentielles les plus compofées; 
Et comme les principales difficultés font fur les différen- 
tielles qui font compofées de grandeurs complexes, c’cfl à 
dire qui ont plufieurs termes, élevées à des puiffances dont 
les expofants font des nombres rompus , ou des nombres 
négatifs , on rapporte toutes ces fortes de différentielles à 
des formules generales, qu’on nomme binômes , quand la 
grandeur complexe n’a que deux termes; trinômes , quand 
elle en a trois , & ainfi de fuite. On enfeigne à réduire les 
différentielles particulières aux generales, & l’on donne 
trois méthodes qui font découvrir des formules generales 
des intégrales de ces différentielles. La première n’efl qu’un 
ufage de la table de la page 410 , pour mettre les différen- 
tielles les plus compofces en état d’y appliquer la première 

a ofirion fondamentale : Cette première méthode cfl 
s à concevoir 5 cependant les commençants peuvent la 
pafièr dans les premières leélures de cet Ouvrage, à caufé 
de la longueur du calcul, & s’attacher à la fécondé méthode: 
Elle donne non féulement tous les termes des formules ge- 
nerales qui férvent à trouver les intégrales exactes des dif- 
férentielles qui leur font foumifés , mais encore les termes 
qui férvent à trouver les intégrales finies des différentielles 
qui n’en peuvent avoir d’exactes par les fèuls termes des 
formules qui les donnent exa&es ; & cela par la fuppofition 
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des re&ifications ou des quadratures des Sections coniques, 
ou du moins de celles des courbes plus Simples que ne font 
les courbes A qui appartiennent les différentielles dont on 
cherche les intégrales finies. On applique d’abord cette 
féconde méthode aux différentielles binômes -, on l'étend 
enfuite aux trinômes, &les Ledeurs pourront l’étendre de 
fuite aux différentielles plus composées. La troifiéme mé- 
thode fait découvrir une formule generale pour trouver les 
intégrales des différentielles complexes , qui ayent un tel 
nombre de termes qu’on voudra ■> elle en fait meme décou- 
vrir pour les différentielles complexes multipliées les unes 
par les autres. On donne deux manières de trouver ces for- 
mules generales, qui font toutes deux utiles. Les formules 
que cette troifiéme méthode fait découvrir conviennent 
aux différentielles binômes, trinômes, &c. en fuppofant 
égaux à zéro les termes de ces formules qui font inutiles à 
ces différentielles. On fait voir la maniéré d’appliquer ces 
formules aux différentielles particulières. 

On a mis vers la fin de la première Sedion les deux autres 
propofitions fondamentales du calcul intégral ; l’une n’eft 
que pour les différentielles qui font un membre d’une équa- 
tion dont zéro efl: le fécond membre -, l’autre eft pour trou- 
ver les intégrales des différentielles qui ont plufieurs chan- 
geantes multipliées les unes par les autres ; on donne des 
moyens pour réduire à cette proposition les différentielles 
qui peuvent s’y rapporter -, mais comme il y en a un grand 
nombre qu’on n’y peut pas réduire, du moins facilement, 
on donne des moyens particuliers ( car on n’a pas encore 
découvert de méthode generale ) pour Séparer les chan- 
geantes dans les différentielles qui en ont plufieurs multi- 
pliées les unes par les autres, afin de les rapporter aux mé- 
thodes des différentielles qui n’ont qu’une feule chan- 
geante. 

Enfin on étend, à la fin de la première Section, aux fécon- 
dés différences, aux troisièmes, &c. les méthodes qu’on a 
données pour trouver les intégrales des premières différen- 
ces. 

Il y a un grand nombre de différentielles dont on ne peut 
pas trouver les intégrales exactes par les méthodes de la 
première Section. On peut bien trouver des fuites infinies 
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qui en foient les intégrales 5 mais on aime mieux les avoir 
en termes finis : C’eft ce qui a fait chercher des méthodes 
pour avoir les intégrales finies de ces différentielles en fup- 
pofant les rectifications ou la quadrature des courbes plus 
iimples que ne font celles aufquelles fe rapportent ces dif- 
férentielles ; Et il y en a un grand nombre dont on peut 
avoir les intégrales en termes finis , en fuppofânt les rectifi- 
cations ou les quadratures des feules Sections coniques. On 
a mis dans la féconde SeCtion les Problèmes qui font décou- 
vrir ces intégrales en termes finis. Le premier ne donne rien 
de plus que les formules de la féconde méthode de la pre- 
mière Section ; on n’a pas laifTé de le mettre pour faire voir 
comment on arrive au même but par différentes voyes. Le 
troifiéme Problème , qui enfeigne à transformer les diffé- 
rentielles & les courbes en d’autres différentielles & en 
d’autres courbes dont les intégrales & les aires foient éga- 
les, eft de grand ufage pour changer les différentielles com- 
plexes où les puiffances des changeantes font fort élevées 
en d’autres plus fimples , & pour changer de même des 
courbes d’un genre fort élevé en d’autres plus fimples, &z 
même pour les réduire aux Sections coniques, de manière 
que les aires de ces courbes plus fimples foient égales aux 
aires des courbes plus compofées dont elles font les trans- 
formées : ce qui rend plus facile la découverte des intégra- 
les des différentielles fort compofées. On a mis auffi dans 
la féconde SeCtion une méthode particulière pour avoir en 
termes finis , en fuppofânt la quadrature du cercle ou de 
l'hyperbole équilatere, les intégrales des différentielles que 
l’on y peut réduire. Enfin on donne' dans le quatrième Pro- 
blème la méthode de trouver les intégrales des différen- 
tielles des courbes méchaniqucs , dont les ordonnées ou 
bien les coupées font égales i des arcs de courbe , comme 
du cercle , de la parabole , &c. ou bien aux puiflànces quel- 
conques de ces arcs , en fuppofânt la rectification de ces 
arcs. 

On explique dans la troifiéme Section le calcul différen- 
tiel & le calcul intégral qui conviennent aux courbes donc 
les équations contiennent des exprellions logarithmiques , ou 
bien des expreflions exponentielles. Ces calculs donnent les 
moyens d’appliquer à ces fortes de courbes les formule* de 
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la ièconde & troifiéme Sedion de la fécondé Partie, pour 
trouver leurs tangentes, leurs perpendiculaires, les points 
où les tangentes lont parallèles à leurs coordonnées , leurs 
points d'inflexion ou de rebroufièment , leurs developées, 
leurs redifications, leurs quadratures, la mefure des folides 
formes par leur révolution autour d’une ligne droite, la 
mefure des furfaces courbes de ces folides, & les centres de 
pefanteur de ces courbes, de leurs furfaces, & des corps 
formes par leur révolution : l’on en donne des Exemples , 
& l’on explique aufli la maniéré de conftruire ces fortes de 
courbes par le moyen de la courbe logarithmique. Les deux 
dernieres Sedions font fur l’ufage du calcul intégral qui a 
été expliqué dans les trois premières. 

Les principaux ufages du calcul intégral font de faire 
découvrir les redifications des courbes, leurs quadratures, 
la mefure des folides formes par la révolution des courbes 
autour d’une ligne droite, la mefure des furfaces courbes 
de ces folides , & les centres de pefanteur de ces courbes , 
de leurs aires , des folides qui en peuvent être formés , & 
des furfaces courbes de ces folides. On explique dans la 
quatrième Sedion la méthode generale pour refoudre ces 
Problèmes, qui ne confifte qu’en ceci : Il faut fubftituerdans 
les formules de ces Problèmes qu’on a données «Jjns la troi- 
ficime Sedion de la fécondé Partie , les valeurs des lettres 
de ces formules p ri les des équations particulières des cour- 
bes aufquelles on veut les appliquer. Ces fubftitutions rédui- 
ront les formules à être les éléments de la redification de 
c es courbes ou de leur quadrature, &c. Il faut enfiiite trou- 
ver , par les méthodes qu’on a données dans les trois pre- 
mières Sedions de cette troifiéme Partie , les intégrales de 
ces éléments ; ces intégrales exprimeront les redifications 
qu’il falloir trouver , ou les quadratures , &c. 

On applique cette méthode à des Exemples dans la qua- 
trième Sedion 5 & pour être coure, en faifant voir cepen- 
dant aux commençants l’ufage des principales méthodes 
qu’on a données pour trouver les intégrales , on a mis un 
premier Exemple qui en contient une infinité. L'on y fait 
découvrir la redification d’une infinité de courbes com- 
prifes fous l’équation des paraboles de tous les degrés à l’in- 
fini. Avant la découverte des nouveaux calculs on avoit 
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regarde avec admiration l’invention de la reélification de 
Ja féconde parabole cubique qui efl à la fin du premier 
Volume de la Geometrie latine de M r Defcartes ; on verra 
dans ce premier Exemple que les nouveaux calculs font 
trouver la reélification d’un nombre infini de courbes. Les 
commençants pourront s’exercera trouver eux- mêmes la 
reâification des courbes qu’il leur plaira de choifir dans 
l’ordre de celles qu’on démontre, dans ce premier Exemple, 
avoir des re&ifications exactes - t car ils n’auront qu’à pren- 
dre dans les équations des courbes qu’ils auront choifies, les 
valeurs des lettres de la formule qui contient en general 
toutes ces ratifications, & les fubflituer dans cette formule. 
On démontre dans le même Exemple qu’il y a un autre 
.nombre infini de courbes comprifés fous la même équation 
de toutes les paraboles, dont on peut trouver la redifica- 
tion exprimée par un nombre fini de termes, en fuppofànt 
celle de la parabole fimple ; on donne la méthode generale 
de trouver ces ratifications finies , & on l’applique à des 
exemples , afin qu’il ne relie plus que la feule peine du cal- 
cul à ceux qui voudront en faire eux -mêmes tant d’autres 
exemples qu’il leur plaira. Ils y verront l’ufàge des formules 
de la fécondé méthode de la première Sedion, & du premier 
Problème de la féconde Sedion, &que ces deux méthodes 
donnent les piêmes refolutions. 

Pour faire voir la maniéré de trouver les quadratures des 
courbes, on a choifi un Exemple, où il faut feparer les chan- 
geantes qui font multipliées l’une par l’autre dans l’équation 
de la courbe de cet Exemple; & il efl en même temps très 
propre à faire remarquer le jufle raport de l’Analyfé à la 
Geometrie compofée. Car l’équation de la courbe efl du 
troifiéme degré ; elle n’a point de fécond terme : Et en 
prenant l’une après l’autre toutes les valeurs déterminées 
pofitives & négatives que peut avoir la ligne des coupées , 
il ne refie plus d’inconnue dans l’équation que celle des 
ordonnées. Or en prenant fucceffivement les valeurs pofiti- 
ves que peut avoir la ligne des coupées , on voit que l’incon- 
nue a trois valeurs , deux pofitives, & la troifiéme négative 
qui efl égale à la fomme des pofitives ; ce qui fait connoître 

2 u’il y a trois ordonnées ; les deux pofitives forment fuccef- 
vement chacune une branche de la courbe du côté des 


xxiv PREFACE. 

ordonnées pofitives , 8c la négative forme une troifiéme 
branche de la courbe de l’autre côté, & l’ordonnée de cette 
troifiéme branche eft toujours égale à la fomme des ordon- 
nées correfpondantes des deux autres branches. Il y a une 
valeur pofitive de la coupée où les deux valeurs pofirives de 
l’ordonnée deviennent égalés j ce qui fait voir que les deux 
branches formées parles deux ordonnées pofitives fe réunif- 
fent au point où conviennent ces deux ordonnées égales, 
& l’ordonnée delà troifiéme branche eft double de chacune 
de ces ordonnées égales : fi l’on prend une valeur pofitive 
delà coupée qui furpafiTe celle qui convient aux deux ordon- 
nées pofitives égales, on trouve que les deux valeurs pofiti- 
ves de l’inconnue font impofiîbles , 8c qu’il ne refte que la 
feule valeur négative 5 ce qui fait voir que les deux branches • 
que forment les ordonnées pofitives ne s’étendent pas plus 
loin du côté des coupées pofitives, mais que la branche que 
forme l’ordonnée négative continue fon chemin à l’infini. 
Quand on prend les valeurs négatives que peut avoir la 
coupée, on trouve toujours qu’il y a deux valeurs impofiîbles 
de l’inconnue des ordonnées, 8c qu’il ne refte qu’une valeur 
réelle : Elle fert à former une branche de la courbe du côcé 
des coupées négatives. On faitvoir auflidans le même Exem- 
ple la manière de trouver les afymptotes de cette courbe, 
pour apprendre aux commençants comment Us doivent s’y 
prendre pour trouver les afymptotes des autres courbes qui 
peuvent en avoir. 

La cinquième 8c demiere Seftion eft fur l’ufage que fait 
l’Analyfè du calcul différentiel 8c du calcul intégral pour 
trouver la nature des courbes, c’eft à dire, pour trouver les 
équations qui en expriment les principales propriétés. La 
plufpart des Problèmes Phyfico-mathcmatiques fe reduifént 
à la recherche des courbes qui en donnent la refolution. 
On en a mis plufieurs Exemples vers la fin de cette derniere 
Seélion , 8c on les peut regarder comme en faifant une fé- 
conde partie. On explique dans la première Partie ce qu’on 
appelle la méthode inverfe des tangentes : cette méthode eft 
regardée comme l’un des grands avantages que la Géomé- 
trie compofee a retiré de Ta découverte des nouveaux cal- 
culs: voici ce qu'on entend par cette méthode. On a donné 
dans la féconde Se&ion de la féconde Partie la maniéré de 

trouver , 
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trouver, par le moyen de l’équation des courbes, leurs tan- 
gentes, foutangentes, perpendiculaires , fouperpendiculai- 
res , & les autres lignes qui y ont raport ; la manière de re- 
trouver les équations des courbes quand on en a les tangen- 
tes données , ou les foutangentes, ou les perpendiculaires, 
ou les fouperpendiculaires , &c. eft ce qu’on appelle lt mé- 
thode irrverfe des tangentes. Cette méthode étoit inconnue 
avant la découverte des nouveaux calculs ; M' de Bcattne 
propofa un Problème fur cette méthode à M' Defcartes,qui 
fit bien connoître le befoin que l’on avoir de calculs diffe- 
rents de ceux de PAlgebre ordinaire pour refoudre ces for- 
tes de Problèmes. On a donné quatorze Exemples de cette 
méthode pour la rendre familière ; le Problème de M' de 
Beaune fait le quatorzième ; le premier, le fécond , le fep- 
tiéme , le huitième , le onzième &c le treiziéme contiennent 
chacun une infinité d’autres Exemples * le douzième , le 
treiziéme & le quatorzième ne faifa-nt découvrir que des 
équations différentielles des courbes que l’on cherche , on 
donne la conftru&ion de ces courbes , pour apprendre aux 
commençants la maniéré de conftruire les courbes dont on 
n’a que des équations différentielles. 

On a mis dans la féconde partie de cette dernierc Seétion 
fix Exemples Phyfico- mathématiques, pour faire voir l’ufàge 
de i’Analyfe dans la refblution des Problèmes Phyfîco- 
mathematiques en employant les nouveaux calculs. M r 
Defcartcs , pour faire voir l’utilité de fes découvertes pour 
ces fortes de Problèmes, a mis dans le fécond Livre de fa 
Geometrie la conftruction des courbes dont il faut donner 
les figures aux verres, afin qu’ils raffemblent en un point 
donné les rayons qui partent d’un autre point donné, par 
le moyen des refraétions de ces rayons à l’entrée ou au 
fortir de ces verres. Ces courbes , qui font devenues célé- 
brés parmi les Geometres , s’appellent les Ovales de M’ nef- 
cartes > il a caché l’Analyfé qui lui a fait découvrir & confi 
truire ces ovales. On les a prifespour le premier Exemple; 
l’on y verra combien l’invention en eft facile par les nou- 
veaux calculs ; que les réglés les plus fimples de ces calculs 
font trouver d’abord la conftruàion de ces ovales ; & que 
LAnalyfe fait découvrir par un calcul très fimpleèc très facile 
que ces ovales deviennent des ellipfes quand les rayons y 
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entrent parallèles, 6c des hyperboles, quand ils fe prefentent 

parallèles pour en fortir. 

Ce célébré Auteur propofe un autre Problème vers la fin 
du même fecond Livre, & il laillè à lès Leâeurs à en trou- 
ver la relblution : le voici. L’une des (urfaces d'un verre 
étant la figure formée par la révolution de laquelle on vou- 
dra des Séchons coniques fur leur axe , trouver la conftruc- 
tion de la figure qu’il faut donner à l’autre furface de ce 
verre, afin que les rayons qui partent d’un même point don- 
né, ou qui (ont parallèles, foient difpofés par les deux ré- 
fractions qu’ils doivent fouffrir à l’entrée & au fortir du verre 
à fe réunir à un point donné. On prend pour fecond Exem- 
ple ceProblême, fans le borner aux feules Séchons coniques, 
mais l’étendant à toutes les courbes , c’eft à dire, fuppofé 
que l’une des furfaces d’un verre aida figure de telle courbe 
qu’on voudra, (qui foit feulement fuppolèe connue, ) il faut 
trouver la conftruéhon de la figure qu’on doit donner à la 
fécondé furface du verre , afin que les rayons qui partent 
d’un point donné , ou qui font parallèles, l’oient dilpofés , 
par les réfractions qu’ils doivent fouffrir à l’entrée Sc au for- 
tir du verre , à fe réunir à un point donne. 

On a pris pour troifiéme Exemple le Problème fameux 
où l’on cherche la courbe formée par une chaîne compofée 
de petits aneaux égaux lorfqu’elle eft attachée par lès deux 
feules extrémités for un plan vertical. L’illuftre Auteur des 
nouveaux calculs a donné la conftruéhon &: de beaux ufeges 
de cette courbe dans les Journaux des Sçavans & dans les 
Actes de Lipfic, mais il a fupprimé l’équation de la courbe 
& l’analylè de fa conftrudion. On fait découvrir dans ce 
troifiéme Exemple l’équation de cette courbe, l’on en donne 
trois conftruchons, dont la troifiéme eft celle de M‘ Leibnits, 
& on les fait découvrir toutes trois par l’Analyfe. 

Les trois derniers Problèmes ont été propofés par M‘ 
Bernoulli à prefont Profeffeur à Balle. Les Mathématiques 
lui onc de grandes obligations , & à feu M' Bernoulli fon 
frere, des nouvelles découvertes qu’ils ont faites fur les nou- 
veaux calculs , & de l’émulation qu’ils ont excitée parmi les 
Sçavants en leur propofant des Problèmes qu’ils avoient 
refolus, mais dont ils tenoient les refolutions cachées, afin 
que les autres euflent le plaifir de les trouver eux - mêmes : 


Digitized by Google 


PRE FACE. xx'v ij 

ce qm nous a donné la refolution d’un grand nombre de 
Problèmes nouveaux Sc utiles. M r le Marquis de l’Hofpiral 
eft celui qui a le plus enrichi les Mathématiques des refblu- 
tions complétés de ces Problèmes, quelques difficiles qu’ils 
fuÆènt: il a donné celle des trois Problèmes qui finiflènt 
cette Section, mais il a entièrement fupprimé l’Analyfe du 
premier, &C il a fupprimé une grande partie de celle des deux 
autres , par les memes motifs que M" Bernoulli. 

Le quatrième Exemple eft le Problème où il s’agit de 
trouver la courbe fur laquelle il faut qu'un corps pelant fe 
meuve librement pour aller le plus promptement qu’il foie 
poffible d’un point donné à un autre point donné , en fup- 
pofant que ces deux points donnés ne font pas dans une 
même ligne verticale. On fait découvrir par l’Anaiyfe fans 
y mêler aucune fynthefe, que la cycloïde eft la courbe qui 
refouc le Problème. 

Le cinquième Exemple eft le Problème où il faut trou- 
ver la courbe dont la révolution autour d’une ligne droite 
donnée, forme lafurface courbe qu’il faut donner à la partie 
d’un Vaiûeau qui eft dans l’eau , afin qu’il trouve en voguant 
dans la mer la moindre refiftance de la part de l’eau qui 
foit poffible. On fait découvrir par l’Analyfe l’équation de 
cette courbe, & la conftrudion que l’on en donne. 

Enfin l’on cherche dans le ftxiéme Exemple quelle eft la 
courbe fur laquelle un corps pelant defeendant par le feul 
mouvement qu’il recevroit de fa pefenteur , il la preffèroit 
en chaque point avec une force precifeinent égale à celle 
de fà feule pefanteur lorfqu’il eft en repos, où avec laquelle 
il tireroit un fil auquel il feroit attaché en repos. On fait 
aulfi découvrir par Analyfe l’équation de cette courbe , que 
l’on trouve être une courbe géométrique. Mais ce Problème 
fuppofanc les propofitions qui regardent la chute des corps 
par le feul mouvement qu’ils reçoivent de leur pefanteur, 
au lieu de les mettre en fuppofitions , on les a démontrées , 
tant celles qui regardent les chutes perpendiculaires, que 
celles qui font fur les chutes inclinées, & fur les chutes qui 
fe font par des courbes 5 afin que les commençants viiTent 
clairement la refolution que l’on donne en la deduifant des 
premiers principes, fans avoir befbin d’aucun autre ouvrage 
pour entendre à fona celui-ci. 

* ¥ * * jj 


Digitized by Google 


xxviij P R E F A C E. 

Ils auront dans les fept premiers Livres, dans la première 
Seclion de la lèconde Partie du huitième où eft expliqué le 
calcul différentiel , &dans les trois premières Serions de la 
troifiéme Partie du huitième Livre où l’on a mis les Réglés 
du calcul intégral , les méthodes qui leur font neceflàires 
pour refoudre les Problèmes des Mathématiques ; & ils trou- 
veront dans le huitième Livre entier ce qu’il leur faut fça- 
voir de Geometrie compofée. Car on leur fait connoître 
toutes les courbes que peut contenir cette fcience. On leur 
fait découvrir par Analyié les principales propriétés des 
courbés les plus fimples qui font les Serions coniques. On 
leur apprend à réduire les courbes aux équations qui en ex- 

{ >riment la nature. On leur enfeigne à tirer de ces équations 
es propriétés de ces courbes , & on leur a mis des formules 
generales qui leur feront découvrir celles de ces propriétés 
qui font les plus confiderables & les plus utiles , par de 
iimples fubftitutions. On leur a auifi appris par beaucoup 
d’ExempIes la maniéré d’appliquer les méthodes de l’Ana- 
lyfe à la refolution des Problèmes Phyfico-mathematiques. 
Enfin on a eu foin , dans tout l’Ouvrage , & dans les refolu- 
tions les plus compofées, de marquer jufqu’aux moindres 
démarches de l’efprit pour arriver à ces refolutions , afin 
cju’ils ne füffènt arrêtés nulle-part, & qu’ils devinflenten 
état d’entendre toutes les nouvelles découvertes, &de faire 
eux- memes celles qu’ils voudront entreprendre. 
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Exemple II. 

T R o u v e r. la valeur approchée de x dans l’cquation x 1 
— 3 nnx + #'=3 0 . 

On ne fçauroit appliquer les méthodes du fécond Pro- 
blème à cette équation , dont les racines font incommenfu- 
rablcs. Il faut la préparer , c’eft à dire , il faut la changer 
en une équation qui foit la meme , de maniéré que les 
coéficients ou produits connus de la pFopofée confervent 
toujours la meme valeur dans ce changement, & que cepen- 
dant les grandeurs de ces produits connus foient telles qu’on 
y puiflé appliquer les méthodes du fécond Problème. Par 
exemple , on pourra changer la propoféc x' — 3 nnx ■+■ »’ 
= o , en cette équation x' — 3 pqx -t- ppr = o, qui féra la 
même que la propofée , en fuppofant — 3 pq = — 3 nn , Se 
-+- ppr =«+- n\ Ce changement fc fera dans cet exemple, 
en prenant une grandeur connue arbitraire p tant petite 
qu’on voudra , Se faifànt cette proportion p . n :: n . q , on 
aura — 3 pq = — 3 m ; mettant pq au lieu de nn dans n ' , 
on aura n' — npq ; fie faifant p . n :: q . r, on aura pr — nq r 
Se par conféquent ppr — 

Pour trouver à prefent la valeur approchée de x dans 
l’équation préparée x’ — 3 pqx -+- ppr = o, on prendra p 
pour tenir lieu de la féconde inconnue^, & on fé férvira 
de celle qu’on voudra des deux méthodes du fécond Pro- 
blème. On employera ici la féconde. 

1*. On fuppoféra x — a p-+- bpp cf &c. x, b r r, font des 

grandeurs indéterminées , Se elles repreféntent les parties 
de la valeur de x que l’on cherche. 

i°. Pour trouver la première partie repreféntée par ap, 
il faut concevoir ap fubflituée à la place de x dans l’équation 
préparée, Se fuppofer — 3 appq •+• ppr — o ; d’où l’on dé- 
duira a= -jri Se par conféquent ap = -ftp cft la première 
partie de la valeur de x que l’on cherchoit. 

Pour avoir la première transformée, on fuppoféra -~p 
x , Se on fùbftituera -~p -*-/à la place de x, & l’on 
aura la première transformée. 
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3°. Pour trouver la fécondé partie de la valeur de x repre- 
fcntée par bpp , il faut concevoir bpp fubftituée à la place 
de f, Sc fuppofer ? — } bp'q — o , d’où l’on déduira 
h — -+* gf îfï i par confequent j ’^pipp eft la fécondé partie 
de la valeur de x aue l’on cherchoit. Le refte de l’opera- 
tion eft facile , & il eft inutile d’en grolfir ce traite. 

KeMA-EQ^UE. 

6. o r. s oo’b n cherchant la première partie de la valeur 
de x dans les équations qui ont deux inconnues x & y , on 
trouve qu’il faut refoudre une équation compolee dont la 
racine eft incommenfurable, on pourra préparer l'équation 
comme dans l'exemple precedent , Ce enfuite on trouvera * 
la valeur approchée de la première partie de la valeur de x 
que l’on cherchoit, par la même méthode j ou bien on la 
trouvera cette valeur approchée par le premier Problème. 
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OU 

ANALYSE QUI ENSEIGNE A RESOUDRE 
les Problèmes qui le réduifent à des équations 
compofées. 

LIVRE VIII. 

Où ton fait voir l'ufage de VAnalyfe dans la 
Geometrie & dans les Jciences phyfeo-mathe - 
- viatiques s cejla dire , on explique la maniéré 
de Je fervir de VAnalyfe pour refondre les 
Problèmes de ces fiences. 

Avertissement. 

On a ajouté ce dernier Livre pour les Le&eurs qui fçavent 
au moins médiocrement la Geometrie ordinaire : Us y ver- 
ront comment les calculs fie les operations de l’Analyfe font 
les exprelfions de tous les rapports des lignes & des figures 
de la Geometrie fimple & compofoe , qui en font découvrir 
les propriétés les plus compliquées , & refoudre les Pro- 
blèmes d’une maniéré fimple, facile, qui n’embaraflè pas 
l’imagination , & qui laifle à l’elprit l’étendué dont il a 
befoin pour découvrir aifément tout ce que ces fciences 

f ieuvent contenir de plus difficile , & pour pénétrer jufqu’à 
‘infini. 

Pour exciter la curiofité des Lecteurs , & pour faire voir 
l’utilité de l’Analyfe , qui étoit regardée par ceux qui ne la 
fçavent pas comme contenant de pures fpeculations , on a 
mêlé dans ce huitième Livre plulieurs Problèmes des foien- 
ces phyfico - mathématiques > comme ceux qui fervent à 

fta q h 
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donner aux pendules à fécondes toute la juftefle poffible 

J our les rendre la mefure exa&e du temps * ceux qui fervent 
l'art de jerter les bombes , pour les faire tomber exade» 
ment où l’on voudra -, ceux qui fervent à faire connoître les 
figures que l’on doit donner aux verrçs pour rallèmbler en 
un point les rayons de lumière , 8cc. 

On s’eft feulement propofe de faire connoître les ufàges 
de l’Analyfè , & la maniéré de s’en fêrvir dans la refolution 
des Problèmes qui s’expriment par des figures j 6c non pas 
de faire un corps de Geometrie dont toutes les parties rùf. 
iênt lices par la dépendance mutuelle des propofîtions qui 
fêroient déduites les unès des autres. Cependant on a tâché 
de mettre de l’ordre dans Jçs matières qu’on y traite , de 
maniéré que les plus fimples précédaient , autant que cela 
Ce pouvoir , les plus compofées , 8c qu’elles ferviflênt â s’é- 
claircir mutuellement 5 6c l’on a pris foin pour rendre tous 
les Problèmes que l’on refbut clairs 8c faciles aux Lçéleurs 
qui commencent, de mettre du moins en fuppofitions ( n’é- 
tant pas ici le heu de les démontrer ) tous les principes d’où 
ils dépendent, 6c qu’il faut avoir en vûe pour en concevoir 
clairement la refolution. ... 

On partagera ce huitième Livre en trois Parties. On ex- 
pliquera dans la première la maniéré de fc fêrvir de l’Analyfe 
dans la refolution des Problèmes de Geometrie 6c des feien- 
ces phyficQ-mathematiques , en n’employant dans les ope- 
rations que les calculs de l’Algebre ordinaire. Dans la 
fécondé Partie on enfeignera les ufages de l’Analyfè dans 
la refolution des Problèmes des mêmes fciences , en y em- 
ployant le calcul différentiel. On fera voir dans la troifiéme 
Partie comment l’Analyfe fait trouver les Réglés du calcul 
intégral i 8c on expliquera enfuite l’ufâge de ces Réglés dans 
la refolution des Problèmes de la Géométrie 6t des fciencç* 
phyfico-ma thématiques. 
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PREMIERE PARTIE. 

De l'ufage de l'Analyfe dans la refolution des Problèmes 
de la Geometrie & des fciences phyfico-matbematiques » 
en fe fermant des fculs calculs de l’ Algèbre ordinaire. 

PREMIERE SECTION. 

Où ton fait voir comment les calculs de lAnalyfe expriment 
tout les rapports des lignes & des figures , en font découvrir 
les propriétés , de refendre les Problèmes. 

PREMIERE SUPPOSITION OU DEMANDE. 

*■6 7. Pour, exprimer par les calculs de l’Analyfc les rapports no. 1, 
& les propriétés des figures de la Geometrie , il faut mar- 
quer les lignes de ces figures par les lettres de l’alphabet 
par exemple dans la première figure on nommera a le côté 
AB du triangle A B Pt ; b, le côté B H > c, le côté AH i 
& de même des autres figures. On marque ainfi ces déno- 
minations, AB = ai BH = b> APt==cs ou bien 
AB (a) &c. 

Quand il y a dans les figures des lignes égales , on les 
nommera par une même lettre 5 de même quand une ligne 
eft double , triple , &c. d’une autre ligne déjà exprimée par 
la lettres, on la nommera 1 a, j a, &c. quand elle en eft 
la moitié, le tiers, &c. par {a , ~a, &c. 
j.68. H eft évident que l’addition & la fouftra&ion des lettres 

qui expriment les lignes des figures, marquent que ces lignes 
font ajoutées enfëmble , ou retranchées les unes des autres j 
par exemple fi AK — d , &C AB = <*jla fouftra&ion a — d f 1 ». fc 
marquera que A K eft retranchée de AB > par confequenc 
a — d = KB. Il en eft de même de l’addition. 
i 6 <p L’expreflion / marque le rapport de la ligne AB {a) à la. 
ligne BH ( b ), ce qu’il faut remarquer dans l'expreflîon de 
tous les autres rapports des lignes. 

£70. La multiplication des grandeurs, par exemple de la 
grandeur a par la grandeur b , que l’on marque par ces lec- 
tres jointes enfèmlile ab , ou par 4 x b , eft une proportion 

Q^qq üj 
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dont le premier terme eft l’unité , le lëcond & le troilîéme 
iont les grandeurs a 8c b à multiplier l’une par l’autre , 8c 
le quatrième terme eft le produit ab de ces grandeurs j ainfi 
chaque produit dans les operations de l’Analyfe exprime 
une ligne qui eft le quatrième terme d’une proportion, dont 
les trois premiers termes qui font connus , font l’unité 8c 
les deux grandeurs multipliées l’une par l’autre. Par exem- 
ple dans la première figure, fuppofé que AK Toit l’unité } 
ainfi AK = i j que AB — a, A M = e -, l’on a, en fup- 
pofant KM 8c B H parallèles , cette proportion AK ( i ) . 
AB ( a ) : : AM ( e ) . AH — ou finalement ae — AHi 
pareequ’on peut toujours fous-entendre l’unité fous un pro- 
duit, ou fous une grandeur fans la marquer. L’on voit donc 
que le produit de deux lignes AB {a) 8c AM (e) eft une 
autre ligne AH = ae, qui eft la quatrième proportionelle 
à l’unité AK 8c à ces deux lignes AB (a ) 8c AM { e ) . 

En fuppofant que les triangles AKM , ABH font lêm- 
blables , que AK — i , AB = a , KM «= k , B H = h } 
B H eft aufli le produit de KM ( k ) par AB ( a ) } puilqu’on a 
cette proportion AK (i) . KM {k) :: AB ( a ) . BH ( b 
= ak ). 

D’où l’on voit que quand on a deux lignes données 
KM (k) 8c AB (a)-, pour trouver la ligne B H (hz=ak) % 
qui eft leur produit , il n’y a qu’à faire les deux triangles 
iemblables AKM , ABH , où AK foit = i , KM— k, 
AB = a,8c l’on trouvera BH — ak. 

1 . Le produit de trois ligpes aef> marque deux proportions } 
par la première , l’unité eft à la ligne a, comme la ligne e 
eft à la ligne <rr,qui eft la quatrième proportionelle, à l’unité 
8c aux lignes a 8c ei par la fécondé proportion l’unitc eft à 
la ligne ae, comme la ligne / eft au produit des trois aef, 

. qui eft une ligne quatrième proportionelle à l’unité 8c aux 
lignes ae 8c f. 

D’où l’on voit que le produit de quatre lignes aefg, 
marque trois proportions ; le produit de cinq lignes aefgb, 
marque quatre proportions, &c. 8c que dans ces proportions 
le produit total n’eft qu’une ligne qui refulte de toutes ces 
proportions. 

17 1 . Quand les produits font compofés de lettres égales, 
comme 1 , a, aa, a\ a\ a' , &c. il eft évident que les pro- 
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portions des lignes qui donnent ces produits font continues, 
& qu’ainfi tous ces produits pris* de fuite font une progref- 
fion géométrique de lignes , dont la première après l’unité 
eft reprefentée par la lettre a, qui eft la racine de cous ces 
produits , ou de toutes ces puiflances. 

1 7 j . La divifion d’une grandeur AH {ne) par une autre AM(e), 
que l’on marque ainfi = f , ou Amplement a, eft une 

proportion inverfe de la multiplication , dont le premier 
terme eft AH {ne) ou la grandeur à divilêr 5 le fécond ter- 
me eft le divifeur AM (r) 5 le troifiéme terme eft le quotient 
A B (-v- = a ) 5 le quatrième terme eft l’unité AK ( 1 ) > ou 
bien, en failânt en forte que les trois premiers termes de la 
proportion foient les trois termes donnés , la divifion eft; 
une proportion donc le premier terme eft le divifeur AM(e), 
le fécond terme eft la grandeur à divilêr AH(ae) ; le troi- 
fiéme terme eft l’unité AK (i)> le quatrième eft le quotient 
AB 

D’où l’on voit que le quotient d’une divifion n’exprime 

3 u’une ligne qui eft le quatrième terme d’une proportion 
ont le divifeur eft le premier terme , la grandeur à divilêr 
le fécond , & l’unité le troifiéme. 

De même en fuppofant les triangles AKM, AB H lêm- 
blables, & que AB — ai BH = h=ak-, KM—k, & 
AK = i; la ligne KM{k) fera le quotient de B H ( ak ) 
divifée par AB ( a ) j puifque AB ( a ) . B H (ak):: AK ( 1 ) . 
KM(k). 

D’où il eft évident que quand on a deux lignes données 
BH{ak ou h), & AB {a)-, pour trouver la ligne KM (k ) , 
qui eft le quotient de BH ( ak) divifée par AB ( a ) , il n’y a 
qu’à faire les deux triangles lèmblablcs ABH , AKM , où 
BH = ak ouh y ABz= a, AK = 1 ,& la ligne KM[k) 
lêra le quotient. 

L’on voit aulfi que fi la ligne à divilêr étoit reprefentée 
par le produit de plufieurs lettres aefg , qui marque que 
cette ligne eft le dernier terme d'une proportion précédée 
de plufieurs autres , l’on pourroit par la divifion en repaflànt 
par toutes ces proportions, revenir à la première , dont le 
dernier terme ne feroic exprimé que par deux lettres, 
comme ae. 

174. Quand l’expreffion de la grandcûr ou de la ligne à divi- 


ne, t. 
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fer A H , n’a aucune lettre commune avec l’expreflîon du 
divifêur AB, que AH eft, par exemple, exprimée par c , 
&C AB par a , la divifion fe marque ainfi f i & fuppofant 
que AK eft l’unité, l’on a toujours la même proportion 
AB (a) . AH [c)-: AK (i) . AM = 

17 S- D’où il eft vtfible que , qui eft l’expreffion du rap- 

port de AH à AB , eft la même chofe que — (t ) ; les 
rapports égaux exprimant des grandeurs égales ; & l’on 
voit aulïï qu’on peut toujours ious-entendre l’unité écrite 
fous une grandeur entière ou rompue , comme étant Je 
dénominateur de la fraction donc cette grandeur eft le 
numérateur , fans que cela en change la valeur. 

Remarque- 

176. On doit remarquer que dans les comparaifons des lignes T 
l’unité eft ordinairement arbitraire ; c’eft à dire, qu’on peut 
prendre une des lignes données pour l’unité, en rapportant 
toutes les autres a cette ligne comme à leur unitc : Mais 
quand on a ainfi déterminé l’unité, on- ne doit plus dans 
toute la queftion que l’on veut refoudre , prendre d’autre 

U o.I. ligne pour l’unité; ainfi fuppofant dans les deux triangles 
fomblables A MK , AHB , que AK = a , AB = b, AH 
— d, AM= a fi l’on prend la ligne AK (a) pour l’unité, 
l’expreflîon = AH{d ) marquera le produit des lignes. 
AB ( 4 ), AM{c), qui eft AH = A*-- 
Quand on a ainfi déterminé une des lignes d’une queftion 
comme a pour être l’unité, on y trouve ces deux commo- 
dités. 1”. On peut l’effacer des produits où elle fe trouve 
ce qui abrégé l’exprclfion de ces produits , fans en diminuer 
la valeur, l’unité ne changeant rien dans la valeur des pro- 
duits où elle fe trouve ; ainfi aabc = bc = bcd. 1". On 
peut dans une équation rendre tous les termes d’un même 
nombre de dimenfions, en multipliant chaque terme par 
l’unité repetée autant de fois qu’il lui manque de dimen- 
fions pour égaler les dimenfions des autres termes, ce qui 
les rendra homogènes. Ainfi on rendra tous les termes de 
-*-px — bcd = 0, homogènes , en écrivant x ' -t- apx — bcd 
= o ; ou bien en divifant les termes qui ont le plus de 
dimenfions par l’unité reperce autant de fois qu’fi manque 
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de dimenfions aux autres pour les égaler. Par exemple, on 
peut rendre homogènes tous les termes de xx—bbcx — ccdd 
= o , en écrivant- xx —~ Z '‘ Jd - = o. 

177. Les extradions des racines dans les calculs de l’Analyfê , 
que l’on marque par les lignes radicaux V, y/, ÿ, &c. comme 
Vab, y abc, &c. & parles grandeurs mêmes qui font les 
racines , quand cela Ce peut , comme a eft la racine quarrée 
de aa , b la racine cubique de b\ Sec. font les expreflions des 
Problèmes ou des figures que l’on fait dans la Geometrie , 
pour trouver les lignes qui font moyennes proportionelles 
entre d’autres lignes, ou entre l’unité ôc d’autres lignes. 
Par exemple \/ab marque la ligne qui eft moyenne propor- 
tionelle entre la ligne a & la ligne b ; ÿ /abc exprime la pre- 
mière des deux lignes moyennes proportionelles entre la 
ligne qui eft prife pour l’unité , & la ligne qui eft exprimée 
par le produit abc des trois lignes a,b,c i & ainû des autres. 

Corollaire I. 

*7 8.1 l eft évident, après ce que l’on vient d'expliquer, que 
tous les calculs de l’Analyfè peuvent être repreientés par 
les lignes Sc les figures de la Geometrie , par le moyen des 
triangles fèmblabfes & des proportions des lignes ; & que 
tous îes rapports de ces lignes qui forment les figures de la 
Geometrie, peuvent être marqués par les expreflions & les 
calculs de l’Analyfè. 

Corollaire II. 

ï 7 9- I l eft de même évident que l’on peut changer , pour la 
commodité du calcul , des expédiions compofees en d’au- 
tres plus fimples, &: des expreflions embaraflàntes en d'au- 
tres plus faciles , fans en changer la valeur. 

Par exemple, en nommant a la ligne priée pour l’unité, 
on peut réduire les produits les plus compofés à une feule 
lettre. Si l'on a bede, 1", faifant a . b ::c .■*£■ , qu’on fuppofera 
= m , l’on aura am — bc\ & fubftituant am au lieu de b c, 
on aura amde — bede. i". Faifant enfuite a . m :: d .n, l’on 
aura an = md> & fubftituant cette valeur de md dans amde, 
on aura aane = bede. 3”. Faifant enfin a . » ::e. p, on aura 
ap=.nei & fubftituant cette valeur de ne dans aane, on 
aura a'p — bede -, où fùpprimant l’unité «*’,on aura p = bcae. 
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Si l'on avoit - 77 /, on trouveroit a'p = bcde, 8c aaq — fgh, 
& l’on auroic ~ ; cnfuite faifant q .p:.-a[ 1 ). r, 

on aurait £ = ~ = r. 

Si l’on avoic une fraction dont le numérateur & le déno- 
minateur fu fient complexes^ c’efi; à dire,continflènt plufieurs 
produits joints par -+- & — , on pourroit abréger de même 
l’expreflion de cette fraction complexe. 

On peut auifi abréger l’expreflion des fractions dont le 
numérateur & le dénominateur contiennent le produit de 
plufieurs lettres comme , en faiiânt en forte que la 
meme lettre fe trouve au numérateur 8c au dénominateur, 
ce qui la fait évanouir ; car iàifànt a . b :: cm, on aura am 
= bc, 8c. abc d = aamd ; puis faifant comme a . m :: d . n , 
on aura abcd — aaan J faifant de même pour le dénomina- 
teur a . c fp, on aura ap = ef, & c/g = apg ; faifant 
cnfuite a . p :: g. q, on aura aq =xspg> ainfi efg = aaq , & 
~j~ = ^ } enfin faifant q .a :: n . r, on aura r=^-. 

Si l’on avoit b c — de , en trouvant m moyenne propor- 
tioneilc entre b 8c c, 8c n moyenne proportionelle entre d8ce, 
l’on changerait l’expreflion bc — de en mm — nn qui lui 
ferait égale. 

II y a beaucoup d’autres manières de changer ainfi les 
expreflions en d’autres , fans en changer la valeur que l’on 
tire des triangles lêmblables } 8c des autres figures de la 
Gcometrie ordinaire. 

Seconde fuppofition ou demande. 

a 8 o. D ans les propofitions de Geomctrie où il s’agit de la 
fùrface des figures , les produits des calculs de l’Analyfe 
Fie. I. expriment les aires des figures ; par exemple nommant a la 
bafê GF du quarré G H , 8c a là hauteur G1 , aa e(l l’ex- 
preflion de l’aire du quarré Gif. De même nommant a la 
d afe AB du triangle reâangle AB H, 8c fa hauteur B H, b > 
~ab fera l’expreflïon de l’aire du triangle AB H. Suppofânt 
aufli dans le rectangle GF BC , fa baie GF = a, fa hauteur 
GC=: b i le produit a b fera Pexpreflïon de l’aire de ce 
rectangle. Il en eff ainfi des autres. 

Dans les propofitions qui regardent les corps folides , les 
produits des operations analytiques expriment la foliditç 


Digitized by Google 


Livre VIII. • 495 

de* corps ; par exemple nommant au le quatre GH', fi 
l’on conçoit le cube dont ce quatre eft la bafe , a' fera l’ex- 
preffion de la folidité de ce cube -, de même abc fera l’ex- 
preifion d'un prifme dont la bafe eft reprefentee par le pro- 
duit des lignes a 8c b, 8c la hauteur par c i \abc fera l’exprefi- 
lion d’une piramide qui aura la même bafe 8c la meme hau- 
teur que le prifme precedent. Il en eft ainfi des autres. 

L’addition 8c la fouftraction des produits qui reprefen- 
tent des ferfaces, expriment que cesforfaces font ajoutées 
Ips unes aux autres , ou retranchées les unes des autres : 

C’eft la même chofe des produits qui expriment des folides. 

T reijîème fuppofition ou demande furtufage des fignes •+- & — 
par rapport à la Géométrie* 

i8i. Supposant que les deux lignes DAE , CAB fe coupent Fie. I. 
à angles droits au point A , 8c que les lignes parallèles à 
l’une 8c à l’autre qui font dans les quatre angles droits y 
comme RM, KM, O Z, A 0 , KL, ON, P N, RQ, QP , 8cc. 
foient compnfes dans un Problème, quand on a befoin de 
diftinguer entre les parallèles à AB, celles qui vont vers la 
droite de celles qui vont vers la gauche , 8c entre les paral- 
lèles à. DA E, celles qui defcenclcnt de celles qui vont en 
montant , on nomme parmi les premières qui vont vers la 
droite ou vers la gauche, les unes pofitives 8c l’on met au 
devant le ligne •+•, 8c les autres négatives 8c l’on met au 
devant le fïgne — - y on fait la même chofe pour diftinguer 
entre les parallèles à DA E, celles qui defeendent de celles 
qui montent. Il eft libre au commencement de l’operation 
de prendre pour pofitives lefquelles on voudra entre celles 
qui vont de gauche à droite , ou de droite à gauche ; 8c de 
même entre celles qui defeendent 8c celles qui montent : 

Mais fi l’on fe détermine à metr-e le figne devant celles 
qui vont de gauche à droite, comme AB, DH, EF } celles 
qui vont de droite à gauche , comme AC , D 1 , EG , 8cc. 
doivent avoir le figne — . De même fi l'on fe détermine à 
mettre le figne +■ devant celles qui defeendent, commets, 

B F, CG , 8cc. on doit écrire le figne — devant celles qui 
vont en montant , comme AD, B H, CI , 8c c. Le terme où 
commencent les pofitives 8c les négatives de gauche à 

R. r r ij 
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droite, ou de droite à gauche, eft la ligne DA Ei le terme 
où commencent les poiîcives qui defcendent & les négatives 
qui montent , eft la drSite CAB. 

Appellant l’angle EAB le premier, DAB le fécond, 
CA E le troifiéme, & DAC le quatrième , les lignes du 
premier feront toutes pofitives ; entre les lignes du fécond , 
celles qui font vers la droire font pofitives , & celles qui 
montent font négatives ; dans le troifiéme , celles qui vont 
à gauche font négatives ,& celles qui defcendent, pofitives; 
& dans le quatrième , les unes & les autres font négatives. 

Suppofant A 0 = a — -* i , OL =•*-/>, AE — c , 

l’on aura dans les triangles fèmblables OAL , EA F , AO 
( a ou •+• i ) . OL (-*- b ) ::AE ( -*-c ) . EF = -+- d’où 
l’on voit comment -+* multiplié par •+- , donne un produit 
qui a 

Faifant AO = -*-<*== - 1- 1 , A E = +■ c , 0N= — d, 
l’on aura dans les triangles fèmblables O AN, EA G , AO 
( + 40U-M) . AE{+c ) ::ON{ — d). EG = — ±f. 

Comme auffi en nommant KM, (-*-*), on aura à caufê 
des triangles fèmblables OAN , K AM, AO {-+-a ou -+• 1 ) . 
ON ( — d) :: KM( -*-r) . AK = — 4r> d’où l'on voit 
comment multiplié par —, ou — par donne un pro- 
duit qui a — . 

Suppofant encore A R — — /, l’on aura à caufè des 
triangles fèmblables OAL, QAR, AO(-*-a ou-*-i). 
OL{ -+-b ) :: AR ( — f) . RQj= — d’où l’on voit en- 
core comment ■+■ par — , ou — par ■+■ , donne un produit 
qui a — . 

Enfin à caufedes triangles fèmblables OAN , RA M, 
l’on aura A 0 ( -4* a ou i ) . O N ( — d ) A R ( — f . 
RM = —. > d’où l’on voit comment — par — , donne 

un produit qui a -t-. 

De même dans les furfaces le rectangle AF fait du pro- 
duit de A E par A B , fera pofitif 

Le rectangle A H fait de — AD par AB, fera négatif. 

Le rectangle AG fait de -+• AE par — AC , fèra négatif 

Mais le rectangle A I fait de — AD par — AC, fèra 
pofitif ; &c du côté oppofé au redangle négatif A H fait 
de — DA par -*» AB. L’on fuppofè dans tons les produit* 
l’unité poûtive. 
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D’où l’on voit que les aires qui font dans les côtés op- 
pofés de la ligne qu’on a prifo pour terme entre les gran- 
deurs po (î cives & les négatives, font Pune poiînve, & l’autre 
négative. 

On peut aifément appliquer ceci aux produits qui ex- 
priment la folidité des corps. 

C O R. O L L A I R E. 

lit, Les deux mêmes lignes DAE , C A B fo coupant au Fte.I; 
point A à angles droits , ou en faifant enfemble au point A 
tel angle aigu qu'on voudra; qu’on tire la ligne FAI , faifant 
au point A avec l’une ou l’autre tel angle aigu O AL qu’on 
voudra : Concevant ces lignes prolongées à l’infini , & que 
par tous les points de DA E on mene des lignes comme Z)/, 

j OL, EF , &cc. parallèles à la ligne CAB , jufqu’à la . 
rencontre de FA /, & de même par tous les points de CAB 
des parallèles à D A E , jufqu’a la rencontre de la même 
ligne FAI, comme P CI, KL, BF, 8tc. On fuppofera 
la ligne AO = -*-<*, OL — +• b 5 on nomrtkra aum ■+■ x 
chacune des lignes comme AE depuis^ en defeendant 
prifos for A 0 £ t jufqu’à la rencontre de chaque parallèle, 
comme ; on nommera y chaque ligne comme £ JF 
menée par ce point £ parallèle à A B > mais on nom- 
mera — x chacune des parties AR , AD de la ligne A D , 
qui vont en montant , & qui fe terminent aux parallèles 
RQ, DI, à CB A, <k ces parallèles RQ, DJ feront nom- 
mées — y. 

Cela foppofé , il efl évident , à caufe des parallèles , que 
AO (■+■ a ) . O L {•*- b) :: A E x) . E F (-v-_y) > 8c par 
confequent •+-bx= -*• ay, & -*-7 — : Et de même 

AO (-+•<*}. OL ( -+* b ) :: AD ( — x ) . DI ( — y) S d’où l’on 
aura bx = — ay , & — y 

Il eft évident que l’équation 7 = convient à chacune 
des parallèles menée de chacun des points de A OE jufqu’à 
la ligne ALF i de forte qu’en déterminant la grandeur de 
chaque x, comme AE , la grandeur de EF ( y ) qui lui ré- 

K nd eft déterminée. Il faut entendre la même chofe de 
quation — y = — par rapport aux parallèles. R O, 

DJ de l’autre côte. ;. :i . _ T”- . . 

Rr iij 
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D'où l’on voit que l'équation indéterminée y — -fr , 
convenant à toutes les parallèles y par rapport aux * qui 
leur répondent , & en exprimant la grandeur par rapport 
à ces x correfpondantes s elle détermine le lieu de tous les 
points de la ligne droite AF qui pâlie par toutes les extré- 
mités des y , ik. elle détermine ce lieu de la ligne droite AF 

f iar rapporta la ligne AOE. Cela eft caulê qu’on nomme 
'équation y — le lie a à la ligne droite , ou F équation à la 

ligne droite ; &. la ligne droite AF eft la ligne à qui convient 
cette équation, qui étant prolongée en Al eft auifi la ligne 

à qui convient l’équation — y — , qui eft la meme 

que la précédente. 

Dans un lieu, par exemple, exprimé par y = Ds. } &c 
conftruit geometriquement par la figure FA F , DA /, on 
nomme le point A où commencent les x pofitives prifês fur 
AE, St les x négatives fiir AD , f origine : la ligne AE &c AD 
fur laquelle Ce prennent les x, le nomme U ligne des couples 
ou des abaffes : les lignes AE, AD, nommées x, s’appellent 
les couples ou ks abaffes : les parallèles EF, OL, &c. qui font 
les j, fe nomment les ordonnées , & encore les appliquées > 
chaque abciilè x & Ton ordonnée correipondante y, fe nom- 
ment les coordonnées : la ligne CAB menée par l'origine A 

P arallèle aux. ordonnées , s'appelle la ligne des ordonnées j & 
on peyt concevoir que les^ Ce prennent fur cette ligne , &c 
rapporter le lieu 1AE à cette ligne CAB par le moyen des 
parallèles KL , PQ., à la ligne DAE j car l'on aura AK 
v=aOL (•< -b) . KL — AO {a) AB = EF(y ) . BF 
— AE ( x ) j d’où l’on déduira BF^ ( x ) = ~s l’on trouvera 
de même ou CI ( — x ) = — 

Dans une équation comme y = ip, qui exprime le lieu 
d’une ligne les x , & de même Jes^ marquant des lignes qui 
vont en croiiïanr fucceflivement , ou en diminuant fucceili- 
vemenr ; on les appelle grandeurs changeantes ou variables , 
& les grandeurs déterminées, comme AO ( a ) , OL.[b) t Ce 
nomment grandeurs confiantes. 

D’où l’on voit que dans les Problèmes de Géométrie, il 
faut diftinguer les grandeurs variables, les inconnues, les 
indéterminées , &c les déterminées ou connues. Les variables 
/ont celles qui dans une figure vont en croiiïanr ou en dimi- 
nuant lùcceflivement, aufquelles convient un même raporc, 
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& elles font marquées par des inconnues x, y, &c. Les in- 
connues font les grandeurs qu ? on cherche pour la réfolution 
<i’un Problème. Les indéterminées font les grandeurs qu’on 
met pour en reprefenter d’autres ; comme dans x m , l’expo- 
fant n reprefonte les grandeurs qu’on peut mettre à la place 
de cet expolânt, comme 1 , 1, 3 , i, -j-, &c. on avertit quand 
les grandeurs font indéterminées 5 l’on a vu dans les livres 
precedens des exemples des indéterminées. Les grandeurs 
déterminées , qu'on nomme auifi données & connues , 5 c 
qu’on nomme confiances dans les Problèmes où il y a des va- 
riables, font les lignes ou figures déterminées , comme font 
les trois côtés d'un triangle donné, comme font des angles 
donnés , des triangles , des quarrez connus , &c. 

Quand une ligne eft fuppofée tracée for un plan, fi elle 
eft indéterminée, on dit qu’elle eft donnée de pofttion ; ôc fi 
de plus fa longueur eft déterminée, on dit qu’elle eft donnée 
de grandeur. 


Exemples de l'ufage des calculs de l'Analyfc pour découvrir 
t les propriétés des Figures. 

Avertissement. 

X/analyse foppofc les plus fimples propriétés des figures 
■démontrées par la Geometrie , comme les propriétés des 
perpendiculaires , des parallèles , des angles , & celles qui 
ne contiennent pas de rapports ou de proportions ; mais 
elle fort à démontrer toutes celles où entrent les rapports 


fçavoir que dans cous les triangles fomblables , les cotes op- 

E ofës aux angles égaux , qu’on nomme côtés relatifs ou 
omologues , font proportionels. 


Exemple I. sur les triangles rectangles. 

AEB eft un triangle rectangle en £, fon hypothenufo AB Fie. IL 
eft le diamètre de la circonférence AEB qui pallè par le 
fommec E de l’angle droit -, ED eft une perpendiculaire 
tirée du fommet E for AB. Pour découvrir les propriétés 
de ce triangle , on foppofora AE — * ïÊB == ii AB =■ di 
BD = x , ce qui donnera AD = d — x. 
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183- i*. Les triangles fcmblables A EB , AED , donneront 

AB{d). AE{a) AE (a) . AD (d— x ) J d’où l’on aura 
la première équation dd — dx — aa. Par les triangles fem- 
blables AEB , ED B, l’on aura AB (.d) . BE[b) BE{b) . 
BD ( x ) > d’où l’on déduira la féconde équation dx = bb. 
Ajoutant enfemble la première & la fécondé équation , l’on 
trouvera dd = aa -+- bb, c’eft à dire , le quatre de l' hypothenufe 
tfi égal à la femme des quartés des cotés , qui eft la propriété 
des triangles rectangles. 

' 184. i°. Les triangles femblables ADE, EBD , donnent auflî, 

enfùppofant DE ==c, AD(d — x) . DE (r) DE{c) . 

- D B (x) > d’où l’on aura dx — xx = c c 5 c’eft à dire le 
quarté de DE , qui eft moyenne proportionelle entre les deux 
parties AD , DB de thypotbenufe eu du Diamètre AB, coupées 
parla perpendiculaire DE, eft égalait rc cl angle des deux parties 
du diamètre, qui eft une autre propriété des triangles rectan- 
gles. 

Corollaires qu’il faut fe rendre familiers. 

I. 

* 8 S- L’hypothenuse AB {d) d’ un triang le re étang le , pejp 
s’exprimer ainfi AB[d) = VÔË 1 <+• be 1 {Vaa bb.) 

II. 

xi 6 . Le côté AE {< <) = Vo b 1 — be 1 (V dd — bb) i 
le côté BE ( b ) =Vâb 1 — je 1 C Vdd — aa. ) 

III. __ 

187. La perpendiculaire ED ( r ) = Vad x db ( Vdx — je* ) 5 
& fuppofant que le milieu de AB {d) eft au point C, & que 
C D — x , l’on aura AD — AC ■+■ CD = \d x , 8 c 
DB = BC — CD — \d — xi ce qui donnera ED (c) — 
Vad x DB = Vjdd — xx. Si l’on fupofé AD = e, DB =f, 
Elf=c, l’on aura ED 1 (ce) == AD x DB — ef, 8 c c = 
Vef 

IV. 

a 8 8. Il eft démontré dans la Géométrie qu’en tout cercle AEB, 
fs l’on tire de I’extremité A du diamètre AB une corde à 
un point quelconque £ de la circonférence, & une autre 

corde 


Digitized by Google 



Livre VIIL 501 

cordc BB de ce point E à l’autre extrémité B du diamètre, 
le triangle AEB eft toujours re&angle en E > ainfi les ex- 
prdlîons precedentes conviennent à ces lignes du cercle ; 
lçav oir ~/tR i ' (dd) = ~ÂË i BE 1 = aa-+-bb j & AB (d) 
= Vau -*-èb > 8c AE (a) = Vâb 1 — TE 1 " = Vdd — bb ; 8c 
BE (b J = VJb 1 — Âi l = Vdd — aà. De même ~E p x (cc) 
= AD x DB = dx — xx , 8c ED (c) = Vdx — xx -, mais 

auffi ~ËB l ~ ED 1 = dx — Xx ■+• xx = dx-i. c’eft 

pourquoi l’on aura BE — Vdx. 

D’où il fuie que fi deux cordes égales BE , Æ* font en 
deux diffèrens cercles , nommant dans l’un le diamètre AB y 
d , 8c DB, x , & dans l’autre le diamètre S', 8c la ligne qui 
répond à BD, £, l’on aura Vdx = v'jÇj & par confequent 
dx = J?, d’où l’on déduira d . J 1 :: 0 . x. 

Si l’on fuppofe CD = x , l’on aura ED ( c ) = VuiD x DE 

— V\d+-x — x = V±dd — xx, 8c AD[]d-t-x) 

(f d—x) < 

Si l’on fuppofe EB = m, AB = d, 8c DB = x, l’on 
aura DB {x) . EB [m) :: EB {m) . AB (d) i d’où l’on 

déduira DB{x)= , 8c AB (d) = §f(=). Il 

faut iê rendre toutes ces expreflions familières. 

V. 

L’on peut concevoir de tous les points E de la demi- 2, 
circonférence BEA , en commençant au point B 8c allant 
de fuite de B par E jufqu’â l’extrémité A, des perpendicu- 
laires comme ED fur le diamètre AB i 8c fuppofant AB 
= d, chaque perpendiculaire ED =y , 8c chaque diftance 
BD du point B, julqu’à la rencontre D de chaque perpen- 
diculaire, égale à x j il eft évident que chaque ~DË l (yy) fora 
égale au reéfcangle qui lui répond des deux parties du dia- 
mètre BD x DA = dx — xx ; ainfi l’équation y y = dx 

— xx convient à chacune de ces perpendiculaires DE . 
Les extrémités E de toutes ces perpendiculaires ED font 
dans la circonférence; c’eft à dire, la circonférence paflè 
par tous les points E ; ainfi l’équation yy = dx — xx mar- 
que le Heu de la circonférence par rapport au diamètre ABt 
8c en déterminant la valeur de x telle qu’on voudra, pourvu 

Sff 
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qu’elle foie moindre que le diamètre AB, on trouvera la 
valeur de y qui lui répond } & de meme en déterminant 
telle valeur dey qu'on voudra, pourvu qu’elle n’excede 
pas [d , on trouvera la valeur de x qui lui répond, par la 

* 7 6. réfolution des équations du fécond degré. * Cela eft caufé 
qu’on nomme l’équation yy=zdx — xx , ou xx — dx -*-yy 

— o , t équation au cercle , ou le lieu du cercle. Les abeilles x 
font fur le diamètre B A, ScBcft leur origine 5 & les DE (y) 
font les ordonnées. 

VI. 

Suppolânt toujours AB — d , ED —y , fi l’on fuppofé 
chaque CD = x, l’on aura de 1 ( yy ) = A D x D B = 
\d- t-x x \<T— x — \dd — xxi ain fiyyz=~dd — xx, ou xx 
•4-yy — ±dd — o, eft auffi l'équation du cercle , ou le lieu au cer- 
cle. L’origine eft au centre C ; les abeilles CD(x) font fur le 
demi diamètre CB ou CA , & les ED (y ) font les ordon- 
nées. 

V I I. 

z 90. On peut par le moyen du rroifiéme Corollaire , changer 
i'exprellion d’un rectangle ab en un quarré cc, lans en chan- 
ger la valeur 5 il n’y a qu’à mener une ligne droite AB égale 
à la fomme des lignes AD (a) -*■ DB ( b) , tracer une demi- 
circonference dont AB foit le diamètre, 8c élever au pointZ), 
où'elles lé joignent, la perpendiculaire DE, qu’on nomme- 
ra c jufqu’à la circonférence ; & l’on aura ~DE l (cc) = AD x 
DB (ab). D’où l’on voit que fi l’on avoit xx = ab, ou trou- 
verait de la même manière la valeur de x , car failânt AD 

— a,Sc DB — b , DE léra égale à x , étant moyenne pro- 
portionnelle entre AD {a) &c DB{b). 

Si l’on avoit xx — aa — bb , on trouverait de même la 
valeur de x , en faifant AD = a b, & DB = — b , car 
DE léroit égale à x, pui fquç DE~(xx ) = AD x DB = ax 

— b b , & x = Vax — - Fb. 

191. On peut encore trouver de cette autre maniéré la valeur 
de x dans l’équation xx — aa — - bb. Il faut faire AB = a, 
tracer un demi cercle fur le diamètre AB (a) -, 6 c apres 
avoir ouvert le compas de la grandeur de la ligne A E, 
qu’on fuppolé égale à b, 6 c mis une des pointes fur l’extre- . 
mité A, il faut marquer le point E où l’autre pointe coupe 
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la denii-circonference , & tirer EB , ce fera la valeur de * -, 
car£fi l (xx) — ~ÿ[Jl‘(aa) — AE l (bb) ; & x = \~au — bb. 
ï 9 Quand on a l’équation y* — aa bb , on trouvera la 
valeur de y, en faifànt un angle droit AEB des deux lignes 
AE, EB , dont on fuppofé la première égale à <*,& la féconde 
égale à b > puis tirant l’hypothenufe AB par les extrémités 
A , B de ces lignes, AB Ce ra la valeur de xi car ~ÂB l (xx) 
= AE % ( aa) ■+• EB^ (bb) i &C. x = Vââ~+~bb. 


V II L 

Refolution géométrique des équations du fécond degré. 

PREMIERE MANIERE. 

z 93* Toutes les équations du fécond degré peuvent fe refou- 
dre géométriquement par les Corollaires précedens ; c’eft 
à dire , on peut trouver les deux valeurs en lignes clc l’in- 
connue de ces équations j car toutes ces équations peuvent 
fe réduire à cette formule xx j± dx ± ce —.o ; d,c, e , re- 
preféntent des lignes données dans les Problèmes de ces 
équations. Or il faut réduire le terme connu ce * à un quar- * ip 0 - 
ré bb , & la formule fera xx dx ± bb = o. Il faut faire 
évanouir le fécond terme, en liippofant x = | d ; Sc l’on 

aura la transformée s^_= ~dd~+bbj & s^= + V \dd~+i bb. 

On trouvera la valeur de j^par le fêptiéme Corollaire, à 
laquelle ajoutant la ligne = \d, quand le fécond terme 
a — , & en retranchant -' quand le fécond terme a-f-^ 
l’on aura la valeur de x. 

. . . . i • * r 

Seconde maniéré, 

L 94- Pour rendre cette refolution plus diftincle, on réduira 
toutes les équations du fécond degré à ces quatre formules. 

La première racine. ' La féconde racine. 
xx — dx — bb — O. *= jd-t- >/fdd bb. x= \d-V\dd-*- bb. 

2 % xxardx — bb— o. x = -\d^-fïdd-*-66 t x—~\d — ^\dd+-bb. 

3 e , xx — dx Or bb — O. x= {-d -hV~dd — bf. x— \d — V~<td — bb. 

4 e , xx dx -*r bb = o. x = — ~d-*~ dd — bb. x *= — \d — V | dd — b£. 

Pour trouver les valeurs géométriques des deux racines 
de la première & de la féconde formule , dont l’une cft 

Sff ij 
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Fio.n. pofitive, & l’autre négative ; i*, on tirera la ligne CD égale 
a la moitié de la ligne reprefentée par d dans les Problèmes 
exprimés par ces deux équations , c’eft à dire , on fera CD 
. — IJ, On élevera la perpendiculaire DE == b. 3“. Du 

centre C avec l’hypothenufé CE , on tracera la demi cir- 
conférence AEB, 8c on prolongera CD de côté 8c d’autre 
jufqu’à la circonférence -, 8c AD fera la racine pofitive de 
la première formule, 8c DB fa racine négative. Et au con- 
traire D B fera la racine pofitive de la fécondé formule , 8c 
AD fa racine négative. * 

Car -+- AD = CD(+{d) + CA ou CE, ou V pç x 
(jidd-hbb)-, ainfi AD = x c | d-+- V-/d d bb ; 8c DB — 
— CB ou — CE, ou — Vc" 5 1 *+■ de 1 ( — v^r *fd ■+■ bb) CD 

( -i- 5 ainfi DB = x = -*-\d — V^dd + Tb i 8c pour la 

féconda formule , il faut prendre la racine négative du côté 
deDv^,8cl’on aurax = — DA = — DC ( — {d) — CA 

ou CE ( — dd bb ) ■, 8c la pofitive x — •+• DB =* 

+ C£ou + C£/'+v'j<ü + W) — CD ( — |d). 

Pour trouver les valeurs des deux racines de la troifiéme 
8c de la quatrième formule, i°, il faut faire le diamètre AB 
de la demi circonférence AEB = d > ainfi ou CE ou CB 

— i d. 1°. Il faut élever BF perpendiculaire fur AB à l’ex- 
tremité B i 8c faifant BF — b, mener par F la ligne FE 
parallèle à B A. 3°- Abaiflèr par le point E où elle rencontre 
fa demi circonférence , la perpendiculaire ED au diamètre 
qui le rencontrera en un point Di AD fera la première 
racine pofitive de la troifiéme formule ; D B fa féconde 
racine pofitive. De même AD fera la première racine néga- 
tive de la quatrième formule , 8c DB la. i c raci ne négative. 

Car x = AD — AC{+\d) ■+• CD ou Vci 1 — 15 * 

( -h^dd — bb) j 8c x — D-ff — -*-CB [-*-jd) — CD 
ou — Vcï 1 — Ëô l ( — V^dd — bb). Pour la quatrième for- 
mulera première racine négative eft x= — AD = — CA 
( — i^)_ CD ou-— v^£ l — Ëô 1 ( — — 8c la 

féconde racine négative x = — DB — — CB ( — jd) 

• +CD {+v'idd — bb). 


/ 
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Remarque. 

*9J- Q u a n d dans la refolution des deux dernières formules 
B F (^furpaflè CB {{d) la parallèle FE au diamètre AB [b) 
ne peut pas rencontrer la demi - circonférence 5 fie dans ce 
cas le Problème eft importable , c’eft à dire il renferme con- 
tradiction j ce qui fait voir le parfait raport de l’Analyfe à 
la Geomet rie; car dans ce cas où b furpaflè {- d , bb furpaflè 
\dd> ScV\dd — bb eft une grandeur imaginaire ; ainfi dans 
ce cas les deux racines de la troifiéme & de la quatrième 
formule font imaginaires. 

Dans le cas où BF{è ) = CD( jV), la parallèles ne 
rencontre la demi -circonférence qu’en ce point £ , d’où 
menant la perpendiculaire ED ( b ), elle tombe au centre C i 
alors les deux r acines fon t égales, 8c valent chacune AC(^d)- t 
dans ce cas V^dd — W = oj 8c chaque racine eft égale 
i\d. 

Exemple II. 

19 6. ABDE eft un quadrilatère inferit dans un cercle , pour y Fie. III. 
trouver des triangles fèmblables qui fartent découvrir les 
propriétés qui lui conviennent ; il faut tirer les diagonales 
A D, BE , & la ligne DF qui faiîè au point D l’angle EDF 
égal à l’angle AD B J 8c l’on aura, i°, le triangle AD B fom- 
bïable au triangle EDF j car l’angle AD B eft égal par la 
fuppofition à l’angle EDF , 8c les angles DAB., DEF font 
égaux , ayant chacun pour mefure la moitié de l’arc B D. 
i°. Les triangles A DE, BDF font aufll femblables, parce- 
que les angles ADE , BDF font égaux , contenant chacun 
les angles BD A, EDF égaux par la fuppofition ; 8c de plus 
l'angle commun FDA , 8c les angles DAE, DBF font aufli 
égaux , ayant chacun pour mefure la moitié de l’arc DE. 

Suppofant à prefent AE — a , AB = b , BD =c, DE 
= d , AD = r, B E =/, FE ~ x ; par confoquent BF 
= BE (f) — FE (x). L’on aura à caufe des triangles fêm- 
blables AD B, EDF , AD ( e ) . DE ( d) :: AB ( 6 ) . EF ( x ) î 
d’où l’on déduira cette première égalité ex = bd. L’on aura 
aufli à caufe des triangles femblables ADE , DBF , B F 
(/ — x) .AE (a) :: BD{c) . AD(e)-, d’où l’on déduira 
cette lèconde égalité ef — ex = ac. Ajoutant ces deux ega- 

S ff iij 
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litez, on trouve AD x BE ( ef) — AE x BD ( ac ) AB x 
Z)£ {bd) - y c’elt à dire qu'en tout quadrilatère infcrit au cercle , 
le rectangle des diagonales AD x BE ( ef ) , ejl égal à la fommt 
des rectangles des côtés oppofés AE y BD-*- AB x DE{ac-*-bd), 
qui eft une propriété de ce quadrilatère qui fert dans la 
trigonométrie. 

Exemple III. 

Partager, une ligne donnée AB {a) en deux parties AC y 
CB , en forte que la Partie AC foit moyenne proportionelle 
entre la ligne entière AB & la partie CB. 

Soit la partie inconnue que l’on cherche AC = x , ainlî 
CB =^a — xi & parles conditions du Problème l’on aura 
AB (a) . AC (x) AC (x). CB (a— x) -, d’où l’on 
déduirad’équation aa — ax = xx,on xx -+- ax — aa — o. 
On trouvera la valeur pofitivede x = — ~a y/~aa aa, 
ou — {<*-+- V$aa, en fai/ânt (fig. i.) CD = £<* t ra perpen- 
diculaire DE = a , traçant du centre C avec l’hypothenu/ê 
CE prifê pour rayon l’arc BE , & prolongeant CD jufqu’à 
l’arc en B , car DB fera == x = -+■ CB ou CE ( •+■ V~aa-*-aa) 
— CD ( — 7 a ) = AC ( fig. 4.) que l’on cherchoit. 

Avertissement. 

Ces Exemples fùffifênt pour faire voir l’ufâge de l’Analyfc 
dans la Geometrie fimpîe ; il fera plus utile de faire voir 
l’ufage de l’Analyfe dans les fciences Phyfico-mathematiques 
qui fervent à perfectionner les Arts , & dans la Geometrie 
compofée , c’eft à dire , dans la fcience des lignes courbes. 
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SECTION IL 

Ou l'on fait voir l’ufage de l'Analyfe dans les fciences 
Phjfco- mathématiques qui fervent à perfectionner 
les Arts. 

Ufage de l’Analyfo pour refoudre les Problèmes de l’art 
de jetter les Bombes. 

Principes que Ion fuppofe pris des traités du mouvement, 

D e' F 1 n x t i o. n s. 

I. 

*9*. O n fuppofera la mafle du mobile = m , fa. viceflè = v, la 
longueur parcourue = /, le temps employé à parcourir 
cette longueur = t. Quand il y aura differentes maffos , 
viteflès, longueurs, temps, on marquera les maljès differen- 
tes par des ni differentes , & de meme les viteflès , les lon- 
gueurs & les temps. 

2 , ^ g. La quantité du mouvement eft le produit de la maflè par 
la viteire, c’eft à dire mui mais pour ne pas multiplier les 
difficultés, on ne confidercra dans la fuite qu’un même 
mobile > ainfi la quantité ou la force du mouvement fora là 
viteffo. 

1 1 I. 

j o o. Le mouvement égal ou uniforme eft celui dont la viteffo 
demeure la même pendant la durée du mouvement. Le 
mouvement accéléré eft celui qui à chaque inftant de fa durée 
reçoit une nouvelle augmentation tle viteffo ; le mouvement 
retardé , celui qui perd à chaque inftant une partie de la 
viteffo qu’il avoit : Le mouvement uniformément ou également 
accéléré ou retardé , celui qui à chaque inftant reçoit une 
égale augmentation ou perd une égale quantité de fa viteffo. 
Comme on ne parlera ici que du mouvement accéléré ou 
retardé de cette derniere maniéré , on le nommera lîinplc- 
ment mouvement accéléré ou retardé. 


Digitized by Google 


jo8 * Analyse démontré' e. 

•Suppositions qu’il faut se rendre familières. 

I. 

Pour comparer enfcmble Us mouvement uniformes. 

J o i. J) a N s les mouvemens uniformes la viteflê eft égale à fa 
longueur parcourue divifëe par le temps employé a la par- 
courir, u — yi par confequent t — 6c l— tu. 

$OL. Par confequent quand les mouvemens uniformes font 
differens , V . u ■ f :: Lt . IT i 6c T . t :: ~ . ~ :: Lu - 

ZcL.lr.Tr .tu 

3 O J. Il fuit de là, i°, que quand V~ « > f = 4 . & L . / ;• 
T .t, ce qu’il faut bien remarquer, 6c que Lt — iT. 

304. i°. Que quand T = ti L . I :: V . u , ce qu’il faut bien 

remarquer , 6c que Lu — lV. 

3 ° y 3". Que quand L = li V .Ui:t .T , & que VT = ut. 

IL 

Sur la pefanteur. 

306. La pefanteur, dont on n’examinera point ici la caufo, fait 
qu’un corps pcfant en defcendant librement depuis le repos, 
acquiert a tous les inftans de la chute des degrés égaux de 
viteflê. L’on n’aura ici nul égard à la refiftance de l’air, 
l’experience faifant connoître qu’elle n’apporre pas de chan- 

f ement confiderable à un corps très pefant comme l’eft une 
ombe. C’eft pourquoi on liippofêra que les degrés de 
viteflê que le corps pefant acquiert pendant chaque inftant 
de fa chute , fe confcrvent entiers dans les inftans fuivans 
de la chute , pendant lefquels le même corps en acquiert 
toujours de nouveaux. De forte que partageant la durée de 
la chute en trois temps égaux , dont chacun loit — t, le 

J iremier degré de viteflê s’acquiert depuis le repos jufqu’i 
a fin de if,"& il eft tout&cquis à la fin de 1/, 6c il demeure 
entier dans les deux temps fuivans ; pendant le fécond temps 
le corps pefant acquiert un fécond degré de viteflê égal au 
premier, 6c ce fécond degré eft tout acquis à la fin de zt; 
6c le mobile a deux degrés de viteflê acquifé à la fin de 1 r. 
Le troifiéme degré de viteflê s’acquiert pendant le troifiéme 
temps , & il eft tout acquis à la fin de 3/, 6c alors le corps 
pefant a trois degrés de viteflê acquifé. 

Sur 
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III. 

Sur les mouvemcns accélérés . 

î°7* Les longueurs parcourues par un meme corps qui defeend 
librement , prifes chacune depuis le repos, font entr 'elles 
comme les quarrés des temps employés à les parcourir} 
elles font au (H entr'elles cdmme les quarrés des viteiïés 
acquifes à la fin des temps employés à parcourir ces lon- 
gueurs. 

Par exemple un corps pefant tombant librement depuis Fig. V. 
le reposé, parcourt AB pendant u ; AC pendant iti AD 
pendant jr ; AE pendant 4 1. La viteflë acquiic à la fin de if 
eft u ; à la fin de it, elle eft iu i à la fin de 3 r, elle eft 3# j à la 
fin de 4/, elle eft 4». 

AB . AC :: ut . 4 tt :: iuu . 4 uu. De même AC . AD :: 

4// . f)tt :: 4 uu . 9 uu. De même AD . AE :: 9// . i 6 tt :: 9 uu . 

1 6uu. De même AC . AE :: 4 tt . 16 tt :: 4 uu . 1 6uu, Sec. 

Ainfi nommant L une longueur parcourue depuis le re- 
pos ; 7 ", le temps employé à la parcourir } la vitellc acquiiê 
à la fin de ce temps -, & l une autre longueur parcourue 
depuis le repos 5 /, le temps employé à la parcourir } #, la 
vitefic acquifc à la fin de ce temps ; on aura cette cxprefiîon 
generale de la troifiéme fuppoütion L . I :: TT . tt :: Vy . 
uu. 

Corollaire. 

3 °8. D'où il luit que dans lesmouvemens accélérés V . VL 
. VI T . t. Par conlequent dans les mouvemens accélérés 
on peut exprimer les vitefles par les racines des longueurs 
parcourues depuis le commencement, ou depuis le repos j 
on peut aufli exprimer les temps par les racines des mêmes 
longueurs ; puilque ces vitefles font entr’elles, & ces temps 
entr'eux comme les racines de ces longueurs -, ainfi V = VI) 
u = Vl , & de même T—Vl, t — Vl. 

IV. 

Sur les mouvemens retardés. 

309. U n corps pelant qui eft pouffé verticalement de bas en 
haut avec une viteflè quelconque toute acquiiè , perd à cha- 
que inftant de la montée un degré de fa vireffe égal à celui 
qu'il acquiercroit à chaque inftant en defeendant , jufqu’A 

T 1 1 
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ce que l’adion delà pefantcur lui aie fait perdre au dernier 
inftîint de la montée le dernier degré de la viteffe avec la- 
quelle il avoit été pouffé en haiit * après quoi il retombe 
librement par l’adion de la pefanteur. Les longueurs que 
les viteffes qu’il perd (en partageant en temps égaux la durée 
de la montée) l’empêchent de parcourir, prilès depuis le 
commencement , font entr’eîles comme les quarres des 
temps , & auffi comme les quarrés des viteflès perdues î 
c’eft à dire , nommant — L la longueur prife depuis le corn, 
jnencement de la montée , qu’empêche de parcourir la 
viteflè perdue — V au corps pelant pouflé en haut , pendant 
le temps T, eft à une autre longueur — l prilè auih depuis 
le commencement qu’empêche de parcourir la viteffe per- 
due — u pendant un autre temps t, comme TT à tt, &c 

comme VV*uu\ ainfi — L TT .tt:: VV , uui & 

— VZ .—VI:: — V.— * T . U 

V. 

Pour comparer les mouvemens accélérés & retardés avec 
les uniformes. 

,.o. U» corps pelant étant defeendu depuis le repos pendant 
un temps quelconque T de la longueur L en acquierant la 
viteflè Vi fi dans le même temps T % il eft mû uniformé- 
ment félon une diredion quelconque , foit verticale , foie 
horizontale ou inclinée avec la même viteffe V toute ac- 
quife, il parcourera une longueur i L double de la premiè- 
re L. On peut appliquer la même propofition au mouve- 
ment retardé. 

Corollaire s. 

I. 

$il. Pour réduire les mouvemens accélérés ou retardés aux 
uniformes, il faut prendre les viteffes de mouvemens accé- 
lérés toutes acquilès , & les concevoir comme demeurant 
uniformes -, 8c fi l’on prend les mêmes temps , il faut doubler 
les longueurs parcourues par la viteflè qui s’acquieroit dans 
le mouvement accéléré. Ainfi dans le mouvement accéléré 
la viteflè V qui s’acquieroit faifoit parcourir la longueur L 
dans le temps T \ Pour le réduire à l’uniforme , il faut con- 
cevoir que la même viteffe V toute acquife fera parcourir 
dans le même temps T. 
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1 1 . 

J 1 1 . Par confequent la même viteflè V toute acquife fera par. 
courir la même longueur Z dans le mouvement uniforme 
dans la moitié du temps T ; c’eft à dire , dans le temps \ T> 
elle fera, dis- je, parcourir la même longueur Z qu’elle ferait 
parcourir dans le mouvement accéléré pendant qu’elle s’ac- 
quieroit dans le temps entier T. Car puifque la viteflè acquife 
V dans le temps T ferait parcourir i L dans le mouvement 
uniforme j dans le même mouvement uniforme , elle fera 
parcourir Z moitié de aZ dans £ T , qui n’eft que la moitié 
du temps T , pendant lequel la même longueur z ferait 
parcourue dans le mouvement accéléré pendant que la 
viteflè /^s’acquiert. 

Il faut s’apliquer à concevoir clairement ce fécond Corol- 
laire, 8c fe le rendre bien familier pour n’être pas embaraflë 
dans la fuite : car c’eft celui qui n’étant pas bien conçu, ferait 
de la difficulté au Lecteur. 

I I I. 

51}. Si un corps pefant en defeendanc librement depuis le Fie. V. 
repos au point A , 8c parcourant la longueur AE (Z), acquiert 
la viteflè y dans le temps 7 ", & qu’il foit repoufle en haut 
de E vers A avec la même viteflè toute acquife V , il eft 
évidenc que la pefànteur lui fera perdre dans un temps égal 
au premier T fa viteflè y, 8c que cette viteflè V fera-détruite 
par faction de la pefànteur precifément à la fin du temps T. 

IV. 

j 1 4. Suppofé qu’un corps étant defeendu par le mouvement Frc. V. 
accéléré de fâ pefànteur depuis le repos en A , & ayant par- 
couru la longueur AE (L) en acquierant la viteflè /''dans 
le temps T , foit repoufle de E vers A avec la même viteflè 
toute acquife V , 8c remonte par un mouvement retardé à 
caufe de fa pefànteur , il remontera precifément à la même 
hauteur dans le meme temps T qu’il avoir employé à défi 
cendre, c’eft à dire, il parcoureraen remontant precifément 
la même hauteur EA{L ) dans le même temps 7 ", 8c il ne 
fçauroit remonter plus haut. Car avec la viteflè V toute 
acquife il remonterait 1 Z dans le temps T*, fi elle demeurait * 410. 
uniforme , 6c que le mouvement ne fut pas retarde par la 
pefànteur 5 mais la viteflè y dans le temps T étant entière- 
ment détruite par le Corollaire precedent, la viteflè perdue 

T tt i\ 
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dans le temps T eft — V égale à la viteflè pofitive 
la longueur — / que la viteflè — V empcche de parcourir 
en fè perdant par le mouvement retardé , eft à la longueur 
.+. Z que la viteflè V feroit parcourir en s’acquierant par 
le mouvement accéléré , comme le quarré du temps t du 
mouvement retardé au quarré du temps T du mouvement 
accéléré , 6c encore comme le quarré de la virdTe — V au 
• 507. quarré de la viteftè -+• V. * — / . -t- L :: tt . TT ••• VV . W» 
& comme les viteflès font égales , les temps le font aufli } 
& — /==■+■ Z .• Par confequent puifque le corps en remon- 
tant avec la viteflè acquife V, parcoureroit 1 Z ou zEA dans 
le -même temps T, fi le mouvement demeurait uniforme, il 
ne parcourera que Z ou EA dans le mouvement retardé , 
puifqu’il faut ôter — Z de •+- zL , c’eft à dire — EA de 
h- iEA ; fie fa viteflè gérant entièrement détruite par la 
pefanteur à la fin du temps 7 \ il ne peut pas remonter plus 
haut que EA (Z ) , d’où il étoit defeendu. 


315. Un corps pouffé par un mouvement uniforme fuivant telle 
direction qu’on voudra avec la viteflè V qu’il aurait acquife 
' • V. en tombant de la hauteur AE ( Z ) darrt le temps T, parcou- 

rera 1 Z dans le même temps T , 5 c 4 Z dans iT > &c dans le 
mouvement retardé s’il eut efté pouffe en haut avec la 
même viteflè y, il n’auroit remonté pendant le temps T 
que la hauteur Z, & enfuite retombant par la pefanteur dans 
le fécond temps T égal au premier, il aurait parcouru la même 
hauteur Z , & ferait arrivé au point d’où on l’aurait poufle 
en haut; c’eft à dire cju’avec cette même viteflè V dans le 
temps T de la montée Z du mouvement retardé, le corps 

I iarcourera deux fois Z par le mouvement uniforme ; & dans 
e temps de la montée fie de la defeente du mouvement 
retarde fie accéléré, il parcourera quatre fois Z parle mou, 
ventent uniforme. 


Sixib’me Supposition, 

Sur les movvemens composés. 

»'*■ U n corps A eft poufle en même temps par deux forces , 
Fie. VI. l’une fuivant la diredion AB , l’autre fuivant AD , qui font 
l’angle quelconque B AD, de maniéré que la vitefle que 
donne la première foit à la viteflè que donne la fécondé dans 
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le même temps, comme AB dkàADi fi l’on achevé le 
parallélogramme BD, & qu’on tire la diagonale AC, cette 
diagonale AC marquera le chemin que tiendra le mobile , 
la longueur qu’il parcourera dans le même temps , & la 
viteflè qu’il aura reçue des deux forces ; c’eft à dire, AB eft 
à AC comme la viteflè fui vant AB eft à la viteflè fuivant AC, 
& de même la viteflè fuivant AD eft à la viteflè fuivant AC, 
comme AD ou fon égale JCeftà AC , & il parcoureroit 
chacune de ces trois lignes en des temps égaux avec la viteflè 
relpedive qui leur convient. 

Corollaires. 


5*7* Quand un corps A parcourt l’hypothenulè AC d’un Fig. VII. 
triangle re&angle ABC d’un mouvement uniforme, fa viteflè 
peut être regardée comme venant de deux forces qui lui 
donneroient des viteflès fuivant les deux côtés qui lèroient 
entr’ellcs comme AB & BC , & qui lui feroient parcourir 
feparément ces côtés dans le même temps qu’il parcourt 
AC. 

I I. 

j 1 8 . Quand un corps A va rencontrer obliquement un plan Fia. VII. 
ou une ligne BC au point C fuivant AC, en tirant d’un pointé 
pris fur A C la perpendiculaire AB à BC , Sc prenant AC 
pour exprimer la force totale ou la viteflè totale au mobile^, 

AB exprimera l'effort de ce mobile contre BC, ou la vitefle 
avec laquelle il pouffe BC. 


PROBLEME I. 

5*9* L e côté B A {a) du triangle rectangle A BC étant fiippofé Fig. VII. 
vertical , fon côté BC {b ) horizontal, & l’hypothenufe AC (c) 
inclinée fur l’horizontale AK : fuppofant qu’un mobile foit 
pouffé de A en B avec la viteflè qu’il aurait acquife par le 
mouvement accéléré en tombant depuis le repos de la hau- 
teur B A dans le temps T , 8c parcourre d'un mouvement 
uniforme AB avec cette viteflè acquife — VAB*( V* ) dans * joS. 
le temps \T* ■. Trouver, i°, de quelle hauteur, qu’on nom- * ju. 
mera x , il devrait tomber pour acquérir la viteflè y/x*, avec * joS. 
laquelle il parcourera d’un mouvement uniforme le côté 
horizontal BC ( b) dans le temps { T. z°. De quelle hauteur, 

' T 1 1 iij 
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qu’on nommera y, il devrait tomber pour acquérir la viteflè 

*}o8. Vy * avec laquelle il parcourera d’un mouvement uniforme 
l’hypothcnulc AC{c) dans le meme temps \T. 

Refolutien. Le temps étant égal v c’eft à dire \T, i*, AB(a ) . 

* î°4- BC ( b ) :: V AB ( Va) . Vx \ Donc aVx = bVa , Se Vx — , 

& x = — Bc ^- . Ce qu'il falloit premièrement trouver. 

a". AB [a) . AC(c) ::VAB[Va) . Vy". Donc aVy — cVa , 
ScVy = '■£*, Se y = ■—• = —jijF • Ce qu'il falloit fecondement 
trouver. 

Fia. VII. Refolution géométrique. Il faut mener par le point C, CH 

perpendiculaire À AC, & le point H où elle rencontrera 

* 188. AB prolongée , déterminera , i°, BH — " = x* 

*xM. 2 0 . HA* = ■£££= -%- = y. 

Corollaire. 

3 1 °* S 1 l’on tire dans un demi-cercle ACEGH , dont le diame- 
Fie. VIII. tre HA eft vertical, de tous les points C, E, G de la demi- 
circonference des perpendiculaires CB , ED , GF , Sec. au 
diametre HA, Se les cordes CA, CH I F.A , EHi GA, 
GH , Sec. de chacun de ces points aux extremitez du dia- 
mètre ; on aura autant de triangles rectangles qu’il y a de 
points dans la demi - circonférence ; Sc ce que l’on a dit du 
triangle rectangle ABC, convient à chacun de ces triangles. 

Ainfi nommant d le diametre H Ai x, chacun des cotés 
verticaux AB, AD, AF, Sec. de tous les triangles , le relie 
du diametre Fl B, HD, HF, Se c- fera ==d — xi chacune 

* 188. des hypothenufes AC, AF., AG, Sec. fera = Vdx * ;• chacun 

*287. des côtés horizontaux BC,DE r FG, Sec. fera = Vdx — xxl 

La viteflè acquilç par le mouvement accéléré dans le temps T 
pour faire parcourir chaque côté vertical x d’un mouve- 

* J12. ment uniforme dans le temps \T, fera Vx * ; Vd — x fera la 

viteflè pour faire parcourir chaque coté horizontal Vdx —xx 
dans le meme temps {7’; Se Vd lera la viteflè pour faire 
parcourir dans le meme temps ~ T chaque hypothenulè Vdx. 

Application de ces principes à fart de jetter les Bombes. 

Demande. 

3 1 J - ji une Bombe étoit jettée verticalement par un mortier 
Fig. vin. luivanc la ligne verticale ABH avec quelle force de poudre 


/ 
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on voudra, il eft évident que quand la bombe ferait montée 
au point le plus haut où î’aétion de fa pelânteur lui auroic 
entièrement fait perdre la viteflè de Ion impuliion, que l’on 
fuppofe être le point H> elle retomberoit de cette même 
hauteur HA , êc elle auroit acquis par là pelânteur en arri- 
vant au point A d’où elle étoit partie precifément la même 
viteflè avec laquelle elle avoir été pouflee par la force de 
la poudre qui l’avoit fait monter de A en H. 


De'finiiiok. 

5^0 n prendra peur la mefure de la force de la poudre ou de la Fig.VIII. 
viteflè qu’elle donne à une bombe fuivant quelque direction 
AC, AE , AG, &cc. que ce puiflè être , la hauteur HA d’où 
il faudrait que la bombe tombât librement depuis le repos 

f iour acquérir par cette chute une viteflè égale à celle avec 
aquelle elle eft poullèe par la force de la poudre. On l’ap- 
pelle aufli la force du jet. 

Corollaire. 

! En prenant le diamètre HA ( qu’on fuppofè vertical ) du Fie. VIII. 
demi cercle HGECA pour repreiènter une force quelcon- 
que de poudre, toutes les cordes AC, AE, AG, &c. menées 
.à tous les points de la demi - circonférence , reprefènteront 
toutes les inclinailôns qu’on peut donner au mortier fur 
l’horizontale AK. , & par confequent les directions de tous 
les jets obliques qu’on peut faire par cette force de poudre. 
Nommant d la hauteur HA j * , le côté vertical AB, AD, 

AF, &c. des triangles rectangles ABC, ADE, &c. qui ont 
pour hypothenufes les jets obliques AC ,AE, AG, &c. faits 
par une même force de poudre HA > les relies du diamètre 
BH, DH , FH, &c. feront exprimés par d — * ; les côtés 
horizontaux des triangles comme BC , DE,FG, &c. par 
Vdx — xx ; & les cordes AC, AE, AG, &c. par Vdx. 

La viteflè que la force de la poudre donne par chacune 
des cordes AC , AE , 6cc. eft V HA ( Vd ) qui demeure uni- 
forme fuivant la direction de la corde pendant tout le jet. 

Et comme cette viteflè uniforme eft fuivant l’hypothenulê 
Vdx d’un triangle rectangle/ elle peut être regardée comme * $17, 
venant de deux forces qui imprimeraient à la bombe l’une 
une vitefle uniforme fuivant le côté vertical du triangle qui 
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eft reprefènté par x , & l'autre une viteflè aufll uniforme fui- 
vant le côté horizontal Vdx — xxi&c ces deux vitcllès, pour 
faire parcourir chacune leur côté dans le meme temps, 
doivent être l’une à l'autre comme ces côtés 5 c’eft à dire, 
comme x eft à Vdx — xx. Afin que ces deux vitefles ayent 
entr’elles ce raport des côtés, la viccflè uniforme par le côté 
vertical *,doit être égale à celle que la bombe auroit acquilè 

* 31p. en defeendant depuis le repos de la hauteur x*, ainfi la vicefle 

uniforme par le coté x eft égale iVxi & demeurant unifor- 
me par ce côté x , elle doit le faire parcourir dans la moitié 
du temps T que la bombe employeroir à tomber de la hau- 
teur xi & la viteflè uniforme par le côté horizontal Vdx — xx , 
doit être égale à celle que la bombe auroit acquifè en tom- 
bant depuis le repos de la hauteur du refte du diamètre 

* 3 < 9 - d — -x' : ainfi la viteflè uniforme qui fera parcourir le côté 

horizontal, fera exprimée par Vd — x. 

La viteflè Vd fera donc parcourir la corde Vdx, dans le 
même temps que la vit eflè Vx fera parcourir le côté verti- 
cal x , & que la viteflè Vd — x fera parcourir le côté hori. 
zontal Vdx — xx , en les fùppo/ànt toutes trois uniformes, 
& que le temps pendant lequel elles font chacune parcourir 
les trois lignes qui leur conviennent , eft la moitié du temps 
que la bombe employeroit à defeendre depuis le repos de 
la hauteur du côte vertical x. Par confèqucntdans ce temps 
entier ces trois vireflès feront parcourir par un mouvement 

* 310. uniforme le double des lignes du triangle rc&angle’ ; & en 

deux fois ce temps entier, le quadruple de ces mêmes lignes; 
c’eft à dire dans le temps de la chute accélérée, ou de la 
montée retardée par x, elles feront parcourir par un mouve- 
ment uniforme le double de ces trois lignes ; & dans le temps 
de la montée & de la. chute , le quadruple de ces mêmes 
lignes. On doit fe rendre ces choies familières pour enten- 
dre facilement les Problèmes fiiivants. 

PROBLEME IL 

3 i 4 - La force delà poudre HA étant donnée, par exemple, 
Fig, VIII. de 400 toilès, trouver pour telle inclinaifon qu’on voudra 
donner au mortier qu’on fuppoiè au point A, i°, la diftance 
AO fur l’horizontale AK qui eft depuis le mortier^/ jufqu’au 

point O 
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point 0 qui eft dans la verticale ON M où la bombe eft 
pendant le jet au point le plus clevé. i”. Trouver la diftance 
horizontale AK depuis le point A jufqu’au point K où la 
bombe retombera lur l’horizontale AK. 

Pour refoudre ce Problème, je remarque, i°, que la force 
du jet étant donnée, HA ( d ) eft connue , & concevant HA 
divilce en 400 parties égales , elle reprefentera la force du 
jet. Prenant une inclinailbn du mortier déterminée comme 
l’angle CA K que fait le mortier avec l'horizon AK, la 
pofition de la corde / Ceft donnée, & par confoquent le 
point C où elle rencontre la demi - circonférence 5 ainft 
îe coté vertical A JB ( b ) , l’horizontal BC ( Vdb — bb,) l’hy- 
pothenuiê AC {VS ) du triangle redangle AC B , font don- 
nés. i°. Que la vitefle par l’oblique AC dk.VHA{Vd), qui 
demeure uniforme pendant le jet ; que la vitefle par l’hori- 
zontale BC ou Vdb — bb y eft VH A — B A ( Vd — b ) ; & 
que la vitefle par la verticale AB ou b , eft VAB[Vb). j°. Que 
la moitié ^ T du temps Z que la bombe employeroir à def 
cendre AB par le mouvement accéléré, ou à monter AB 
dans le mouvement retardé, cette moitié, dis -je, [Z eft le 
temps pendant lequel dans le mouvement uniforme ces trois 
lignes du triangle reétangle ABC font parcourues par les 
vitellès qui leur conviennent ; aitfti dans le temps entier T 
de la montée de la bombe à l’endroit le plus haut du jet, 
les mêmes vitellès feront parcourir le double de ces trois 
lignes par le mouvement uniforme; & dans le temps iZ de 
la montée &: de la defoente de la boiribc au point K de 
l’horizontale , elles feront parcourir le quadruple de ces 
trois lignes. 

Refalurion. Soit la diftance inconnue AO = s^, & la diftance 
inconnue AK = s ; l’on aura, i", la longueur horizontale 
inconnue A 0 ( z. ) eft à la verticale iBA {S), toutes deux 
parcourues par un mouvement uniforme dans le temps en- 
tier Z , qui eft celui où la bombe doit monter au point le 
plus élevé du jet; comme la vitefle par l’horizontale qui eft 
Vd — b, eft à la vitefl e par la verticale qui eft Vb. L’on aura 
donc z^/b— '-bVd — b i par confoquent AO(zJ — iVdb — bb 
= 'iBC. L’on aura, i°, la diftance horizpntalc inconnue * *88 
AK [s) eft à la verticale + AB{+b) parcourues l’une & l’autre 

V uu 
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d’un mouvement uniforme pendant iT qu’il faut à la bombe 
pour monter &c enfuite retomber au point K J comme la 
viteflè par la première qui eft Vd — b, cil à la vitellc par la 
féconde qui eft Vb. Donc s>/b=^bVd — b,ècs~^.Vdb — bb 

*i8S. =*4 BC. 

En marquant AB par une indé terminée v, on aura^OfO 
=3= iVdx — xx i & AK ( s ) = 4Vdjc — xx. 

Corollaire s. 

I. 

>»* D ’où l’on voit que la diftance horizontale AK depuis le 
mortier A jufqu’au point K où tombe la bombe de chaque 
jet ( ce qu’on nomme Retendue du jet ) eft toujours quadruple 
du côte horizontal BC , ou DE, ou FG , Ccc. du triangle 
rectangle qui répond à ce jet ; &c que la diftance AO fur la 
même horizontale jufqu’à la verticale qui pallè par le point 
le plus haut de chaque jet, eft double de ce même coté hori- 
zontal, 

I I. 

j z6. Par conléquent dans le demi cercle HGECA , le diame- 
Fic, VIII. tre HA étant pris pour une force de poudre quelconque , 
toutes les perpendiculaires CB , ET) , GF, &cc. menées des 
cordes AC, AE,AG,&cc. qui marquent toutes les directions 
du mortier; ces perpendiculaires, dis-je, feront chacune le 
quart de l’étendue du jet qui lui convient par raport à cette 
même force de poudre , & elles feront la moitié de la dif- 
tance horizontale qui eft depuis le mortier jufqu’à la verti- 
cale qui pafle par le point le plus haut du jet. 

III. 

J 17. Comme le demi diamètre DE eft plus grand qu’aucune 
des perpendiculaires BC, FG, &c. &C que DE convient au jet 
fuivant la corde AE qui fait l’angle d’inclinaifon EAK de 4y 
degrés ; de tous les jets qui fc peuvent faire par la même 
force de poudre , celui qui fé fait , le mortier étant incliné 
de 4J degrés fur l’horizon , a la plus grande étendue , c’eft 
à dire , a la plus grande portée : & cette étendue étant qua- 
druple du demi diamètre , eft double du diamètre , c’eft à 
dire, la force HA du jet eft la moitié de l’etenduc du jet" 
de 4j degrés. 
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Et comme les perpendiculaires F G , -SC, qu’on fuppolè 
également éloignées du centre Z), font égales -, tous les jets 
’ pollîbles qu’on peut faire avec la même force de poudre , i 

ont deux a deux une égale étendue , l’un au deflbus de 45 
degrés , 8c l’autre autant au deflus de 45 degrés que le pre- 
mier eft au deflbus. Il n’y a que le jet de 4j degrcs qui a la 
plus grande étendue, qui foit unique. 

PROBLEME III. 

Î>8-U n mortier ou un canon étant pointé de but en blanc, Fia.VIII. 
c’eft à dire dans une direction BC horizontale au deflus d’une 
tour dont la hauteur repreiêntée par AB ( b ) foie connue 
par exemple de 10 toiles au deflus d’une plaine horizontale 
reprelèntee par AO J fuppofé qu’on tire une bombe ou un 
boulet avec une force donnée de poudre reprelèntee par 
HA{d) i trouver la diftance horizontale AO ( où tom- * 
bera la bombe ou le boulet fur l’horilon. 

La viteffe du jet , c’eft à dire la vitefle de la bombe par 
l'horizontale B C ( Vdb — bb, eft ici V<C; la vitefiè verticale * jxol 

3 u’acqufercra la bombe par là pefanteur en tombant pen- 
ant le jet de la hauteur AB { b ) , eft y/b ; 8c cette viteffe lui 
feroit parcourir dîms le temps T par le mouvement uniforme 
i^ü(zi).On aura donc, la vitellè du jet vW eft à la viteffe ver- 
ticale acquife par la defeenre de la bombe de la hauteur 
B A dans le temps T î comme la longueur horizontale par- 
courue par le mouvement uniforme avec la vitefle ^laquelle 
longueur eft AO ( ^) , eft à 1AB ( ib ) qui eft la hauteur ver- 
ticale que la vitellè Vb lui feroit parcourir par le mouvement 
uniforme ; £e qui donnera z}/b — 1 bVd, 8c Wdb = 

1 >/ H A x B A — 1 AC*. Ce qu'il fallait trouver. * 1S8. 

\ 

Les Problèmes fui'vants contiennent la pratique de l’art 
* de jetter les bombes. 

PROBLÈME IV. 

319. Tr OTJ V E R par un feul jet de bombe , k telle, inclinai [on du 
mortier qu‘ on voudra , la force du jet , & par confequent l étendue 
ou la ponce de tout les jets foÿiblcs par cette même charge de 
foudre. 

V u u ij 
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I. Cas. Quand on eft dans une plaine. 

FiOfVII. J L faut donner au mortier l’inclinaifon CAK qu’on voudra,. 

* 8c lui donner auflî la charge quelconque de poudre dont on 

voudra trouver la force, & la remarquer ; 8c après avoir 
jette une bombe, remarquer le point K fur l’horizontale AK 
où elle lêra tombée, 8c mcfurcr la diftance horizontale AK, 
qu’on fuppofe , par exemple , de 1000 toiles ; le quart de la 
portée AK, qui eft dans l'exemple ijo toifes , lêra le côté 
norizontal BC d’un triangle rectangle ABC qui convient à. 
ce jet : Ainli l’on connoît dans ce triangle redangle ABC , 
le côté horizontal BC de ijo toiles ou parties égales, l’angle 
ACB égal à l’angle d’inclinaifon du mortier qu’on a choilï, 
& l’angîe droit ABC i le côté vertical B A 8c l’hypothenulê 
A C lêront donc connus par la trigonométrie, ofl en làifant 
un triangle redangle femblable ; 8c cela fuppofé , 

La figure feule lait voir qu’il n’y a qu’à faire AB . AC 
f }ii. AC . AH, 8c AH lêra la force du jet'. Mais pour faire voir 
l’ufage de l’Analyfe , voici la refolution analytique. 

Soit s^Ia force du jet que l’on cherche, AB = b, BC = c , 
AC — e. * 

* jio. La vitelle par AC (e ) eft ; la viteflê par AB {b) eft Vb. 

? J04. L’on aura donc,* v^. Vb AC ( e j . AB ( f*) ; par conlequcnt 
bVz^ = eVb , 8c ^==> -J 5 - ==-- = AH i ainfi mettant le 

nombre des toiles , qui font les valeurs de b 8c de e, à leur 
place , on aura le nombre des toiles de HA qui eft la force 
du jet que l’on cherchoit. Et tirant par C la perpendiculaire 
CH h AC jufqu’à la rencontre H de B A prolongée, HA 
lêra la ligne qu’on cherchoit qui exprime la force du jet. 

Fig. VIII. Failànt HA le diamètre d’un demi - cercle , 8c menant à 
tous les degrés les cordes AC , AE, AG, 8a*. 8c tirant les 
perpendiculaires horizontales CB, ED, GF , 8cc. les cordes 
marqueront les diredions de tous les jets poffibles par cette 
force; les horizontales marqueront le quart de l’étendue de 
ces jets ; 8c le diamètre HA lêra la moitié de l’étendue du 
jet de 45 degrés. Ce qu'il falloit trouver. 

II. Cas. Quand on eft fur un terrain inégal, & que la bombe 
tombe fur une hauteur ou dans un lieu plue bar que le mortier. 

Fig. IX. Le mortier foie en A, l’horizontale qui palTc pa.r AedAJtKi 
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on donnera au mortier telle inclinaifon CAK qu’on voudra, 
mais quand on l’aura choifie, elle eft déterminéç & connue ; 
on donnera auflî au mortier la charge quelconque de poudre 
dont on voudra trouver la force, il faudra la remarquer; il 
faudra enfuite jetter une bombe avec cette charge ; Si fup- 
pofo qu’elle tombe fur le lieu Q plus élevé que le mortier , 
ou au lieu q plus bas que le mortier en A t il faudra mefurer 
la diftance^^ou Aq , l’angle SIAR ou qAR , ce qui don- 
nera l’angle PAjüjzu PAq ; il faudra trouver par la Géo- 
métrie pratique la verticale QR ou qR , l’horizontale AR 
&c PR i ce qui donnera au/fi /’^ou Pq. Ces choies foppo- 
fées, on trouvera ainfi l’étendue du jet qu’on fuppolè être 
AK. ou Ak , après avoir tiré la verticale K S ou ks jufqu’à 
k rencontre de AC prolongée. 

Soient les connues A R = r, QR ou qR — q, PR = p, 

PQ== p — q, ou Pq~p-*- q ; l'inconnue AK ou Ak = s^; 
on aura, à caufe des triangles fèmblables, ARP, AKS , ou 
Aks ; AR ( r) . PR (p) :: AK ou Ak ( zj . KS ou ks — 

La viteflè de la bombe, fuivant la direction inclinée ACPS, 
eft uniforme, comme aufli la viteflè luivant l’horizontale 
ARK, ainfi cette viteflè horizontale demeurant la même, 
les temps employés à parcourir A R, AK ou Ak, font comme 
ces longueurs A R [ r) &c AK ou Ak ( sJ, & on les peut pren- 
dre pour marquer ces temps ; mais dans le temps que la 
bombe auroit parcouru A R ( r), la viteflè qu’elle a perdue 
par la pelânteur foivant la direction verticale, l’a empêchée 
de parcourir T’^ou Pq q) , puilqu’on fuppofe qu’elle 
eft tombée en en q\ & dans le temps qu’elle auroit par- 
couru l’étendue AK ou Ak (zj, la vitefle perdue l’auroit em- 
pêchée de parcourir la verticale SK ou sk ( ■£•), ce qui donne 
*PJ^ (P — q) ou Pq (p-+- q ) . SK ou sk(^-) :: ÂR l ( n ) . *jo$. * 
AK 1 ou i d’où l’on déduira AK o\iAi(zJ = 

c’eft à dire PQ^ou. Pq{pC£q) . PR {p ) :: AR (r) . AK ou 
Ak = s^= Ce qu’il fulloit trouver. 

L’étendue AK du jet étant connue, on trouvera la force 
HA du jet , & l’étendue de tous les jets poflîbles par çette 
force de poudre , comme dans le premier cas. 

V u u iij 
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III. Cas. Jpuand on efl fur une hauteur comme une tour ou un 
baJHon , qu'il y a une plaine au pied, & qu’on donne t 
une direUion horizontale au mortier. 

Fig.VIII. O 

n donnera au mortier, qu’on fuppofè en B fur la hauteur 
AB, dont la direction eft iuivant l’horizontale BC, la charge 
de poudre dont on voudra trouver la force, & il faudra la 
remarquer, comme aufli le point O où l’on fuppolè que tom- 
bera la bombe fur l’horizontale AO i & melurer la hauteur 
AB , qu’on nommera b, & l’horizontale AO , qu’on nom- 
mera a. 

Pour trouver la force du jet HA , qu’on nommera x, on 
fera ce raifonnement : La viteflè acquifc par la chute de 
HA(x) qui eft Vx , eft à la viteflè acquilè par la chute de 
AB ( b ) qui eft Vb ; comme la longueur horizontale AO ( a > 
parcourue par la première d’un mouvement uniforme , eft 
a deux fois la hauteur B A ou iBA ( ib ) que la féconde au- 
rait fait parcourir à la bombe d’un mouvement uniforme 
dans le temps qu’elle eft defeendue par la pelanteur d’un 
mouvement accéléré de la hauteur AB ou NO > d’où l’on 
déduira ibVx = afb , & x = — J ce qui donne, B A (b) - 
ftA0(\a) :: \A0 {{a). AH = * = % . Ce quil fallut 
trouver. 

La force du jet étant découverte, on trouvera, comme 
dans le premier cas , l’étendue de tous les jets poflibles par 
cette force. 

R E M A R Q^U E. 

O N peut par ce quatrième Problème trouver la force de 
toutes les charges de poudre , la plus grande étendue de 
chacune de ces forces, qui eft double de la force, &c les éten- 
dues de tous les jets poflibles par chacune de ces forces , &c 
en faire une table. 

PROBLEME V.. 

J } O. Fai R E tomber une bombe fur F endroit qu'on voudra , avec une- 
charge de poudre telle qu’on voudra choifir , dont la force eft fup~ 
posée connue par le quatrième Problème 5 pourvu que cet endroit 
ne foit pas hors de la portée de la force de la poudre dont on veut 
fe fervtr , ce que la refolution analytique fera meme cannoitn. 
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I. Cas. Quand l'endroit oà ton veut faire tomber la bombe 
cfi fur le flan horizontal qui pqffe par le mortier , 
c'efi à dire dans une plaine. 

T, A queftion fo réduit à trouver l’inclinai fôn CA K qu’il Fig.VIII. 
faut donner au mortier , afin qu’avec la force qu’on a cnoi- 
fie, qu’on fuppofe reprcfêntce par HA, la bombe foit jettée 
à l’endroit K de l’horizontale AK qui pafle par le mortier 
qu’on fuppofe en A ; on fuppofe auffi cette diltançe horizon- 
tale A K connue par la Geometrie pratique. Pour trouver 
l’mclinaifon CA K, il eft évident qu'il foffit de trouver le 
côté vertical B A du triangle BAC. 

Soit la force connue du jet HA = d , la diftance hori- 
zontale auffi connue AK — h> par confcquent le côte hori- 
zontal BC *=*\AK = \h. Soit le côte vertical que l’on * 315. 
cherche B A — x , d’où l’on aura H B — d — x. 

Refolution. La viteile par l’horizontale AK (h), qui eft 
Vd — x*, fera parcourir cette horizontale AK { h ) par un * 310. 
mouvement uniforme dans le temps que la bombe montera 
à la plus grande hauteur du jet qui eft égale à AB ( x ) , 6c 
defeendra de la même hauteur juiqu’à l’horizontale à l’en- 
droit K, c’eft à dire , dans le temps que la viteile par la 
verticale AB ( x ) qui eft vV, lui feroit parcourir d’un mou- * }*o. 
vement uniforme \ABi\x) -, par confequcnt Vd — x . Vx 
:: AK ( h ) . a,-AB ( 4* ) } d’où l’on déduira xx — dx ■+■ jjhh 
— o. Les deux valeurs de x dans cette équation font pofi- 
tives ; la pre mière eft * * = [d-*- V~dd — fzhh ; la feconde, * 7 g. 
x s=~d — V~dd — fghh } ce qui fait voir qu’il y a deux 
inclinaifons du mortier par lefouelles on feroit tomber la 
bombe au même endroit K de l’horizontale AK , 8c on les 
trouvera en mettant dans ces valeurs de x à la place de d 
6c de h , les nombres de toifes qui leur font égaux ; car HA Fig. vm. 
te B A étant connues, le triangle rectangle ABC eft connu, 

6 c la pofition de la corde AC qui eft la direction du mortier. 


R E M A R Q^U E S. 

r\ ' ‘ I. 

Qn trouverait la même refolution par la foule propriété de 
la 8 e figure^ car HB{d — x) . BC(\h) BC{\Ü) . BA(x) 3 
d’où l’on déduit la même équation xx — dx = o. 
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1 1 . 

Quand d=~ h, c’eft à dire quand la force du jet HA{d) 
eft égale à la moitié de l'étendue AK (b), les valeurs de 
BA{x) font la feule grandeur -fd, c’eft à dire - HA , ce qui 
convient à l’inclinaifon de 44 degrcs. 

III. 

Il eft évident que le Problème eft pofïïble dans tous les 
cas où j h eft moindre que ~ d , ou eft égale à \ d > ou , ce qui 
eft la même chofê, quand ‘ h eft moindre que d ou égale à di 
& qu’il eft impoffible dans tous les cas où ~h furpaflè d, c’eft 
à dire , quand le point K eft hors de la plus grande portée 
ou de la plus grande étendue du jet qui eft égale à id.* 

A 

Second cas du cinq^tieme Problème. 

£>u.<nd F endroit fur lequel on veut jet ter la bombe eft plus élevé 
ou plus bar que F horizontale qui paffe par le mortier , comme 
quand on veut la jet ter fur le flanc d’un baJUon , fur une tour , 
fur quelqu’ endroit d'un fort qui eft fur une montagne i ou quand 
le mortier eft lui - même fur une montagne. 

La queftion fe réduit, comme au premier cas, à trouver 
le côté vertical AB du triangle reétangle ABC , qui fera 
connoître la direction de la corde AC qu’il faut donner au 
mortier pour faire tomber la bombe , avec la force de pou- 
dre HA qu’on fuppofê connue , fur l’endroit qu’on fup- 
pofe élevé fur l’horizontale ARK qui pâlie par le mortier^, 
ou fur l’endroit q plus bas que le mortier. 

Pour trouver B A, il faut mefurer l’angle ftfftR ou qAR , 
& trouver par la Geometrie pratique l’oblique A(f, la 
verticale J 2 JI ou qR , & l’horizontale A R ; & fuppofanc 
HA = d , Aftj^ ou Aq = a , A R — r, ftjR ou qR = <7, 
& l 'inconn ue AB qu’on cherche = x> l’on aura BC~ * 
vdx — xx •, l ’étendue du jet AK ou Ak , qui eft quadruple 
”de BC— ^Vdx — xx i la verticale KS ou ks = 4 B A — 4.x;' 
& à caufè des triangles fèmblables KAS, PAR , on aura 

AK { 4 ^dx — xx).KS{4x) :: AR{+) . PR — -=z 

y<u — xx > 

d’où l’on déduira M F RR — QR = rx — jVix — xx & 

rx ■+■ pydx — xx . 

P 'J = — AT -- - — . On le contentera de donner la refo- 
Ux - xx lution 
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lution du Problème par raport à PQJ le Le&eur pouvant 
facilement l’appliquer à Pq. 

Rcfolution. La bombe qu’on fuppofe jettée fuivant la direc- 
tion ACPS , rencontre la hauteur j 2 .dans le temps que par 
le mouvement horizontal uniforme, elle aurait parcouru^./? ,• 

& s’il n’y avoir pas eu de hauteur Q^, elle ferait tombée au 
point K fur l’horizontale AK, dans le temps que par le mou- 
vement uniforme , elle aurait parcouru l’horizontale AK -, 
ainfi la vitellè étant uniforme , c’cft à dire la même par 
l’horizontale ARK , les temps par AR & par AK *, peuvent * jo } ; 
s’exprimer par ces longueurs. Mais dans le temps au mou- 
vement uniforme par AR , la viteffe verticale que la pefan- 
reur a fait perdre à la bombe, l’a empêchée de parcourir/’^ 

& dans le temps du mouvement uniforme par AK, la vit elle 
verticale que la pefanteur lui auroit fait perdre , l’aurait 
empêchée de parcourir SK> par confequ ent * ÂR l (rr) . * 5 °* 
AK 1 ( 1 6y.ef.x-xx) :: P& ( ) • *S( 4 *)i cequ i 

i , . , , rx — qV dx —xx 

donne cette équation 4 rrx = i6xdx — xx x — — — v 


qui fe réduit à * XÜî‘ =0 . 

I rr-*- qq rr-*- qq 

Cette équation a deux racines pofitives *, ainfi il y a deux * 19 

valeurs de B A ( x ) qui donnent deux angles d’inclinaifon Cor ' 8 ‘ 

pour le mortier , par chacune defquelles on lui fera jetter 

la bombe for l’endroit Qj ces deux valeurs font A B ( x) 

drr -*-idqq-*-\rrq ^ *f drr-*- idqq ^ + dq' 

1 x rr-*- q 1 x n -*- qq" rr-\ -qq 

Mais à caufe du triangle recbangle aqR,~m£ (4a)='ÂR x (rry 
■*- (??) î ainfi mettant aux dénominaceurs aa à la place 

de rr -*- qq, & aux numérateurs aa—qqi l a place de rr, les 
deux va leurs de AB feront AB (x) = [d -*-±4 -*- 7 ZT T~ a x 

■iL i V±d + iq + d— \q* £ — \a 

Par exemple , foppofé que la force de la poudre HA(d) 
fo't de 300 toifes ; l’éloignement AQ^{ a ) de 310 toifes ; la 
hauteur QR ( q ) de 83 toifes j en fobfticuant ces valeurs de </, 

Xxx 



'$l 6 A N A L Y S I DEMONTRE'!, 
a, q, à leur place dans les valeurs de AB {.«■), on trouvera 
que la plus petite eft de 8j toiles, 8c la plus grande de 173 
toiles. Ainlî partageant le diamètre HA du demi cercle en 
300 parties égalés , prenant, i°, AB de 8j parties , 8c tirant 
la perpendiculaire BC , la corde AC fera la première direc- 
tion qu’il faut donner au mortier pour faire tomber la bombe 
en i°. Prenant AF de 173 parties , & tirant la perpen- 
diculaire FG , la corde AG fera la féconde direction qu’il 
faut donner au mortier pour le même effet. 

Remarques, 

I. 

Le Problème eft toujours poflible quand la quantité néga- 
tive qui eft dans les deux valeurs dç x fous le ligne s/, eft 
moindre que la polîtive qui eft fous le même ligne V, ou 
* 78. quand elle lui eft égale j 8c il eft impofïïble * quand elle eft 
plus grande. 

Si l’angle d’inclinaifon du morrier CAK étoit donnée, Sc 
qu’oq voulût trouver la charge de poudre ', c’eft à dire , la 
force du jet propre à faire tomber la bombe à l’endroit QJ 
Fie. IX. dans cette fuppolîtion l’angle PAR eft connu , 8c l’on trou- 
vera par la Geometrie pratique les lignes A(f( a),AR(r ) , 
QR ( q ) , PR , qu’on nommera /> ; nommant aulîî l’étendue 
inconnue du jet AK ( , on trouvera par le fécond cas du 

quatrième Problème l’étendue AK(i J, BC ({AK =t^)j 
enfuite on trouvera la force du jet HA ( d) que l'on cher- 
choit , comme dans le quatrième Problème. 


Vf âge de l’Analyfe pour trouver le çentre de pefanteur 
des corps pefants. 

Principes que l’on fuppofe pris des traités de Méchanique, 

PREMIERE DEFINITION. 

3 3 *• LJ N levier eft une ligne droite comme AB , qu’on fuppofe 
Fi g. IV. inflexible, 8c que l’on confidere,pour l’exaclitude des demon- 
ftrations , comme n’ayant aucune pefânteur. On y diftingue 
trois chofes , i°, un de fes points , foit à l’une ou l’autre de 
fçs extrémités A ou B i ou entre les extrémités comme C, 
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fur lequel il eft appuyé , ou par lequel il eft fùfpendu ; St on 
appelle ce point l'appui ; 2 0 . un poids attaché à un point de 
ce levier comme en A ou B , ou C , &c. ou quelqu’autre 
force qui tire ce levier par ce point > 3 °. une autre force à 
un autre point du même levier, qui tire auffi le levier par ce 
point. 

PREMIERE SUPPOSITION. 

3 3 Le levier AB étant fuppofe horizontal, appuyé ou fufpen- Fig. 

du au point C , & deux poids A St B aux extrémités s fi le 
poids A eft au poids B , réciproquement comme la diftance 
£C où eft B de l’appui C, à la diftance AC où eft A du 
même appui C, ces deux poids A St B feront en équilibre : 

Et réciproquement Ci A St B font en équilibre , l’on aura A 
. B :: BC . AC. 

Ainfi fuppofant le plus petit poids A —p , le plus grand 
B = np, le raport = -^- = £ : Suppofimr la diftance BC 
= d, & par confequent la diftance AC —ndi l’on aura 
A x AC ( ndp ) = B x BC{ndp\. 

Corollaire I. 

3 3 3- S 1 au lieu des poids A St B attachés aux extrémités du 
levier, l’on conçoit deux corps A St B qui choquent ou qui 
tirent les extrémités du levier , fçavoir A avec la viceflè v, 

& B avec la viteflè * i A * v fera la force avec laquelle A 
agit au point A,St £ *u fera la force avec laquelle B agit 
au point B j par confequent fi A x v . B x » BC . AC ^ il 
y aura équilibre entre cejy^eux forces ; & s’il y a équilibre, 

A x v . B x u :: B C . AC i d’où l’on déduit A xv x AC 
= B * u x BC. 

Seconde de'finition. 

33 4* Le point C d’un levier , dont les diftances CA , CB des 
poids A St B qui font aux points A St B du levier , font 
entr’elles réciproquement comme ces poids , s’appelle le 
centre de pefanteur de ces poids 5 la ligne tirée de ce centre C 
perpendiculairement à l’horifon , s’appelle la ligne de direc- 
tion de ce centre , ou Amplement la ligne de direction. La 
pefanteur de chacun des poids confiderés feparés du levier, 
s’appelle leur pefanteur ou leur force abjolue j comme auili 

X xx ij 
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le produit A x v ou B x u de la malTe de chacun des deux 
corps A St 3 en mouvement (qui choqueroienc ou tireroienc 
le levier aux points A & B) par leur viteilè ^ ou», en les 
confiderant fans raport au levier , s'appelle aufli U force 
abfolue de chacun de ces corps. Mais le produit de la pefàn- 
teur abfolue de chacun des poids ^&5,ou de leur force 
abfolue , par la diftance où eft ce poids ou ce corps du cen- 
tre de pefanteur ou de l'appui C, s’appelle [effort de ce poids 
oa de cette force fur le levier j on le nomme en latin momen- 
tum. Ainfi A x AC , B x BC , A x v x AC, B x v x BC , 
font les efforts des poids A Si 2?,& des forces A x v St B x », 
agiffant l'une fur l’autre par le moyen du levier. 

Seconde supposition. 

3 5 S’ S 1 k levier eft appuyé ou foutenu à fes deux extrémités A 
Fig. IV. ScB,St qa’il y ait un poids C à un point quelconque C entre 
les points A St B , les appuis en A St en 3 fouriennent cha- 
cun une partie du poids C, St la partie que le poids C com- 
munique à l’appui A, eft à la partie qu’il communique à 
l'appui B, réciproquement comme la diftance BC eft à la 
diftance AC. 

Ainfi nommant a la partie de fa pefanteur que le poids C 
communique à l’appui A , St b celle qu’il communique à 
l’appui B i l’on aura a . b :: BC . AC > d’où il fuit que a ■+■ b 
ou le poids entier C . b :: AB . AÇ i St l’on aura aufli a b 
. a AB . BC i c’eft à dire , le poids entier C eft à la partie 
de là pefanteur qu’il communique, par exemple, à l’appui B, 
comme la diftance AB entre leajdeux appuis, eft à la difl 
^ tance CA du poids C de l’autre appui A. 

S’il n’y avoir qu’un appui en A, St qu’en B ce fût feulement 
quelque force qui réfutât à l’effort que le poids C commu- 
nique au point B , il eft clair que ce feroit la même choie 
que s’il y avoir un appui au point B , & que le poids C com- 
rauniqueroit .au point B la même partie de fa pefanteur. 

Si au lieu du poids C, c'étoit un corps en mouvement qui 
poufsàt ou tirât le point C, & que la viteffe de ce corps fut v , 
il eft évident qu’il faudroit prendre la force C x v pour le 
poids C, St que cette force ou quantité de mouvement fè 
diftribueroit aux points A St B en raifon réciproque des 
diftances AC, BC. 
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Troisie'me supposition. 

3 3 Qoa n d Jes dire&ions AD , BE des forces ou des poids Fis. X. 
qui tirent les points A &c B du levier, ne font pas perpendi- & XI. 
culaires au levier AB, il faut tirer de l’appui C des perpen- 
diculaires CD , CE aux directions AD, BE des forces , Sc 
prendre ces perpendiculaires ou ces diftances des directions 
des forces ou des poids , pour les diftances où font les forces 
ou les poids de l’appui C, & mettre ces diftances des direc- 
tions pour les diftances des forces dans la féconde fuppofi- 
tion qui pr^rede. • 

Cependant dansée cas où les directions des forces fonc Fig. X. 
parallèles enrr’ellcs, on peut prendre AC Sc C B pour les 
éloignements où font les/orcës ou les poids de l’appui C, 
t parcequ’elles ont le même raport AC . CB CD . CE. 

Q_U A T R I EM E SUPPOSITION. 

3 37* Il v a dans tous les corps pelants, c’eft à dire dans toutes 
les figures pelantes , un point qu’on appelle le centre de pe fau- 
teur de la figure, par la ligne de direction duquel la figure 
étant fulpendue ou foutenue , toutes les parties de la figure 
demeurent en équilibre ou en repos. 

Ainfi on peut concevoir un corps pelant comme compole 
• d’une infinité de petits poids , qui deux à deux lé tiennent 

en équilibre par un levier qui palîé par le centre commun 
de pefanteur de tout le corps pcfant. 

Propojition fondamentale Mur trouver le centre de pe fauteur. 

33^- Concevant un plan pr^ffie un corps pefant P , & parta- 
geant par l’elprit le corps pefant en autant de petits poids 
qu’on voudra, qu’on nommera a , b,d , e,f Sic. pour rendre 
la cholé plus claire -, fi des centres de pefanteur de chacun 
de ces petits poids , on conçoit des lignes droites menées 
perpendiculairement à ce plan, nommant a celle qui eft tirée 
.du centre de pefanteur du petit poids a s celle qui eft tirée 
de 6, Sec. fi l’on conçoit aulfi la perpendiculaire x menée du 
centre commun de pefanteur C à ce même plan , la fomme 
des produits a a -*-/>&-*• dé -*- e » &c. de chacun des petits 

poids par là perpendiculaire , eft égale au léul produit x x p 
de la perpendiculaire x du centre de pefanteur multipliée 

X x x iij 
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par le corps pefant entier j ou, ce qui eft la même chofë, 
par la fomme des petits poids a, b , d, & c. c’eft à dire a a-*- b ) 3 
-t- dd -r- c s &CC. = xx a -i-b-t-d-t-e-*- &c.*= x x P. 

• XII. Pour découvrir la vérité de cette propofition par l’Ana- 
lyfê,il fuffit de confiderer deux des petis poids dans lefquels 
on conçoit le corps pelant partagé. Ces deux petits poids 
foient a & b h le levier par le moyen duquel on les conçoit 
en équilibre foit aCb , qui pafle par le centre de pefanteur 
commun C, lequel point C eft comme l’appui de ce levier j, 
}$*. le poids a foit nommé a, le poids b foit == na > ainfi* a . nx 
:: bC . aC , 8c a . a •+• na :: bC .bai ainft^-J- - * 

La ligne fixa reprefente le plan qui eft proche du corps. 

I iefant ; ÿc bfi, qu’on nommera Q ^ eft la ligne perpendicu-’ 
aire tiree du centre de pefanteur du petit poids b au plan. 
fixa > Cdx , qu’on nommera x, efcla perpendiculaire tirée 
du centre commun de pefanteur C au même plan -, Sc a ta. 
eft la perpendiculaire menée du centre de pefanteur du petit 
poids a au même plan. On mènera bde parallèle à ce plan 
fixai & les trois lignes b fi, dx, ea, font égales entr 'elles y 
8c chacune eft = Æ fi(fi)i Cd — Ck — dx = x — fi. Il faut 
démontrer que b x bfi-r- a x aa — Cx x b a. . 

A caufe des triangles femblables abc , Cbd, on aura ïc . 
ba ( i . i -+• n) :: Cd ( x — fi) . ae — » — fi -*-xn — fin } ainfi 
ae ea == * -t- xn — fin. Or le produit de b x b fi = afiny 
(à caufè de b — an, 8c de bfi — fi)i celui de* par aa = ax 
•+- axn — afim ainfi b x bfi -+- a x aa = ax axn. Le pro- 
duit delà fomme des deux periig^ids a & b par Cx, eft auflï 
a -h an xxz= a x ■+■ axn. Ceipil falloit démontrer. 

Corollaire. 

3 3 9 . X L évident que ce qu’on vient de démontrer pour deux 
des petits poids dans lefquels on conçoit qu’un corps pefànt 
eft partagé, convient à tous ; 8c qu’ainfi pour trouver la 
diftance du centre de pefanteur d’un corps à un plan , il 
faut trouver la fomme des produits de tous les petits poids . 
dans lefquels on peut concevoir le corps partagé par les 
lignes perpendiculaires tirées de chacun A ce plan , c’eft à 
dire , la fomme des produits de chacune de ces perpendicu- 
laires multipliée par fon petit poids; & divifèr cette fomme 
par la fomme de tous les petits poids , c^eft à dire , par le 
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corps entier , & le quotient fera la perpendiculaire tirée^u 
centre de pefànteur du corps à ce plan, c’eft à dire fà diftance 
de ce plan, jp 

Avertissement. 

O n pourrait ici trouver par analyfé, en le fèrvant du cal- 
cul ordinaire, le centre de pefànteur des differentes figures - y 
mais la méthode étant bien plus aifée en fe fêrvant du calcul 
différentiel & du calcul intégral , on n’en parlera que dans 
les parties fuivantes 5 il fùffit ici d’avoir démontré le principe 
de la méthode par le calcul ordinaire. 

, Vf âge de l’Analyfe pour trouver le centre d’ofcilLtion 
des pendules comp&Jes s ce qui fert a donner 
* la régularité aux horloges. 


Avertissement. 

4°- La régularité des horloges dépend de ce qui en modère 
le mouvement ; l’on n’a rien trouvé qui le fît avec plus de 
juftefle que les pendules , parceque l’on a découvert Part de 
faire en forte qu’un pendule fît toutes les vibrations chacune 
d’une égale durée, c’eft à dire, que l'effort du poids de l’hor- 
loge agifTant par le moyen des roues & des pignons fur le 

, pendule quelquefois un peu plus fort , d’autres fois un peu 
moins fort, on a trouvé Je moyen de faire que les plus gran- 
des & les moindres vibrations du pendule fe fiflént en des 
temps égaux , ou fuffent chacune d’une même durée. Ainfi 
donnant amc roues & au^Bignons de l’horloge le nombre 
de dents propres à faire^que l’effort du poids ne poufïé le 
pendule que ae fécondes en fécondes , ce qui eft facile , il ne 
faut plus que trouver un pendule qui fané chacune de fés 
vibrations en une féconde de temps ; & l’on aura un horloge 
qui féra lamefure exacte du temps. Pour cela il faut trouver 
deux chofes > la première eft qu’en fé férvant d’un pendule 
compofé , c’eft à dire , qui a deux ou plufieurs poids ( ce qui 
fért a avancer ou à retarder facilement l’horloge, quand elle 
en a befoin )il faut trouver l’endroit où doit être plate cha- 
cun des poids , afin que les vibrations fé failént chacune en 
un temps donné , comme en une féconde ; la fécondé, quelle 
eft la courbe que doit décrire le point du pendule où l’on 
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cqpçoir que l'effort des poids eft réuni , afin que les durées 
de chacune des vibrations foie ne égales , & le moyen de 
faire décrire cetce courbe à ce point là dans ^s horloges. 
L’Analyfb fait trouver l’une Sc l’autre de ces deux choies- 
Voici la première. 

• De' FINITION. 

5 4 *• Vs pendule fimple eft une ligne inflexible SC , qu’on confi- 
Fis.Xlll. dere comme n’ayant aucune pefanteur , qui eft iufpendue à 
un point S, qu’on appellera le point de fufpemîon , au bout 
de laquelle eit un poids C, ficl’on conçgjf que le poids C eft 
comme réuni au point C qui eft l’extrémité de la ligne. La 
diftance SC du point de fulpenfioqjufqu’i ce point C, eft la 
longueur du pendule fimple. Si l’on retire un peu le pendule 
de la fituation verticale, il fera de petites vibrations qui feront 
fênfiblcment d’une égale durée. 

Fig. XIV. Un pendule compofè eft celui où il y a plufieurs poids enfilés 
& XV. p ar ] a même ligne inflexible, & l’on confidcre ici chacun de 
ces poids comme fi ce n’étoit qu’un point. La diftance depuis 
le point de fufpenfion S d’un pendule compofé jufqu’au point 
C(fig. 14), & jufqu’au point K{ fig. ij) , que l’on fuppofe 
égale à la longueur d’un pendule fimple ifochrone, c’eft à dite, 
qui fêroit Ce s vibrations dans le même temps que le pendule 
compofé, s’appelle la dijlance du centre d’ofcillation } & le point 
C ou K s’appelle le centre cCofcillatten. 

PREMIERE DEMANDE. 

341 . D a n s un même pendule co mP* , qu’on fuppofe inflexi- 
Fig.XIV. ble , les poids differents comme A, L , ( fig. 14 ) , & A , B , Z, 
& XV. ^ fig. 1 j ) , ne fijauroient fé mouvoir qu’ils ne décrivent dans 
le même temps des arcs fbmblables A LPi par confb- 
quent le temps étant le même , les vitellès des poids font 
neccflàiremenr entr’elles comme ces arcs , & ces arcs comme 
leurs rayons SA , SL : ainfi les vitelles des poids A & L font 
comme leurs diftances A S, LS du point de fufpenfion. 

Seconde demande. 

343. L’ e f F o R T de la pefanteur fur les corps pefants leur im- 
prime au premier inftant de leur chute à chacun un même 
petit degré de vireilc , qu’on nommera 1. Ainfi le produir 

• de 


Digitized by Google 



% 


Livre VIII. 53$ 

de chaque poids par i, par exemple A x x, Z x i,&c. ou A,L y 
eft * la quantité au mouvement de chaque poids au premier 
indan t de i^chute. 

PROBLEME I. 

'TROUVER la diftance du centre <£ ofci liât ion d'un pendule , 
ce fi à dire , la longueur du pendule fimple qui feroit fes vibrations 
dans le même temps que le pendule compofé , & qu’on appelle 
ifochrone. 

Premier cas. 

Zorfque le pendule compo/e a deux poids A & L. 

i 44- S oit le poids^=rf,le poids Z =/, la diftance SA = e, 
la diftance SZ =/; la langueur inconnue 5 C du pendule 
Ample ifochrone, ou la diftance du centre d’ofciljation du 
• pendule compofé foit = \ Soit aufli le mouvement inconnu 
du poids A [a) dans le pendule compofé au premier inftant 
de la defeente —y-, le divifant par le poids' A [a), on aura 
la viteflè du poids A {a) dans le pendule compofé = Mais 
dans le premier inftant la viteflè £ du poids A dans le pen- 
dule compofé , eft à la viteflè du poids C dans Je pendule 
Ample ifochrone, ou du point C dans le compofé qui eft à 
la meme diftance SC, laquelle viteflè eft i dans le même 
premier inftant par la féconde demande, comme la diftance 
SA (e) eft à la diftance SC ( O par la première demande : 
Donc SC ( = Afi. Ainfi il ne s’agit plus que de trouver la 

valeur de y pour avoir celle deSC(^. Voici comment on 
la trouve. 

La pefânteur au premier inftant de la defeente des poids 
A [a) 6c L{1) du pendule compofé , leur imprime à chacun 
la meme viteflè i ( par la féconde demande ) ainfi leur quan- 
tité de mouvement eft a x i T / x i , ou a Sel: mais le poids 
A(a)àcaufc du pendule inflexible, ne peut pas dans ce 
même inftant parcourir une longueur qui foie égalé à celle 

3 ue parcourt le poids Z(l), mais il eft neceflité par le pen- 
ule à parcourir une longueur AQ^ moindre que celle que 
^ parcourt l qui eft ZP i le poids a perd donc une partie du 
mouvement a x i que lui donne la pefânteur , 5c il retient 
fèulement la partie/ de ce mouvement laquelle nous cher- 
chons j & l’autre partie qui eft a x i — y, ou a — v, eft celle 

y y y 
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qu’il perd. Cette partie perdue a — y le diftribue au point 
? }ÎJ. de fulpcnfion S & au poids L{ 1 )* -, la partie de cette perte 
a — y qui le communique au point de fufpenlion , doit s’y 
perdre entièrement, parceque ce point eft immobile. L’autre 
partie de la perte a — y qui le diftribue au poids l, fe trouve 
• *}}}’ ainli * SL (/) . SA (e) a — y . . par confequent la 

quantité de mouvement que reçoit de la pefanteur au pre. 
mier inftant le poids /, qui eft / x i , eft augmentée de i 
ainli la quantité de mouvement du poids l dans le pendule 
compole eft . l a divifant par le poids /, l’on aura* 

pour la vitelfe du poids / dans le pendule compole 
*■ J41. Or cette vitellè — eft ’ à la vitellè ~ du poids a dans le 
même inftant, comme SL (/) »SA{e). L’on a donc Zi. 
= ,ft - j d'où l’on déduit y =5= > Mettant cette 

valeur toute connue de ^ à fa place dans SC (^) = -f-, l’on 
trouve SC ( O = » c’eft * a longueur du pendule ifo- 

chrone , ou la diftance SC du centre d’ofcillation que l'on 
cherchoic . 

Second cas. 

Lorfque le pendule compofe a trots poids A , B , L. 

Ajoutant aux deux poids a & / un troilîéme poids B, 
qu’on nommera b , &c fa diftance SB =gi il faut trouver la 
nouvelle diftance inconnue SK , qu’on nommera encore 
du centre d’ofcillation qu’on fuppolê en K , & qui étoit aupa, 
ravant en C. «> 

Soit x la quantité du mouvement du poids B (b) dans le 
pendule compofé , par confequent * £ eft fa virefle ; mais la 
vitelle du poids b dans le pendule compofé qui eft £ , eft à la 
vitefle du poids qui eft au bout du pendule lîmple ilbchrone } 
ou , ce qui revient au même , du point K qu’on fuppolê être 
le centre d’ofcillation du pendule compolë de trois poids , 
laquelle vitelTe eft 1 *, comme la diftance SB (g ) eft à la lon- 
gueur ^ du pendule ifochrone*, ou à la diftance SK ( zj du 
centre d’ofcillation que l’on cherche. Donc SK (^) = SL. 

Pour avoir la valeur de SK(zJ , il ne faut plus que trouver 
la valeur de x de la maniéré fuivante : Par la i c demande , 
la quantité de mouvement que reçoit b de fa pefanteur dans 
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le premier inftant, eft b x i -, ainfi ne lui reftant à cau/ê du 
pendule inflexible que la quantité x , il perd la quantité de 
mouvement b x i — x,ou i — x. Une partie de cette perte 
Ce diftribue au point de ftflpenfion 5 où elle Ce perd entière- 
ment, & l’autre partie fë diftribue au centre d’ofcillation C 
des deux poids a Ôc /, où l’on conçoit qu’eft réuni leur effort 
commun. Pour trouver cette partie , on fera cette propor- 

tlon o c 1 TTTTT ) SB{g) :: à — x . ~r fi = * W- 

à la partie de' la perte b — x du mouvement de b qui iè dil- 
rribue au centre C d’ofcillation des deux poids A &c L , où 
tout leur mouvement eft conçu comme réuni. 

Ainfi on conçoit à ce point C la fomme des mouvements 
des poids Aôc L , qui eft (.par le premier cas de ce Problè- 
me, en mettant dans^ la valeur de y = ~~j jf) 

& de j 1>0 

*** ffl *«’<’ ffl *te ffl * i 

y conçoit la partie de la perte b — x du mouvement de b 
qui eft diftribuéc à ce point, fie qu’on vient de trouver = 

~** lr *.',Z7ïr — H>ouvement entier qu’on conçoit 
au point C , eft * **« - - ■ - m* . 

Mais la diitance SB ( g ) eft à la diftance SA (e ) , comme 
la viteilè £ du poids b dans le pendule , eft à la vitefle du 
poids a dans le même premier inftant * ainfi la vitefle de a 
dans le pendule de trois poids eft } la multipliant par le 
poids a* y l’on aura-^- pour la quantité de mouvement du * 
poids a dans le pendule à trois poids. De même SB (e; eft j 
à SL {f) y comme la viteflë £ du poids b eft à la vitellc du 
poids/, laquelle eft par confisquent la multipliant 

par le poids l,* l’on aura ££ pour la quantité de mouvement * 159 . 
du poids l dans le pendule à trois poids ; leur fomme eft donc 
égale à la quantité de mouvement qu’on a trouvée en con- 
cevant leur mouvement réuni au point C J ainfi l’on a l’équa- 
tion " x ,7— = «-» - K» fi*m * «** * vu - “t* -, d’où l’on 


**tt •+■ Urfl •+• ffll — *br, S -*■ bfil — Mt&x - 

>itr ffl 

Atbtei 1 sbefH bfflll 4 bbr&i bbfül 

A-lt* •+• Attfl •¥ *tffl •*- f»lt abtll bftll 


J 1 1 • 14 t>ersi - 4 - 

* *.*f i tctfl *tffl f»lt *le&& bflU 

Pour avoir la diftance SK ( sJ du centre d’ofcillation du 
pendule à trois poids, ou la longueur du pendule i(ochrone v 
il ne faut plus que fubftituer cette valeur de x dans SKfz) 
— fie l’on aura après avoir divife le numérateur fie le 

Y y y >j 
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dénominateur qu’on trouvera enfuite de la fubftitution par 
abe g -f bfgf l’on aura, dis-je, 5 /C (O = 

Ce que ton cberchoit. 

Corollaire. 


346. En continuant cette Analyfe pour les pendules à quatre 
poids, à cinq poids, ôcc. on trouvera toujours que la diftance 
du centre d’ofcillation eft égale à une fraction donc le numé- 
rateur contient la fomme des produits des poids chacun 
par le quarré de fa diftance du point de fulpenilon , 6c le 
dénominateur contient la fomme des produits des mêmes 
poids chacun par la lîmple diftance où il eft du point de 
lufpenfion. 

Avertissement. 

L' O n met d’ordinaire au pendule d’une horloge deux 
poids connus, l’un qui eft le plus pefant eft attaché hxement 
au bout du pendule, l’autre eft: petit, qu’on appelle la lentille, 
& l’on peut le faire couler le long du pendule en le haullànt 
pu l’abbaiflànt , pour retarder ou pour avancer l’horloge 
félon le befoin } 6c on peut par une vis l’arrcter au point 
qu’il faut pour faire marquer les fécondés à l’horloge. 

PROBLEME II, 

Qui eft l’application du precedent à la pratique. 

347. ji y A NT un pendule à deux poids A & L , comme l’on vient 

% de dire , trouver f endroit du pendule où il faut arrêter la lentille 

ou le petit poids A, afin que le pendule faffe fies vibrations chacune 
dans une fécondé ou dans une autre partie de temps déterminée. 

Fig.XIV. I l eft clair que la queftion fe réduit à trouver la diftance SA 
du point de fufpenfion 5, où il faut mettre le petit poids A , 
afin que le pendule compofé ait fa diftance 5 C du centre 
d’ofcillation égale à la longueur d’un pendule lîmple ifo- 
chrone, c’eft à dire du pendule lîmple qui fait fes vibrations 
chacune dans une lëconde. 

Il faut donc apprendre de l’ufage qui eft maintenan» aflës 
connu, quelle eft la longueur SC d’un pendule fimplequi fait 
fes vibrations chacune dans une fécondé, On l'uppofe cette 
longueur, que l’on fçait être de trois pieds huit lignes 6c 
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demie , = K ; on fuppofé le gros poids connu L = /, là difl 
tance SL auflî connue =/^e petit poids A connu — ai 
fa di/lance SA inconnue = x. Ayant trouvé*que la diftance * 344. 
du centre d’ofcillation d’un pendule à deux poids eft . 
il faut fuppofer que e étant à prefént indéterminée , repre- 
tente x , & l’on aura . en mettant x à la place de t . 

* ” A.X ■+• fl 

= K , ce qui donne l’équation du fécond degré xx — Kx 

— = 0 1 dont les deux racines * font x = { K *7 6. 

rt v'iKK +■ Ces deux racines font pofînves * *19. 

quand K eft moindre que fi parcequ’alors le dernier terme Ctr ‘ 81 

— pofitif. Ainfi l'on aura deux points dans le 
pendule compofé, dont les diftances du point 5 font déter- 
minées , étant les valeurs de x qu’on vient de trouver j & 
mettant la lentille A auquel on voudra de ces deux points , 
les vibrations du pendule compofé fè feront chacune dans 
une féconde. 

Suppofant donc que S Z (f) furpafïé SC (K = 8 pieds 8 \ lig.) 

f iar exemple que / = 8 pieds 1 pouce , que / = 3 livres , que 
a lentille A ( * — 1 once ) , en mettant ces nombres à la 
place des lettres dont ils font les valeurs dans chacune des 
valeurs de x, on aura deux diftances du point S i & mettant 
la lentille à laquelle on voudra , les vibrations du pendule 
marqueront les fécondes. Ce qu'il falloit trouver. 

Remarque. 

Où l’on fait voir l étendue des refolutions des Problèmes 
que l’Analyfe fait découvrir. 

$48. i°.Si l’on vouloir que les vibrations du pendule à deuxpoids Fic.XIV. 
fé fiflènt dans une autre partie du temps qu’une fécondé , il 
n’y auroit qu’à apprendre de l’expenence la longueur du 
pendule fimple dont les vibrations fé feroient chacune en 
cette partie du temps - y & mettre cette longueur à la place 
de K , & l’on auroit la diftance du point 5 où il faudrait 
mettre la lentille A , afin que le pendule compofé fit fés 
vibrations chacune pendant cette même partie du temps. 

z°. Si on vouloit que le pendule compofé fît fés vibrations 
chacune en une féconde , & qu’on voulut auffi que la difl 
tance SA(x ) de la lentille^ fut déterminée, & toujours = {K, 

Y y y üj 
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il n’y auroic qu'à fùppo fèr dans SA = [K^V^KK •4-^-— * 
que V± KK .+. f Kl ~ = o , prendre la diftance du plus 

çros poids Z, qui eft f, pour inconnue, 6 e l’on aurait l’équa- 
tion du fécond degré ff — Kf— ^r = °, dont la racine 

pofitive /= { K -t- V± KK -t- ^ = {K -f- ^ 1 f > mar - 
queroit la diftance SZ(/) qu’il faudrait donner au gros 
poids Z, afin que le pendule compolé dans lequel la diftance 
de la lentille SA eft { K, fit les vibrations chacune dans une 
fécondé. Ainfi mettant dans cette valeur de SL(f) les nom- 
bres repre (entés plr a, K, l, l'on aura la diftance SL du gros 
poids L propre à cet effet. 

3°. On peut trouver par la valeur de SA (x) = \ K J± 
>/*[ KK , les cas où le fécond Problème eft pollîble, 

êc ceux où il eft impo/fible. Car fuppofant V±KK 
= o, on aura l’équation K K -y- A l l \~+ r r A — o , dont la 
racine pofitive eft K = — = — Ul p-x 

V II -t- ali ce qui fait voir que quand K furpallè — Hr * 
y/ il -¥• al , le Problème eft polfible ; pareeque les grandeurs 
pofitives qui font fous le ligne y/ dans la valeur de x , forpafi 
font la n égative : mais quand K eft moindre que — ±L x 
VU -t- al, la négative furpallè les pofitives, 6 c les valeurs de 
SA (x J font imaginaires. 

4°. On peut appliquer la refolution du fécond Problème 
aux pendules compotes de plus de deux poids , en fuppofant 
la diftance inconnue du feul petit poids qui tiendrait lieu 
de lentille. 
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SECTION III. 

Où l'on fait 'voir l’ufage de l’Analyfe dans la Géométrie 
compofée ce fl a dire , l’ttfage de l’Analyfe par raport a 
toutes les lignes courbes , pour en découvrir les propriétés 
& les tfages. 

1 ' ‘ • 

Avertisseme N^ “ 

f/E s T dans la Geometrie compofée , c’eft à dire , dans la 
fcience des lignes courbes , que paroît furtout l'ufage, ôc 
même la necellicé de l’Analylc j depuis qu’on l’a appliquée à 
cette fcience , on y a fait des progrès furprenants ; & fi elle 
n’étoit pas infinie, on auroit dans l’Analyfe, en employant 
le calcul différentiel & intégral ( inventé de notre temps ) le 
moyen de I’épui/ër. Comme la fcience des lignes courbes 
lcrt à la Phynque & à toutes les fciences PhyTico- Mathé- 
matiques , d’où dépend la perfe&ion des arts * c’eft dans 
cette fcience que paroît évidemment l’utilité de l’Analyfe. 

On applique l’Analylè aux lignes courbes, en réduilànt 
chaque courbe à une équation qui en exprime une des prin- 
cipales propriétés j & enfuite on découvre par le feul calcul 
de l’Analylc , en le fervant de cette équation , tout ce que 
J’on peut defirer de fçavoir de cette courbe. L’Analylè me- 
me fournit le moyen d’exprimer une infinité de courbes par 
une meme équation par le moyen des lettres indéterminées , 
& de découvrir par le même calcul les propriétés de toutes 
ces courbes. C’eft ce que l’on va expliquer dans cette fedion. 

PREMIERE de' FINITION. 

549* Quand deux lignes données AB, BC , font un angle 
quelconque ABC , & que la première AB ou une de lés 
puiflances, comme As 1 , ~âb '‘ , &c. ou le produit de la pre- 
mière AB , ou de quelqu’une, ou de pluiieurs de fes puif- 
lànces par d’autres lignes données! quand, dis-je, cette pre- 
mière ligne AB , où ce produit eft égal à la féconde BC ou 
à quelques unes de fes puiflances , ou au produit de BC , ou 
des puilTances de BC par des lignes connues ; on dira que 
cette égalité ou équation exprime le raport des lignes A B 


Fie.XVI. 
XVII. sc 
XVIII. 
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&c BC. Ainfi fuppofé AB — a,BC = b,6c une autre ligne 
donnée —p > fuppofé aufli que ap = bb, ou aap = b 1 -t- pbbi 
on dira que cette équation exprime le raport de ABa.BC. 

Explication de la maniéré dont l Analyfe réduit les courbes 
À des équations qui en expriment la nature >ceji à dire y 
les principales propriétés. 

J JO. CAc eft une ligne foit droite foit courbe fur un plan ; ABb 
Fis. XVI. eft une ligne droite donnée de pofition , dont le point fixe 
XVII. & ou l’origine A eft déterminée , mais la ligne eft indétermi- 
XVIII. jjé e d e cot é & d’autre -, foit gAG une ligne droite qui coup* 
AB au point A en faifant avec elle un angle quelconque 
BAG , foient aufli de tous les points de CAc des lignes droites 
CB , cb , &c. tirées fur AB, parallèles entr’elles & à gAG -, 
fuppofé que l’équation qui exprime le raport de la pre- 
mière parallèle BC avec la première AB, foit la même que 
celle qui exprime le raport de la fécondé' bc avec la fécondé 
ligne Ab correfpondante , de la troifiéme bc avec la troi- 
fiéme Ab qui lui répond v 6c ainfi de toutes les autres , de 
manière qu’en mettant chaque bc dans la première équation 
à la place de la première BC, 6c la correfpondante AB de 
chaque nouvelle BC à la place de la première AB , ce foie 
la même équation ; on peut faire une équation qui con. 
vienne à tous les points de la ligne droite ou courbe cAC, 
en nommant la changeante AB, x } la changeante BC, y ; 
6c mettant dans la première équation x à la place de AB, 
6c y à la place de BC,6c l'on a l’équation de la ligne droite 
ou courbe cAC. 

Exemples. 

JJ 1 * Si l’on a les deux lignes droites données p 6c d, 6c que l’é- 
quation qui exprime le raport de chaque BC (y ) à chaque 

* rSz. AB (x), foit px — dy, la ligne ACC eft droite *. 

Si l’équation qui exprime le raport de chaque B C {y ) à 
chaque AB ( x ), eft px = yy-, la ligne ACC eft courbe , & 
fe nomme la parabole } 6c px=yy, eft l équation à la parabole. 

Si l’équation eft yyy — dx — xx , la courbe ACC fe 
nomme lefttpfe. 

Si l’cquation eft yy = dx — xx, la courbe ACC eft la 

* iîy. circonférence du cercle*. 

Si l’équation eft j yy = dx •+■ xx * la courbe ACC fe nom- 
me l hyperbole. Si 
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Si Téquation eft ppx —y\ la courbe ACC fe nomme fa 
frcmicrc parabole cubique. 

Si l’équation eft pxx —y' , la courbe ACC ic nomme la 

fécondé parabole cubique. 

Si l’équation eft x' = dyj — xyy, la courbe ACC fe nom- 
me la cijfoïdc. 

Comme il y a une infinité de courbes différentes, il’ y a 
auffi une infinité d’equations differentes qui les expriment j 
Si il eft inutile d’en taire ici une longue énumération ; ce 
que l’on vient de dire fiuffit pour faire concevoir comment 
l’Analyfè réduit chaque courbe à une équation qui exprime 
là principale propriété , d’oi'i l’on déduit les autres. 

Si l’on tire des points CCcc de la ligne CCAcc des parai- Fio.Xvn- 
lcles CG,cg, Sic. à la ligne^i? qui fe terminent à la ligne gAG 
qui eft fiippoféc parallèle aux lignes BC, Bc , bc , Sic. il eft 
évident qu’à caufe des parallèles, les lignes AG,Ag, Sic. font 
égales aux lignes BC , bc. Sic. chacune à là correfpundante ; 
ainfl chaque AG —y ; & que de même les lignes GC , gr, Sec. 
font égalés aux lignes AB, Ab, Sic. chacune à celle qui lui 
répond , ainfi chaque GC = x. D’où il eft clair qu’en rapc 
portant les points de la ligne ACC à la ligne droite %AG Ÿ 
par le moyen des parallèles CG, cg, &c. l’on aura la même 
équation que l’on avoir de la même ligne CCAcc, en rap- 
portant tous lés points à la droite AB b par le moyen des - 
parallèles BC , bC , Sic.. 

Seconde de' finition. 

D A N s routes les courbes qu’on peut réduire à une équa- Fio.XVI. 
tionqui en exprime la propriété, la ligne droite AB à la- 
quelle on rapporte tous les points de la courbe , s’appelle 
la ligne des coupées ou des abfcifj'es , Si la changeante AB , 

Ab, Sic. s’appelle la coupée ou tabfcijfei le point fixe A s’ap- 
pelle torigine. Les parallèles BC , bC r Sec. s’appellent les 
ordonnées ou les appliquées: Si comme l’on a vu qu’on pouvoir 
prendre aulfi les coupées for AG parallèle aux ordonnées , 

& les ordonnées for AB B , chaque AB Si C.i correfpoaidante 
BC s’appellent les coordonnées ; Si les deux lignes AB B , AG 
qui fo coupent à l’origine A, les lignes des coordonnées ; SC 
l’angle G AB qu’elles font enfëmble , l’angle des coordonnées ; 

Si ies quatre angles G AB, G AH , gAH, B A g, qu’elles - 

Z z z 
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font enfemble à l’origine A , font les quatre angles des deux 
lignes des coordonnées. 

Divifion des courbes en différons genres. 

554- L es lignes comme CCAcc dont on peut exprimer la nature, 
c’eftàdire,la principale propriété par une équation algébri- 
que qui contienne le raport des coordonnées changeantes x 
* ) jo. &cy*, lefquclles coordonnées ne font que de (impies lignes 
droites , s’appellent Géométriques ou Algébriques , 2c on les 
diftingue en différons genres, donc chacun prend fon nom 
du nombre qui eft l’expofant de la plus haute puiflànce de 
celle des deux coordonnées x ou y, qui eft élevéç au plus 
haut degré lins mélange de l’autre dans l’équation , ou du 
nombre des dimenfions du produit de l’une par l’autre dans 
l’équation, quand ce produit a plus de dimenfions que la 
plus haute puiilance lêparéc de l’une & de l’autre. 

Les lignes dont l’équation ne contient que x & y linéai- 
res (ans ecre multipliées l’une par l’autre, comme px — dy, 
font les lignes du premier genre : 8c il n’y a dans ce premier 
genre que la ligne droite. 

Les lignes dont l’équation contient le quarré de l’une des 
coordonnées x ou y, ou le quarré des deux xx 8c yy , ou le 
produit des deux xy , font les lignes du fécond genre : Mais 
comme elles font auiïi les premières courbes ou les courbes 
les plus (impies, on les appelle les courbes du premier genre. 

Toutes les courbes donc l’équation contient latroifiéme 
puillince de l’une ou de l’autre des coordonnées x' ou y 1 , ou 
de toutes les deux & y' , ou un produit des deux qui a trois 
dimenfions xxy ou xyy, font les lignes du troifiéme genre , & en 
même temps les courbes du fécond genre s 8c ainfi de fuite à l’in- 
fini. 

La maniéré d’exprimer par une feule équation une infinité 
de courbes toutes de differens genres. 

J J L En mettant dans l’équation à la parabole p'x 1 = y ! des ex- 
pofants "indéterminés m 8c », on aura léquation f'sd' == y " * n , 
qui exprime les paraboles de tous les genres à t infini, en conce- 
vant que m 8c n reprefontent tous les nombres entiers que 
l’on peut mettre à leur place dans cette équation. Par exem- 
ple fi m = i, n = i, l’équation f'x" =y"‘*" fora l’équation 
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à la parabole du premier genre p'x' =y* .* Si m = i , n = r, 
l’équation /> m x“ = /”' , ' u icra ppx =y ' , qui eft l’équation à 
la première parabole cubique : Si m — i , n = i , l’équation 
p'" x" = y* 11 fera pxx=y\ qui eft la féconde parabole 
cubique : Si m — j , n — i , l’équation />‘"x n fera 

fx — y* , qui eft la première parabole du troificme genre j 
8c ainiï'i l’infini. 

De même en mettant dans l’équation à l’ellipfe fy' = x' >c 
, 8c dans l’équation à l’hyperbole fy l = x ‘ x d a- x ' 
les expolânrs indéterminés m 8c n; l’on aura, i°, l’équation 
fy m ~ a = x m x d — x '' , qui exprime les ellipfes de tous les 
genres à l’infini,»» 6c n reprefentant tous les nombres entiers 
qu’on peut mettre à leur place ; 6c i", l’équation 
d-v- x'\ qui exprime les hyperboles de tous les genres à l’infini 
par la même railon. 

On peut de même rendre generales les équations de tou- 
tes- les courbes qu’on peut imaginer. 

f 

Taona'ME d e'f i n i t i o n. 

JJ6 Dans les courbes du premier genre, quand la ligne des Fic.XVî. 
coupées ABB coupe par la moitié chacune des ordonnées 
Clic terminées de cote 6c d’autre à la courbe, elle s’appelle 
un diamètre de la courbe , 6c le point A où ce diamètre ren- 
contre la courbe, eft nommé Le fommet de ce diamètre, il 
fuffit qu’il en coupe deux differentes par la moitié , pour lej 
couper toutes. Quand le diamètre eft coupé perpendiculai- 
rement par les ordonnées , on l’appelle L'axe de la courbe; la 
li gne d roite donnée p dans les équations px ~yy, j yy =. x x 
d — * , -yyy =X x d-i-x, s’appelle le paramétré du diamètre 
qui eft la ligne des coupées x dans l’équation. Dans l’ellipfe 
6c dans l’hyperbole les diamètres le croilênt dans un point K Fic.xvii; 
qu’on appelle Le centre. Dans l’une 6c dans l’autre le diamètre k XVHI - 
dn qui eft parallèle aux ordonnées , s’appelle Le fécond ou le 
diamètre conjugue du premier diamètre Ai. qui les coupe cha- 
cune par la moitié, 6c on les appelle conjuguer l’un de l’autre. 

Une ligne, cjui touche une courbe dam un icul point, comme Fus. .yix. 
CS, s’appelle la tangente en ce point là qui- s’appelle le point tou- xx - XXI - 
chant-, 8c la partie de la ligne des coupées comme BS , qui eft 
interceptée entre l’ordonnée BC du point touchant C’, 6c le 
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point 5 où elle eft rencontrée par la tangente prolongée , 
Fig.X 1 X. s'appelle lu futangente .- une droite CD perpendiculaire à la 
tangente au point touchant, s’appelle une perpenâi cuit ire à la 
courbe, la partie ADde la ligne des coupées entre l’ordonnée 
BC au point touchant, & îe point D où cette perpendicu- 
laire coupe la ligne des" coupées , fe nomme la fouptrpendi- 
culatre. 

Une ligne droite fur le meme plan de la courbe, dont la 
courbe s’approche de plus en plus à l’infini (ans jamais la 
Fig.XXI. toucher, comme KE, s’appelle une afymptote de la courbe, 
j j 7. Les mêmes définitions conviennent aux courbes des gen- 
res plus élevés , neanmoins comme la même courbe dans 
ces genres plus élevés, a d’ordinaire plufieurs branchés de 
chacun des côtés du diamètre , quand elle a un diamètre : 
lorfquc la ligne des coupées coupe chaque ordonnée de ma- 
niéré que la fomme des parties de l’ordonnée terminées aur 
points de chaque branche de la courbe d’un côté , eft égale 
a la fomme des parties de la même ordonnée terminées aux 
branches de la courbe qui font de l’autre côté 5 alors la 
ligne des coupées cil un diamètre de la courbe, & ce dia. 
•’ métré eft l'axe, quand les ordonnées lui font perpendicu- 

laires. 


De la fomuition ou de fer i pl ion des courbes , fur tout 
du premier genre. 

558. O n peut tracer les courbes fur un plan de deux maniérés, 
i°, par le mouvement continu d'un point, ce qui fo peut 
faire de differentes manières.- par exemple, on peut faire 
mouvoir deux longues réglés fur deux points fixes qu’on 
appelle les Pôles , de façon qu’elles fo croifçnt pendant leur 
mouvement en des points dont la foitg eft la courbe que l’on 
■ veut décrire : l'une des deux réglés peut fo mouvoir paral- 
lèlement le long d'une ligne donnée de pofidon, pendant 
que l'autre tournera for (on pôle, & la luitc des points où 
elles fo croifcnt pendant leur mouvement fera aufii une 
courbe ; l'on peut faire mouvoir une figure rectiligne ou 
courbe le long d’une réglé immobile , pendant qu’une autre 
règle fo mouvant for fon pôle , coupera la courbe en des 
points dont la fuite fora une ligne courbe. On peut imaginer 
une infinité d’autres maniérés de décrire les courbes par le 
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mouvement continu - y 1", en trouvant plusieurs points de la 
courbe très proches les uns des autres , 6c les joignant en- 
fëmble par de petites lignes, l’on a à peu près la courbe cjue 
l’on veut décrire. ' - 

De toutes les manières que l’on a trouvées de décrire les 
courbes du premier genre par un mouvement continu , la. 
plus commode eft la fuivante, dont M. le Marquis de l'Hoft 
fital eft l’autheur , parcequ’elle fert non feulement à les 
tracer avec les axes , mai* âufli avec tel diamètre delà courbe 
qu’on voudra ; 8c de plus elle donne d’abord l’équation de la 
courbe la plus Ample par raport à Ces axes ou à les diamètres. 

J 5 9. Jl faut remarquer que les courbes du premier genre fe 
nomment ordinairement les feHions coniques , pareequ’en 
concevant deux cônes égaux qui ont le même lommet, 6c 
qu’un plan coupe l’un des deux ou tous les deux , la-fe&ion 
eft une parabole , quand le plan coupant eft parallèle à un 
côté de la furface du cône ; une ellipfe , quand le plan 
coupe les côtés oppofes de la furface du cône , 6c ne fait-pas 
les angles avec ces côtés , égaux à ceux qui font ces cotés 
fur la bafe du cône ; un cercle , quand le plan coupe les côtés 
oppofés , 6c fait avec eux les angles égaux à ceux que font 
ces côtés Air la bafe -, une hyperbole , quand le plan coupe 
les deux cônes oppofés au fommer : c’eft ce qui a fait appel- 
ler par les Anciens , ferions coniques , les courbes du premier 
genre ; mais cette manière de concevoir ces courbes comme 
formées par la fection du cône, étant plus embaraflànte que 
la manière de les décrire Amplement Air un plan , celle-ci 
étant la feule qui eft d’ufâge 5 on ne parlera point ici de la 
première. On le contentera d’expliquer la féconde , d’en 
déduire les équations des fechons coniques, 6c les principales 
propriétés neceflàires pour entendre ce huitième Livre. / , 

isUén'*- formation delà farabole. ‘ 

560. i°.I l faut tirer une droite H AB indéterminée , 6c prenant 'Fr g.X VI. 
le point A pour l’origine , mener une autre droite gAGP 
par A faifant l’angle BAG avec AB égal à celui que l’on 
veut que failént les ordonnées avec ABbiSc ayant pris AP „ 
de la grandeur que doit être Je paramétré du diamètre AB > 
ou d’une grandeur déterminée telle qu’on voudra, qui fera 
Je paramétré du diamètre A Bb de la parabole qu’on décrira, 
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il faut mener par /Ma ligne indéterminée F PF parallèle à 
ABb. , 

i°. Il faugprendre une longue réglé ACF , l’attacher par 
un clou au point A autour duquel elle puifiè le mouvoir lur 
le pôle A , 8c la mettre d’abord lur la ligne gAGPi il faut 
enluite prendre une longue réglé GC, 8c la faire glillèr tou- 
jours parallèle à AB le mng.de la ligne AGP , 8c la mettre 
d’abord le long de ABtb ^ 

3°. Pour décrire la partie de la parabole qui eft à la droite 
de AB , il faut faire mouvoir en bas la réglé ACF fur le 
pôle A , Sc faire en même temps glillèr la réglé GC le long 
de AGP , faiiànt en lôrte que AG Ibit toujours égale à PF , 

& marquer avec un ftiie C la ligne courbe AC qui palîè par 
tous les points C, où les réglés lè croilènt dans leur mouve- 
ment v 8c ce fera la partie de la parabole qui eft vers la droite 
du diamètre ABb. 

4°. Pour décrire l’autre partie Ac de la parabole, il faut 
faire mouvoir la réglé Af en haut au delïus de />, & faire 
glillèr la réglé gc le long de Ag, faiiànt en lôrte c\neAg loir 
toujours égale à Pf\ 8i marquer avec un ftiie c la courbe qui: 
palîè par tous les points c où les réglés Ac 8c gc le croilènt 
dans leur mouvement continu r êc ce lèrala lèconde partie 
de la .parabole. 

* " r * t ' » » \ ’ ’ i , 

£.t dejeription de tcllipfc & de l' hyperbole. 

3& lm La longueur Atc du diamètre ou de l’axe doit être déter- 
Fic.xvii. minée, comme aulfi la longueur AP du paramètre qui cqm, 

& xvm ’ vient à ce diamètre ou à l’axe ^ 8c l’on doit d’abord iàire cer 
qui eft marqué dans les deux premiers articles de la parabole, 
excepte que la lèconde réglé a C doit être mobile autour du 
pôle a, qui eft la lèconde extrémité du diamètre Aol. 

Pour décrire là partie de l’elliplè ou de l’hyperbole qui 
* eft à' la droite de ABb , on fera mouvoir en bas au deftôus, . 
de P la première réglé ACF fur le pôle A , 8c en même* 
temps la fécondé regîe aC fur le pôle a , faifant en lôrte que 
/ AG fuit toujours égale à PF ; 8c l’on marquera avec un ftiie 
en C la courbe qui palîè par tous les points C où le croilènt; 
les deux réglés ; 8c ce fera la première moitié de l’elliplc ou 
de l'hyperbole AC* 
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" Pour décrire l’autre moitié , on fera mouvoir en haut la 
première réglé Af au deflus de P toujours fur le pôle A , & 
l’autre règle ar du côté gauche de ABb, faifant en forte 
que A$ foit toujours égale à Pf, 8c Ton marquera avec un 
ftile en c la courbe Acc, qui paflé par fous les points c ôùées 
réglés fe croifent y & ce fera la fécondé partie de l'ellipfé oit 
de l’hyperbole. 

L’hyperbole ayant en particulier une autre hyperbole a*, 
à l’extremité a du diamètre An entièrement égale & fem- 
blable à la première Ad oiv décrira cette féconde hyper- 
bole ait en faifant mouvoir la première réglé AC en À*, fur 
le meme pôle A, 8c en même temps la féconde en a* fur le 
pôle a , faifant en forte que Ay fok toujours 'égale à P ? > 6 c 
traçant avec un ftile en x la courbe qui pâflë jSar- tous les 
points x. où fe croifent les deux réglés ■ elle fera la ftconde 
hyperbole ax femblablc 8c égale à la première AC. 

Lit maniéré dont on déduit des formations precedentes les équations 
de la parabole , .de l’e/lipfe & de l hyperbole. ! 

Pour, la ■ f Miaboic, 


J 6 i. Soit le paramétré A P —p , chaque T’f ou Pf — f , Fic.XVI. 
chaque coupée AB, Ab — x , chaque ordonnée PC, bc — y. 

Les triangles A P F, ABC font fëmblables, comme aùfCxAPfl 
Abc , à caufé des parallèles AGP., BC , 8c ABb,fPF : par > y. 
confequent^/’ {p) . PF (f) :: BC {y) .AB(x) i d’où. l’on 
déduit px—fy : Mais à caufé des parallèles , BC ( y ) 

= AG — PF (f) par la conftrudion : ainfi mettant y à la 
place de f, l’on a l’équation à la paraboley»* —yy, c’efti 
dire, chaque ordonnée BC ( y ) eft moyenne proporcionellé 
entre la coupée AB ( x ) & le paramètre AP (p) i ou bien „ 
le produit px du paramétré par la coupée eft toujours égal 
au quarré de l’ordonnée yy. 

Il eft évident que la même pquatiori convient à la féconde 

moitié de la parabole Ac. * ’ . t , . , r 

r : . .v.V. J anr, U -- M I >; L< s 

Corollaire îtl o. - 

» . /! , I- v -V . t. ■: v-v. 

J 6 3 * Si l*on prolonge chaque B C vers la gauche jufqu’à ce 
qu’elle rencontre la parabole en c , l’on dura Bc u BCs car 
mettant la réglé /de dans la: fîtuation où elle {kSefP=FP y 
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l’on aura A g —fP j par conlêquent A g fera égale à P F 
— AG , & gc fera égale à AB — GC ; mais Bc eft coufours 
égale à Agi. caulê des parallèles: ainfi quand//* = F P , 
Ag eft égale à AG , Hcgc — AB — GC : ainfi dans l’équa- 
tion px—yy , qui convient à BC ScàBc, y —p,&Cx — x y 
Sep eft la même grandeur. 

D’où l’on voit que fi l’on plioit la parabole de façon que 
le pli fut dans la ligne ABb, la partie ACC de la parabole 
s’ajufteroit fur l’autre partie Acc. 

I I. 

La ligne PGAg touche la parabole au feul pointé qui 
eft le fbmmet du diamètre ABb ; car il faut que la réglé AC 
ou Ac falfe un angle avec GAg au point A , pour donner 
chaque autre point C , r de la parabole , Sc GAg eft feule- 
tangente au point A ; car toute autre ligne AC ou Ac pailant 
par A , & faifanr un angle avec GAg au point A , donne un 
point de la parabole, &: par conlêquent elle paflê par deux 
points de la parabole; d’où l’on voit que la tangente par le 
lommet^/, cil parallèle aux ordonnées du diamètre ABb. 

J ! ■■ ■ III. 

La parabole ACC eft concave à l’égard du diamètre ABb„ 
car chaque corde AC , Ac, eft entre l’arc qu’elle foutienc , &L 
le diamètre ABb.. j y 

366. Quand l’angle BAG eft droit, les ordonnées CB font 
perpendiculaires au diamètre AB ; ainfi dans ce cas ABb eftr 
l’axe dont AP eft le paramétré : dans tout autre cas AB eftr 
fimplemenc un diamètre dont AP eft le paramétré, qui 
n’elc pas alors le même que celui de l’axe ou d’un autre 
diamètre. : • ; V 

f 6 7. L’angle G AB que fait la tangente G AB au fbmmet A 
avec le diamètre AB , eft celui que fait en ce point A la 
courbe meme avec fbn diamètre AB. . 

' VL 

3 6 8. Dans la parabole, les coupées AB, Àb, ( fîg; 1 9 ) font en- 
tr’ellcs comme les quàrrés dés ordonnées-,* car nommant 
AB ( v ) , Ab [h), BC{y),bc{xJ, l'on aura •£• = £ = £ i 
èc par confequene les ordonnées BC (y), bc (^) lbnt en- 
rr’elles .comme les racines des coupées AB (*), Ait [u ) 
puifque yy . z$.;; x y &jr > \ Va • v «- 

Le 


36;. 
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L i v n i VIII. 345 

V I I. 

Le paramétré p eft à la femme de deux ordonnées bc Fie. XIX. 
•*- BC ( ^-*~y ) , comme la différence des mêmes ordonnées 

fa BC — ec ( ^ — y ) eft à la différence des coupées Ab 

— AB — B b ou Ce { u — x ) i car px = yy , & pu = s^.- 
donc pu — px =. x£. — yy i d’où l’on déduit p . -y 


370. 


\—y 


VIII. 


L’équation yy = px fait voir que les x augmentans , lesy 
augmentent auffi -, ainfi la parabole s’écarte de plus en plus 
à l’infini de fon diamètre. 


PROBLEME L j 

Oit Ton donne une méthode generale pour mener les tangentes 
des courbes géométriques. 

3 7 I - 'Une parabole ACc étant décrite fur un plan avec fon diametre Fie. XIX.’ 
ABb & fon paramétré AP , mener la tangente S C par un point 
donné C , dont L’ordonnée eft BC. 

I l eft évident qu’il fuffit de trouver la fbutangente BS J car 
, il n’y aura plus qu’à tirer la droite SC , Sc elle fera la tan- 
gente. Entre toutes les méthodes pour trouver les tangentes 
des courbes , on a choifi la fuivante qui convient à toutes les 
courbes géométriques , comme ayant le plus de raport à la 
méthode de les trouver par le calcul différentiel. 

Réfolution. i n . Il faut concevoir unefécante S Ce qui paffépar 
le point donné C, & coupe la parabole en un autre point c ; 

& mener l’ordonnée ebi & nommant AP (/>) , AB (t ) , 

BC ( y ) , BS ( s ) T Bb ou Ce ( e ) > l’cquation pour le point C 
eft /y — px = o. i*. Il faut trouver la valeur de or, parle 
moyen des triangles fémblables SBC, Cec , qui donneront 
SB (s) . BC{y ) :: Ce(e).ce — ~. 3°. Pour avoir l’équation 
par raport au point c , il faut mettre dans l’équation à la 
courbe, Ab(x-t-e) à la place de AB ( j c) , & (y ■—) à la 
place de BC ( y ) , & ordonner la nouvelle équation de ma- 
niéré que tous les termes de la première foient le premier 
terme de la féconde ; le fécond terme contienne toutes les 
grandeurs où e eft linéaire ; le troifiéme terme contienne 
toutes celles où fé trouver, & ainfi de fuite ; & l’on aura 
yy -*■ ~ s— o. 4“. Il faut ôter le premier terme 

— px — ep A A a a 
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de cette équation qui eft égal à zéro par la fuppofition , puiC 
que c’eft l’équation de la courbe 5 8c le relie doit par confe- 
quent être aulfi égal à zéro. 5 0 . Il faut diviler cette équation 
reliante par e, ce qui laiflera le premier terme fans e. 6°. Il 
faut fuppolêr la diftance Bb ou Ce (e ) des deux ordonnées 
BC, bc égale à zéro , ce qui détruira tous les termes excepté 
le premier , qui efb égal à zéro. 7". Enfin il faut trouver dans 
ce terme la valeur de l’inconnue /, & mettre au lieu de^ là 
valeur en x prife de l’équation de la courbe , 8c ce fera la 
foutangente qu’on cherchoit 5 car il eft évident que la diffé- 
rence Bb entre les ordonnées devenant zéro ou s’anéantif- 
fant, que les deux points C, c deviennent le lêul point Ç, 8c 
que la fecantc SCc devient la tangente au point C, 8c par 
confequent BS (s) devient la foutangente. 

Dans notre exemple , ayant ôté le premier terme, divile 
l’équation par e , 8c fuppofé enlûite e = o, l’équation reliante 
fera ~yy — p — o j ou mettant px à la place de yy, l’on aura 
y - px — p — o, d’où l’on déduit BS (r ) — ix. 

Ce qui fait voir qu’en prenant AS — AB , le point S fera 
celui ou la tangente CS rencontre le diamètre. 

R E M A R Q^U E. 

3 7 S’* l arrivoit , lorfqu’on cherche la tangente des differents 

{ •oints de la courbe , qu’en mettant dans le terme où e eft 
ineaire, des valeurs déterminées de x 8c de y, cela rendît le 
numérateur 8c le dénominateur de la fraction qu’on trouve 
ordinairement pour la valeur de s , chacun égal à zéro , il 
faudroit prendre le troifiéme terme où fe trouve e e , le 
divifer par ee ; fuppolêr enfuite ee = o , ce qui rendroit tous 
les termes, fuivants égaux à zéro, 8c l’on trouveroit par le 
feul terme reliant où étoit ee qui feroit lui leul l’équation, la 
valeur de s qui donnerait la foutangente qu’on cherche ; 8c 
ainfi de fuite, c’eft à dire , fi le terme où eft ee donnoit une 
valeur de s, dans laquelle le numérateur 8c le dénominateur 
fe trouvaient égaux chacun à zéro par la fiippofition de 
quelques valeurs déterminées de * 8c de y miles a leur place 
dans cette fraélion ou valeur de s , il faudroit paflêr au terme 
où le trouve 8c ainfi de fuite; 8c l’on remarquera que quand 
il faut palier au terme ee, l’on trouve d’ordinaire deux valeurs 
de s i quand il faut paflêr au terme e\ on trouve trois valeurs 
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SP 


de si ce qui fait voir dans le premier cas que la courbe a deux 
fou tangentes au point déterminé dont on cherche les fou- 
tangentes ; qu'elle en a trois dans le fécond cas , & ainû de 
fuite j c’eft à dire , cela arrive ordinairement. 


Corollaires de ce Problème four U parabole. 

L 

3 7 3’ ji l’on mene par le point touchant C une perpendiculaire 
CD à la tangente, fuppofànt que ABD eft l’axe , la fouper- 
pendiculaire BD effc toujours égale à la moitié du paramétré 
de l’axe { p : Car SB (ix) . BC {y) :: BC {y) . BD = g 
= = i , en mettant au lieu deyy fà valeur px. 

I I. 

J74- Si apres avoir trouvé la tangente SC au point C, on tiroit 
CI parallèle à l’axe ABb , AI parallèle à la tangente, qui 
féroit égale à SC , & qu’en nommant la coupée Cl (* ) , 
l’ordonnée AI ( y ) , on prît une ligne p telle que CI (.x) . 
IA ou CS ( y ) CS {y ) . p > cette ligne p forok le paramètre 
du diamètre CI , car px — yy : ainfi l’on pourrait décrire la 
même parabole par la formation ( fig. i6. ) * en prenant CI 
( fig. 19 ) pour ABb (fig. 16 ) , CS pour GAg > la grandeur p 
qu’on vient de trouver = pour le paramètre AP. 

1 1 l. 

37 S- D’où l’on voit que tous les diamètres de la parabole font 
parallèles à l’axe & entr’eux : Ce que l’on vient de dire du 
diamètre CI pouvant être appliqué à tous les autres : Et que 
AS — ’ AB — Cl — Ctyà caufe des parallèles. 

IV. . ; , „ 

37 fo D ou 1 on peut trouver en toute parabole tracée l’axe & fon 
paramètre, lorfqu’on n’a qu’un diamerre & le paramètre de 
ce diamètre, en menant deux perpendiculaires cBC , ebe à ce 
diamètre, qui fé terminent des deux côtés à la parabole, les 
partageant chacune par la moitié en B, b; & tirant bBA 
par les points B , b, ABb fera l’axe, BC, bt fos ordonnées; 
enfin faifant AB {x\ . BC (y J :: BC (y) . p , la ligne p fora 
le paramètre de l’axe. 

Pour, l’ ellipse. 

37 7* S o 1 t le paramètre donné AP — p, chaque coupée AB 
0=3 x > 1 ordonnée BC=y , le diamètre Aa qui eft donné 
a=d } 6c px = /= AGî les triangles APF , ABC font 

A A a a ij 


Fig. XIX. 


Fig. XIX. 


* }So. 
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Fig. XVH. 
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femblables, comme aufîi APf Abc ; c’eft pourquoi AP (p) ■ 
PF if) •••• SC [y) . AB ( * ) > d’où l’on tire f= I f : Mais 
les deux triangles Aa.G , 2 ?aC étant aufli lemblables, l’on a 
Aa.(d) . AG (/) :: a B {d — x) . PC {y ) i d’où l’on déduit 
f — -j~- = -x , qui le réduit à f-yy = dx — xx = i — x x 
x , qui eft l’équation de l’clliplê, où l’on voit que AP(p) . 
À*{d):: Jc l (yy) . AB x B* {dx — xx), ce qui convient aux 
ordonnées y de tous les points de l’cllipfé. 

Définition. 

378* La ligne Aa.{d) eft le premier diamètre i le point du milieu K 
du diamètre eft le centre i la ligne Bd parallèle aux ordon- 
nées par le centre K , & terminée des deux côtés à l’ellipfc, 
eft le fécond diamètre , ou le diamètre conjugué du premier dia- 
mètre A cl. Ces diamètres s’appellent l’un le premier axe , & 
l’autre le fécond axe , quand les ordonnées leur font perpen- 
diculaires. Le paramétré p d’un diamètre Aa(d ) , dont on 
fuppofe le diamètre conjugué DKd = J', eft toujours la 3 e 
proportioncllc au premier diamètre d & au fécond S j ainfî 
d . é :: S. p , bi p—dL. Le paramétré t du fécond diamètre 
Bd(J~), eft de même la 3' proportionelle à P Scdi ainfi J', d 
::d.7r,&C7r=dfi d’où l’on voit que d . p ( L_) dd . JeT j 
ScS. 7 r{df) aSJ'.cU. 

Autre exprtjjïon de P équation à P ellipfe. 

3 7 9. prenant le centre K pour l’origine des coupées, & nom- 
mant chaque /T 2 ? (■*), BC(y ) , As. ( d ) , AP (p ), il eft évi- 
dent que K A = {dt ainfi AB — \d — x. Mettant^ — x 
au lieu de x dans l’équation £yy=dx — ** , il v ient cet te 
autre équation à l’ellipfe £ y y = \ dd — xx = \d — x x 
\d-r- x , qui donne AP{p) • Aa-(d) :: Bcf ( yy ) . AB x 
Bct{\dd — xx). 

380. Puifque £ = 77 , on peut mettre dans chacune de ces 
équations de l’ellipfe 77 au lieu de £, &c la première £ yy = dx 
— xx, deviendra ^jyy= dx—xx -, Ôc la féconde £yy—\dd 
— XX , deviendra jfyy — \ dd — xx. Multipliant cette der- - 
niereparii, elle deviendra^ = — ij xx> & tranf- 

pofànt 2ix x = 7 S'J'—yy , ou bien dixx — ~JJ-*-yy = o. 
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& mettant ' = , l’on aura ~xx — \ de/'-*- yy = o, qui pli 

l’équation à l’ellipfè par raport au diamètre conjugué dD—J', 
dont le paramétré eft tt, laquelle donne cette proportion , 
Le paramétré 7rdu fécond diamètre dD eft au fécond dia- 
mètre dD ( ef ) , comme le quarré de l’ordonnée Ce <=BK (x) 
eft au produit i de x eD = -4 dJ ' — yy — ~ 6 -r- y x~S —‘■y. 

Corollaires de la formation de l’ellipfe. 

L h premier , le fécond , le troifiéme , le quatrième & le 
cinquième Corollaire de la parabole , conviennent aufli à 
l’ellipfè. 

VI. 

On peut voir par l’équation fjyy ==.~dd — xx, les endroits 
où l’ellipfè rencontre le diamètre A&, & le point qui en eft 
le plus écarté. Car, i°, quand K B ( x ) eft zéro, ce qui arrive 
au centre K , yy — \ M , ainfi y = \ J' = KD , qui eft le 
point de l’ellipfè le plus éloigné du diamètre Ai- i°. Quand 
KB (x) = K A ou Ka.({d) , alors -tfyy = \dd — \dd = 0 ; 
ainfi ; = oau fommet A , & de meme au point a J ce qui 
fait voir que l’ellipfè rencontre chaque diamètre comme A& 
en deux points A & a également éloignés du centre K. 
3 °.KB(x) ne peut pas furpaflbr AK{\d), pareequ’autre- 
ment le (ècond membre \dd — xx (croit négatif , & par 
confequent la valeur d ç.y (croit imaginaire , c’eft à dire im- 
poflible. 

VII. 

Les quarrés de deux ordonnées BC , bC , (ont entr’eux 
comme les produits des (égmens AB x a.B, Ab x b a, dans 
lefqucls ces ordonnées partagent le diamètre. 

VIII. 

Si l’on décrivoitun cercle fur le diamètre Aa., & qu’on 
prolongeât les ordonnées BC ju(qu’à la circonférence , lés 
quarrés des ordonnées du cercle étant égaux chacun au 
produit des (égmens du diamettre dans lefquels ces ordon- 
nées le partagent % les quarrés des ordonnées B C , bC a 
l’ellipfè (éroient entr’eux comme les quarrés des ordonnées 
au cercle par les mêmes points -, d’où il fuit, en prenant les 
racines de ces quarrés , que les ordonnées à l’ellipfè (ont 

A A a a iij 
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entr’clles comme les ordonnées au cercle par les même* 
points. 

PROBLEME II. 

3 ^ 5 - fyî EN EU une tangente SC par un point donné C de Cellipfe dont 
Fio.XX. Aa[d )efi le premier diamètre , Dd (J) le fécond diamètre , BC (y) 
Cordonnée au point donné C , <£• K B ( x ) la coupée > (ÿ- C équation 
eJlTÎ'jf — A dd -t- x x == o. 

? 371. Jl faut trouver la foutangentc BS = s, & fûppofer* x—x 
& y = y — -îli pareeque les/C-Sf*) croiftant, les 
BC ( y ) diminuent j & mettre dans l’équation ces valeurs 
de*& dey, & faifant comme dans la parabole, on trou- 
vera yy — rh'vy -fâ-.'ny — o> 

— \dd + îfJt -t- ee 

- 4 - XX 

d’où l’on déduira fâ yy — x , & ( en mettant pour jlyy fi 
valeur A ^ — xx ) \dd — xx = sx , & BS (s) = 

Cf qu’il falloit trouver. , ^ , 

j 8 6 . D’où l’on déduit A 5 = r •+• x = -S— . Ce qui donne 

cette proportion KB (x) . KA (\d) :: KA (\dj . K. S 
(s- i-x) = qu’il faut remarquer. 

j 8 7. Si on vouloit fê fervir de l’équation par raport au fécond 
diamètre Dd qui eft dL xx — a PS' -+■ y y = o , l’on trouve- 


roit la fbutangente ef{r) — 


_ —yy 


, & Kf—~ 


y y 

qui donneroit K<ou BC ( y ) . KD ) :: KD^S 1 J . Kf 
Ai'!' J 

Corollaire du Problème precedent. 


J 8 8. S 1 Bon tire le diamètre CKc , & qu’on prenne ce diamètre 
Fie. XX. pour AKo. (fig. 17 ) , & la ligne f CS ( fig. 10 ; pour la ligne 
& XVII. PG A g /'fie 17A& qu’on prenne auffi pour parametre^/’(/>) 
( fig. 17,), la 3 e proporrionelle au diamètre CKc f fig. 10^, Sc 
à fon diamètre conjugué GKg qui eft la parallèle à la tan- 
* ) 6 u gente SCf par le centre K , 8 c qu’on forme l’elliplê * comme 


Digitized by Google 



Livre VIII. 

* }6i. dans la figure 17*, l’on tracera la même ellipfé de la figure 105 
dont l’équation fera, en tirant Al parallèle à CS, — x AI 1 
= Cl x le i d’où l’on voit que tous les diamètres de l’eliipfè 
pafient par le centre K> & qu’ils font partagés à ce centre FC 
en deux parties égales KC,Kci ce que l’on vient de dire du 
diamètre CKc convenant à tous les autres. 

Pour l’ hyperbole. 

3^9* § o it le paramétré AP = f, chaque coupée AB = x, Fic.XVIII. 
chaque ordonnée BC = y , le diamètre Ai = d, PF -f- 
A caufedes triangles fémblables AP F, ABC , comme auffi 
APf Abc , l’on a, AP (f) . PF (f) BC(y). AB ( x ), d’où 
l’on déduit /= -ÿ- J les triangles fémblables AiG , 2?aC, 
donnent mïïi. Ai (d) . AG=PF(f) :: iB ( d x ) . BC(y), 
d’où l’on tire *§- , ce qui donne l'équation à l’hy- 

perbole jjy = dx ■+• xx = d ■+■ x xje = a B x AB J ainfi 
dans l'hyperbole AP{p) . Ai{d) :: Je 1 (yy) - 0.B x AB 
( dx-r-xx ). 

j 9 O. Si au lieu de AB = x , on fuppofé K B = x (K eft le 
milieu du diamètre Ai, & fé nomme le centre ) , alors a B 

— \d •+• x, & AB = KB — KA — x — \d, & l’on aura 
cette fécondé exprefiion de la même équation fyy — xx 

— -J dd. 

j ^ x. Pour avoir d’autres exprefiions de l’équation à l’hyperbole, 
on remarquera que chaque diamètre comme Ai (d) a ion pa- 
ramétré détcrminé^i J (p)j& que fon fécond diamètre Dd{P) 

3 ui pafle par le centre K, eft parallèle aux ordonnées BC 
u premier diamètre , & qu’il eft la ligne moyenne propor- 
tionelle entre le premier diamètre Ai{d) &c fon paramétré 
AP (p) > ainfi Ai {d) .Dd(S') :: Dd(i') , AP (f) y par 
conféquent p == d *. , & P = Vdp: le fécond diamètre a auffi 
fon paramétré 77-, qui eft la ligne troificme proportionelle au 
fécond diamètre & au premier d ; ainfi n = & d = VvP. 

Autre txprejjion de P équation d P hyperbole. 

3 9 I l fuit de là que f=-^cn mettant dans £ au lieu de p fa 
valeur ainfi on peut mettre dans les équations prece- 
dentes à l’hyperbole -77 au lieu de y , Ce elles feront changée* 
en Jtyy == dx + xx j & jjyy — xx — * dd. 
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J 9 3 . On peut aufïï rapporter l’hyperbole immédiatement à fo n 
fécond diamètre Dd(S ') , en le lèrvant de la fécondé équa- 
tion ; car puifque 77 yy = xx — \dd, en multipliant le touc 
par -if , & tranlpofant l’on aura ii xx =jy + met- 
tant encore, fi l’on veut, au lieu dc~ fa valeur i, puifque 
, 7 r = , l’on aura ^xx — yy c’cft à dire le paramé- 

tré du fécond diamètre w . Bd (<T) bC 1 = KB ‘ (**) ./Ch 1, 
•+- KD 1 {yy-t- iJ'J'). 

Corollaire s. 

? 9 4- Les cinq premiers Corollaires de la parabole conviennent 
auiG à l’hyperbole. 

VI. 

î 9 J* L’eqjiation de l’hyperbole ACC convient aulTi à l’hy- 
Fic. XVIII. perbole oppofée a*, fie on peut la déduire de la même ma- 
niéré de la formation de l’hyperbole ; car nommant a.'ï(x), 
(2 x[y) , Pç{f), Ai (d) , AP{p) , les triangles fêmblables 
A Pt fie Ai Sx donneront^ P{p) . P$ ( f) ::0 k ( y) . Ai[d -t- x) } 
d’où l’on aura / = - r - jE . i . : Les triangles fêmblables Aa.y fie 
a3z donneront auffi Ai{d) . Ay = P<ç(f) ( par la füppofi- 

• tion*) :: a^g ( x) . 0x(y) > d’où l’on aura f—2f — t 

qui fê réduit à f-yy = dx -t- xx,, qui eft la même équation 
qu’on avoir trouvée pour l’hyperbole AC Ci par laquelle on 
voit que quand a/3(x ) = AJ3[x ) , /3 * (y) fe trouve necef. 
fàirement = BC{ y) 5 ce qui fait voir que ces deux hyper- 
boles font égales de maniéré qu’on peut les ajufler l’une fur 
l’autre. 

VH. 

j 96 . Il eft évident par cette équation que plus les x augmen- 
tent, plus les y augmentent aulfi, ce qui fait voir que l’hy- 
perbole s’écarte à l’infini de fbn diamètre. 

PROBLEME III. 

397 - Mener une tangente SC par un point donné C de t hyperbole 
Fig. XXI. dont le premier diamètre cjl Aa (d ) ; le fécond Dd ( <T) J le para- 
métré du premier diamètre Aa { p ) J la coupée K B ( x) i l'ordon- 
née BC (y) i la [outangentt BS (s J , & l équation y yy L dd 
XX =s c. 

IJ 
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Il faut* mettre dans l’équation x -t- e à la place de x, & * 57». 
y -4- il- à la place Aey, parceque AB ( x ) augmentant de -t- e , 
y augmente auffi de-+--y-;£c l’on aura fyy + ^+^5=0, 

— xx — lex — ee 
+ \dd 

d’où l’on tire * -f-yy = x, & (en mettant au lieu de fyy fa * 371. 
valeur xx — \dd) BS (/) = — — ^- î — — , qui eft la valeur 
de la foutangente BS (s) que l’on cherchoic , puifque BK(xl 
eft fuppofée connue. 

I JJ 

3 9 8. D’où l’on déduit KS — KB — BS (x — s ) =-i- — j par 

confequcnt KB (x) .KA(fd) :: KA{\d) . K S (* — s),. 

Ce qu'il faut remarquer. 

Corollaire I. 

3 99 * L’on peut déduire de ce Problème le même Corollaire 
que l’on a tiré du Problème de Pellipfe, pour décrire la 
même hyperbole par le moyen du nouveau premier diamè- 
tre CKc, de la tangente SC Sc du paramétré de ce nouveau 
diamètre CKc , lequel paramétré le trouve en menant par le 
fommet A l’ordonnée AI au nouveau diamètre parallèle à la 
tangence SC , & faifanr enfuite cette proportion. Le produit 
des lègments cl par CI du diamètre cKC prolongé , eft au 
quarre de l’ordonnée^/ à ce diamètre CKc, comme ce dia- 
mètre CKc eft au paramétré de ce diamètre CKc. Cette pro- 
portion eft déduite de l’équation â l’hyperbole > & les trois 
premiers termes étant connus , le paramétré du diamètre 
CKc devient auffi connu ; le nommant />, l’équation fera 
Aï 1 = C/ x le. 

Corollaire II. 

Où ton trouve la maniéré de tirer les afymptotes de l hyperbole. 

A i jj 

Y A N T trouvé que KS (x — s) = - 4 - — ; fi l’on fuppofo;Fic.XXI. 

KS = o , l’on aura, i°, x — s — o, & par confoquenc la fou- 
tangente s — x, quand KS = o; & AS qui eft la diftance 
du Iommet A au point S de la foutangente devient KA( \d)\ 

i* } = o dans ce cas : or quand une fraction eft égale à 

* ^ B B b b 
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Analyse demontr E’e. 
zéro, il faut que le dénominateur foit infiniment grand par 
raport au numérateur ; ainli quand KS = o, 8c s = jc^il faut 
que la coupée AB(x) fbit infinie par raport à ' dd. Mais les x 
croifïant , les y croiflént auffi 5 c’eft pourquoi quand x cft 
infinie, y l’eft auffi : d’où l’on voit que quand KS — o, c’eft à 
dire, quand la fbutangente commence au centre K, la tan- 
genre SC ne touche l’hyperbole qu’à une diftance infinie ; 
8c c’eft: ce qu’on appelle l'afymptctc de l’hyperbole : 6c la 
féconde branche Acc de l’hyperbole ayant une femblablc 
tangente, étant entièrement égale à la première, elle a auffi 
fon afymptore, 6c ces deux afymptotes le font auffi des deux 
branches de l’hyperbole oppofée arc. 

L’on a déjà un point des afymptotes au centre K > voici 
la manière de trouver le fécond point. L’équation iyy — xx 
h- \dd— o par raport à KB(x) infinie, 8c à BCiy) auffi 
infinie , c’eft: à dire, par raport au point C infiniment éloigné 
de K où l’afymptote touche l’hyperbole, devient jf jy — xx 
= O; car à dd s’évanouit de l’équation, étant zéro par raport 
aux deux autres termes où font^ 6c x -, l’on a donc dyy=^pxx 
Sc y y/d = xV/>, ce qui donne x .y :: vd . Vp. Or en menant 
tAT par le fbmmet A parallèle aux ordonnées BC , l’on a 
deux triangles fémblables K AT, KBC , dont le dernier eft 
infiniment grand , 6c cependant l’efprit peut l’apperccvoir 6c 
le fuppofer ■> l’on a donc , KB ( x ) . BC ( y ) K A . AT ■■ mais 

x.y ::Vd. Vp , donc Vd . Vp :: KA {\d) . AT = 

yd 

= ~ Vdp j par conféquent fi l’on fait AT — \Vdp, c’efl: à 
dire, égale à la moitié de la moyenne proportionelle entre 
le premier diamètre Ai 6c fbn paramétré p ( laquelle moyen- 
* js>i. ne proportionelle cft: auffi le fécond demi-diametre * ) , 8c. 
qu’on tire la droite KT, elle fera l’afymptote de la branche 
ACC ; 6c tirant de même At , ce fera l’afymptote de la fé- 
conde branche Acc S 6c les prolongeant du côté de l’hyper- 
bole oppofée acc , elles en feront auffi les afymptotes. 

On trouve par une fémblable méthode les afymptotes 
des courbes des autres genres plus élevés qui en ont. 


A 
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A 

THEOREME.* 

Des propriétés de C hyperbole par raport à fes afÿmptotcs. 

4OI. Un e hyperbole ccACC & Ton oppofée étant tracée fur Fic.XXI. 
un plan avec un de lès diamètres quelconque donné Ai , fon 
fécond diamètre dKD, & la tangente tATi l'extremité de 
ce diamètre , qui eft toujours parallèle aux au fécond dia- 
mètre j fl l’on fait AT , At chacune égale à la moitié du 
fécond diamètre dKD , qu’on tire KT, Kt , & qu’on les pro- 
longe à l’infini du côté de A &c du côté de a ; ces lignes feront 
les afymptous de l’hyperbole cAC & de fon oppoiée ; c’cft A 
dire, que chacune des quatre branches des hyperboles op- 
pofées s’approchera toujours de plus en plus de fon afymptore 
fans pourtant la rencontrer, fi ce n’eft à une diftancc infinie. 

Démonstration. 

Nomm K-ur KA{\d) ,KD{{l),KB(x),BC (7), l’on 
aura à caufë des triangles femblables KAT , KBE, KA( { d) 

• AT = KD (Ÿ ^ ) •••■ KB(x) . £E — dj-i ainfi CE =-7 
— y. Or l’équation à l’hyperbole -jfyy-=xx — {dd, donne 
y = 3 y/xx — {dd> ainfi CE = jxx — y/xx — { dd i d’où 
il fuit que plus* augmente, & plus CE diminue, & par con- 
fequent l’hyperbole approche toujours de fon afymptote, 

& que cependant elle ne la rencontrera qu’à une diftancc 
infinie ; car la valeur de CE demeurera toujours pofitive y 
jufqu’à ce que x foit infinie -, & quand elle le fera, CE devien- 
dra zéro, ( — {dd étant zéro par raport à -t- xx ) 5 Sc l’afyin- 
ptoce touchera l’hyperbole. 

PREMIERE PROPRIETE'. 

4 01 * S 1 l’on rire des parallèles ecBCE à la tangente tT > ou, ce 
qui eft la même choie , au fécond diamètre dD , qui fe ter- 
minent de part & d’autre aux afÿmptotcs ; CE x Ce ~ 'ât'~ 

— TC 5 1 ; car, par ce qui précédé, CE= j- x x — Vxx — - ad, 

&c Ce = Be(? x) BC( y— 7 y/xx — { dîd)-, donc 
CE xCe—^xx — y/xX~dd- { dd x d x x -t- y/xx — {dd = 

Il eft évident qu’on prouvera de même que cex r£ = ÂTs x 
=-Kd l . ! B B b b ij 
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405* Si l’on mené aufli des parallèles Ceix. au premier dia- 
Fio.xxii' métré, qui fe terminent aux hyperboles oppofées, & qui 
coupent les afymptotes en e , 1 ; Ce x Ct = ka x i car les 
? 4°i. mangles femblables KBE, Kbe donneront BF.{^j-*) . KB{x) 
:: Kb [y = j)/xx — %dd) . be — V'x.v — ±dd ; d’où l’on 
aura Ce = x — Vxx — \dd, & Ci = Cb -+- be = x •+» 
y/ xx — \dâ-, donc Ce x Ci = ■+■ \ dd — KÂ * . 


Seconde propriété'. 

4 O 4. Si l’on tire par un point quelconque C de l’hyperbole ou de 
Figjcxii. fon oppofée, des lignes droites comme GCg, ECe , &c. qui 
coupent chacune l’hyperbole en deux points C, ci C, i, & qui 
fe terminent aux afymptotes en£,r, enG, g» les deux pâmes 
de chacune de ces lignes droites comprifes entre l’hyperbole 
& l’afymptote , comme CE, ce, ou CG, ig, Ccc. font égales. 
Si l’on en tire de même aux hyperboles oppofées , comme 
Ce tx, CLlx, les parties Ce, x» , font égales 5 comme aufli 
CL, xl feront égales. 

1 ", Cette propriété eft évidente par raport aux lignes droi- 
tes parallèles au demi-diametre d D -, car la partie LE , par 
exemple de ECBce, eft égale à Ba & de plus l’ordonnée BC 
à l’ordonnée Ba ainfi CE — ce. Il en cil de même des pa- 
rallèles Ce ix au premier diamètre. 

i°. Voici la démonftration pour les autres lignes comme 
GCigi il faut démontrer que CG = ig. Pour le faire on 
mènera par C & par* les parallèles au fécond diamètre ECce, 
Hqih , & on nommera CE— ce ( e ), Ce — c£(c), qH — ih(t), 
iH — qb [h), iC[ b) » & les lignes qu’on veut prouver égales 
CG (sJ, /£(*). Les triangles femblables HGi , EGC donne- 
ront iH{h) — CE ( — e) .CE (e) :: iC(è) . CG ( -fa) . 
De même les triangles fomblables Cge, igh , donneront Ce(c) 
— ih ( — i) . ib[i) :: iC (b) . ig(u= Il refte à démon- 
trer que CG (^= jèr) = /g(*=r=V). Il n’y a qu’à les 
réduire au même dénominateur, & l’on aura 
Sç u — j 

h-tXt—i 

chaque refte par - ^ = h *-= =, , il refte d’un côté ce, & de l’au- 
tre ib. Or cc—Cex. CE , Sc ih — iH x qH i & ces deux 


effaçant dans chacune — bei, &c divilànt 
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produits font égaux * chacun à HT 1 = itÂ* i ainfi ils font ? 40t. 
égaux 5 donc CG = ig. Ce qu'il falloit démontrer. 

"On démontrera de meme que CL — xl en menant par L 
ôc / des parallèles au premier diamètre KA. 

Corollaire, 

Où ton donne une defeription facile de t hyperbole. 

40;. o N trouve par cette propriété tous les points qu’on veut 
d'une hyperbole 8c de fon oppofée , dont on a les afymptotes 
& un feul point C $ car il n’y a qu’à mener par C tant de 
lignes droites qu’on voudra, comme Cg, CG, C % , &c. 8c 
prendre fur chacune, par exemple farGCg la partie ig — CG, 

& le point i fera, un des points de l’hyperbole : il en eft de 
même des autres, 8c chaque point qu’on trouve , peut fërvir 
de même à en trouver tant d’autres qu’on voudra. 

TROISIEME PROPRIETE', 

Où ton explique t équation de t hyperbole par raport 

ù fes afymptotes. , 

4°6- S 1 l’on tire parle fommet^f du diamètre Aa, AF parallèle Fic.xxn. 
à l’afymptote Kftg,8c Af parallèle à l’autre afymptore, 8c 
qu’on tire par un point quelconque c de l’hyperbole les pa- 
rallèles c M, cN aux afymptotes jufqu’à la rencontre des 
afymptotes en M 8c Ni l’on aura toujours KM x Mc — Kf* 

Af. Il en eft de même de l’hyperbole oppofée , ce qui donne 
KM . Kf:: Af . Mc. 

i n . Il eft évident que la tangente tAT étant partagée 
également en A , .✓//‘parallèle à la baleAT du triangle KtT 
partage auffi Kt en deüx parties égales en fi ainfi Kf , /#, 8c 
AF qui eft parallèle à Kf y font trois lignes égales. Par la 
même raifon KF , FT , Af font égales. i°. Menant par c, 
ecCE parallèle à la tangente, on nommera les connues AT 
= At = KD ( i- 1) i KF = FT = Af(a) -, Kf=ft = AFtb ) ; 
les inconnues KM = Ne ( x ) , Mc = KN{y) i 8c l’on aura 
àcaulè des triangles femblables AFT , cNE, AF{b) . 

AT (1^) Nc{x) ,cE— j de même les triangles 

femblables^//, cMe , donneront A fl a) . At{\t) :: Mc{y) 

. ce = Mais cExce = A r* * j ainfi == 

B B b b iij 
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d'où l'on déduit xy — ab, c’eftà dire KM* Mc— Kfxf A. 
Ct qu'il fallait démontrer. 

Ain CiKMxMc—Kfx fA ; c’cft à dire xy — ab eft l’équa- 
tion de l’hyperbole par raport à Tes afymptotes , & elle ex- 
prime le raport de tous les points c de l’hyperbole à l’afym- 
ptote KM par le moyen des coupées KM(x) , fit des ordon- 
nées Mc (y) j &c elle convient de même à l’autre branche &c 
à l’hyperbole oppofée. 

PROBLÈME IV. 

4 ° 7* Ai EN EK une tangente Sqs par un point donne quelconque q de 
Fic.xxil. I hyperbole , en fe fervant de £ équation aux afymptotes xy — ab 
— o j c’efl à dire , ayant mene t ordonnée qV, trouver la foutan- 
gente VS. 

Soit KV = * , Vq=J,VS = s, on trouvera par la 

* 371. méthode * en mettant x -*• e a la place de x , j a la 

place de ,7 dans xy — ab — o, s — s ci ce qui fait voir qu’en 
prenant VS ( r ) = K V {x) i fie tirant Sqs , elle fera la tan- 
gente. 

Corollaire I. 

408. Puisque l’ordonnée q V partage K S en deux parties 
égales, il eft évident qu’étant parallèle à la bafe Ardu trian- 
gle KSs , elle partage auiïî la tangente Sqs en deux parties 
égalés au point touchant q. 

Corollaire II. 

Oà l'on explique £ hyperbole équilatere. 

4 o 9. Si pon mene par le centre K & par le point touchant q une 
ligne Kq , ce lera la moitié d’un premier diamètre, fie la 
moitié qS delà tangente sqS fera égale à la moitié du fécond 

* +01, diamètre *, fie lui îèra parallèle. Or fi un feul premier dia- 

mètre de l'hyperbole eft égal à fon fécond diamètre , ( ce 
qui ne peut pas arriver que le premier fie le fécond diamètre 

* 351. ne foient chacun égal au paramètre* ), i“, l’angle F Kf des 

afymptotes fera droit 5 x*, chaque premier diamètre de l’hy- 
perbole fera toujours égal à Ion fécond diamètre, fie par 
confcquent aufîi à fbn paramètre. 

• i°. Car foit Kq la moitié d’un premier diamètre quel- 

conque , fie sqS la tangente au fommet q de ce premier dia- 
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métré , la moitié qS de la tangente fera égale à la moitié du 
fécond diamètre ; par confcquenc fi le premier diamètre cft 
' égal à fon fécond diamètre , Kq fera égale à qS , &. le triangle 
KqS étant ifocele , l’ordonnée qV au point touchanc paral- 
lèle à l’afymptote YLf partageant KS en deux parties égales 
en V , fera perpendiculaire fur l’afymptote KF > l’afymptote 
K/féra donc aulli perpendiculaire au point K fur KF. 

i u . Puifqu’il fuit de l’égalité d’un feul premier diamètre 8c 
de fon fécond diamètre , que l’angle des afy mptotes cft droit, 
une ordonnée quelconque frétant parallèle à l’autre afym- 
ptote K/, fera perpendiculaire fur KF} & fi l’on mene par 
ce point q une tangente qS & un diamètre Kq, le point y de 
la perpendiculaire qV étant au milieu de KS, le point tou- 
chanc q fera également éloigné de K & de 5 J par conféquenc 
K q — qS > la moitié K q d’un premier diamètre quelconque 
fera donc égale à la moitié qS de fon fécond diamètre. 

Définition de l'hyperbole équiLttcre. 

4.0- U n F. hyperbole donc l’angle des afymptotes eft droit, 
s’appelle équilatere , dedans une hyperbole équilatere, chaque 
premier diamecre cft égal à fon fécond diamètre , comme 
aulli à fon paramètre. L’équation de l’hyperbole équilatere 
par raport aux afymptotes eft xy — aa , quand K A eft l’axe* 
Sc xy—ab, quand /Cysfeft un autre diamètre que l’axe. Cette 
équation convient aulli à toute autre hyperbole par raport 
aux afymptotes ; ainfi l’équation à l’hyperbole équilatere païf 
raport aux afymptotes ne diffère pas des autres : Mais par 
raport aux diamètres , l’équation à l’hyperbole ~yj — xx 
— \dd devient pour l’hyperbole équilatere = xx — ~dd ; 
& par raport au fécond diamètre xx =yy ^ t'd, $•£ — ~dd. 
On fé fert beaucoup dans la réfolution des Problèmes de 
l’hyperbole équilatere , parcequ’elle eft la plus fimple. 

PROBLEME V. 


411 


Vf âge de la méthode des tangentes pour trouver par une meme 
operation les tangentes d’une infinité de courbes. 


^ K OVKE R les fout ange nt es de tontes les courbes à ? infini repre. 
f entée s par cette équation p m “ ' x = y m , ou bien { fuppofant , pour 
abréger le calcul , le paramétré p = 1 ) ix = y m . 
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On remarquera que quand m eft une grandeur pofitive, 
l’équarion précédente eu l’équation qui convient aux para- 
boles de tous les degrés à l’infini, & que quand m eft néga- 
• tive, ou bien xÿ" — i eft l’équation des hyper- 

boles de tous les degrés à l’infini par raport aux afymptotes. 

* il 1 ’ Il faut mettre dans l’équation y m — ix = o, y * à 

la place de y m , & x e à la place de x i & il fuffit d’aller ici 
jufqu’au fécond terme où e elt linéaire , fi ce n’eft dans les cas 

* de la remarque * .- ainfi l’on trouvera /” e~y m — o, ce qui 

— x — le 

donne r = rny m , & en mettant pour y" fa valeur ix, l’on 
trouve s = >nx. Ce qu'il f,illoit trouver. 

Quand dans l’équation y 1 ’ — ix — o, m = 1 , la foutan- 
gente s eft égale à deux fois la coupée x , comme on l’a 

* nu trouvé ci-deUùs * -, quand m — 3 , la loutangenre eft égale k 

3*, & ainfi à l’infini. Quand m eft négative, &c que l’équatiorr 
xy m — 1 = 0, eft aux hyperboles de tous les degrés par 
raport à leurs afymptotes , fi m = 1 , la foutangenre eft r — 

* 4°7 ix, comme on l’a trouvée ci-delïùs‘, la valeur négative 

— ix de la foutangente marque qu’il la faut prendre du 
côté oppolë à l’origine K , comme l’on a pris VS ( fig. zi)- 
Si m — 1, la foutangente 5 = — zx , & ainfi à l’infini. 

41 i. On trouvera de même en mettant x e au lieu de \ , 
&c j -+- -iL au lieu de y , que les loutangentes des ellipfës de 
tous les degrés à l’infini , dont l’équation eft ‘j r y m * u =.x jn x 
d — x”, font reprelêntées par s = ; & que les 

loutangentes de toutes les hyperboles dont les équations par 
raport à leurs diamètres font reprefentées par fy m ~"=x m x 
(! + *", font auffi reprefentées par s — " . Les 

Lecteurs les trouveront facilement par l’application qu’on 

* 371. vient de faire de la méthode * des tangentes à l’équation 

generale des paraboles & des hyperboles de tous les genres, 
laquelle fuffit pour faire concevoir la maniéré de l’appliquer 
à toutes les autres équations generales & particulières des 
courbes géométriques. 


De 


/ 
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De la defcription des courbes en trouvant plufteurs de leurs points 
très proches les uns des autres. 

Pour les trois sections coniqjjes. 

413. O n mènera d'abord les deux lignes des coordonnées O^a, 
OE , perpendiculaires l’une à l’autre , parecque la defcription 
fuivantc convient aux axes des trois fedions coniques. On 
fuppofe un point donné F fur O An qu’on appelle le foyer, fie 
deux lignes connues og, gh , qu’on nommera la première m, 
la fécondé n : Cela fuppofé, i°, il faut partager O F en A, de 
façon que OA.AF::og{m).gh ( n ) jen failant à part l'angle 
quelconque hof,&C prenant og = m,gh = n,&c of—OF , 
joignant hf , fie tirant par g, gu, parallèle à bf, l’on aura 
oa . af :: og(nt) . gh(n)> ainfi l'on aura le point A qu’on 
cherchoit fur OA F. i°. H faut faire AG perpendiculaire fur 
O AF égale à AF, fie tirer la ligne indéfinie OGHD. 3". Pour 
avoir tel point qu’on voudra de la fedion conique qu’on veut 
décrire , il faut prendre fur l’axe O AF le point B où l’on 
voudra -, fie après avoir élevé la perpendiculaire à l’axe BD 
jufqu’à la ligne OGHD , ouvrir le compas de la grandeur de 
. BD , fie mettant une pointe fur le loyer F , tracer avec 
l’autre pointe un arc qui coupe BD en C. 

Le point C ainfi trouvé eftun point de la parabole, quand 
w = » ; de l’ellipfe , quand m furpafic n 5 de l’hyperbole, 
quand m eft moindre que n ; & l’on trouvera de la même 
maniéré tant d’autres points que l’on voudra, fie auilî proches 
les uns des autres qu’on voudra. On va mettre en Problème 
la manière de démontrer ces trois cas. 

PROBLEME VI. 

Pour la parabole. 

4 1 4* QjV AND m = n, trouver f équation de la courbe , dont C eft 
l'un des points. 

Soit OA = ainfi AF — OA—^p', foit AB = x, 
BC = y > foit menée la ligne FC égale à BD par la conftruc- 
tion. A cauiè des triangles rectangles fomblables0^G,O.Z?Z), 
l’on a OA{\p) . AG Ijp) :: ÔB (i/> -+-■*) • BD= FC 
= ~p -i- xi l’on a auflî F B = AB (*) — AF ( — \p) —x 
— I p : fie à caufo du triangle redanglc FC B , FC 1 (fëpp 
H- \:px-trxx) — FË 1 ( — XX’f’ipx — TïJ>p) = EC 1 {yy) ) d’où 


« 


FioJCXIU. 


Digitized by Google 



I 


# 

566 Analyse demontree. 

l’on déduit px — yy, qui eft l’cquation à la parabole : AB eft 
l’axe , parceque les ordonnées BC (y) lui font perpendicu- 
laires, Scp — ^-OA (4 x lp) eft le paramétré de l’axe. 

Remarques. 

I. 

4 1 J- La ligne OG H B eft tangente du point H où fe termine 
l’ordonnée au foyer F Fi ; car nommant AF (x), O F fera. 

• 371- égale à zx, qui eft la lôucangente de la.parabole *. 

I I. 

4 1 6. Si par un point quelconque C de la parabole on mene une 
fio.xxiv. ligne CF au foyer, 8c la ligne CE parallèle à l’axe AB , qui 
par la conftrudion eft égale à FC , & après avoir ciré FE , Ce 
partagé FE au milieu en L , on mené la ligne CLS, elle fera 
tangente au point C i car les triangles E ZC , S Z F , feront 
re&angles en Z , puifque le triangle ECF eft ifocele , &c ils 
feront femblables &C égaux, ayant les côtés EZ, Z F égaux* 
par confequent S F = EC — 0B\ d’où l’on voit que 5 O 
— FB, par confequent AS = AB J ainfi SB = rAB ( zx ) 

* 37 *- eft la fbutangcntç du point C *. 

I I I. 

417* D’où il fuit que l’angle s CM que fait la tangente SCs avec 
la parallèle ECM à l’axe par le point C , étant égal à l’angle 
oppofe au fommet ECS , il eft aulli égal à l’angle SCF , qui 
par la conftruclion eft égal à l’angle ECS. 

D'où l’on voir que fi l’on donnoit à du métal bien poli la 
figure parabolique que formeroit la parabole BC FIA en la 
fai/ânt tourner autour de Ion axe AFB , on aurait un miroir 
qui raffembleroit au foyer F tous les rayons comme MC qui 
feraient parallèles à l’axe AFB i 6c qui reflechiflant les rayons 
d’un point lumineux qui ferait au foyer F , les rendrait tous 
parallèles à l'axe * puifque dans la réflexion chaque angle 
d'incidence MCs eft toujours égal à fon angle de reflexion 
FCS. 

P ou a l’ellipse et l’hyperbole. 

4 1 Qu a n D m eft plus grande ou plus petite que n, trouver 
l’équation de la courbe dont C eft l’un des points, 
fio.xxiii- Comme l’cllipfe rencontre fon axe en deuxpoincs^ 4 &a,qui 
a xxv. fent les extrémités de l’axcjôc que l’hyperbole & fon oppolée 


Digitized by Google 


Livre VIII. 56? 

ontauffi les fommers aux deux extrémités A cl de l’axe prin- 
cipal : Pour abréger le calcul, il faut, i°, trouver la longueur 
Az de l’^xe,le fécond foyer /ou <p, 8c le raport de l’axe 
A a. à la diftance Ff des foyers, & de Au à F$ ; i°, après l’avoir 
partagé au milieu K dans l’ellip/ê , 8c k dans l’hyperbole , il 
faut trouver la ligne OK 8c Ok. Puifque le point a appartient 
à la courbe, OA . AF :: Oz . zF J en divifânt , OA — AF . 
AF:: 0 a — a F = OF . zF ; or les trois premiers termes 
OA — AF , AF , & OF /ont connus : on trouvera donc 
le quatrième zF , 8c y joignant AF, la grandeur de l’axe fera 
connue ; 8c faifant a f=A F , l’on aura le fécond foyer /s 8c 
comme OA furpaflè AF, a F eft pofîtive 8c fé trouve du 
meme côté que A par raport à O. Dans l’hyperbole l’on 
trouvera OA — AF . AF :: — OF . — *F ; 8c comme OA 
efl moindre que AF, a. F eft négative, 8c doit être prife en 
allant vers la gauche de .F à a. On prendra aufE a ç> = A F, 
8c tp fera le fécond foyer de l’hyperbole , 8c A a. fera fon 
grand axe. 

Pour trouver le raport de A ad Ff, l’on a déjà Oa . a F :: 
OA . AF , en faifant le changement alterne , Oa . OA :: a F . 
AF , en di vifant Oa — OA — Az . OA :: a F — AF = Ff. 
AF J donc Az . F f ■••• OA .AF: dans l’hyperbole on trou- 
vera 0 a. -+- OA = A a . OA :: aF -t- AF = F <p . AF > par 
confêquent A a . . F<p :: OA . AF. 

Pour trouver la valeur de KO ou ko, foit Az o\iAu.=a, 


Ff ou F$ — f On fera cette proportion pour l’ellipfc , 


KF(i/). KA(ja) ::AF(i« — {f) . OA 
ainfi KO == OA 


raa - 


ï a f 


if 


— . ■+■ h‘tf \aa 

y . 


Dans l’hyperbole on aura kF [~f) . kA{{ a) AF = kF 

— kA (i/— {a) . OA = , 8c ko = kA 

— OA = — V/ 1 — = • L on remarquera 

T/. ’ÏJ 


que KO 8c ko — donnant cette proportion KF 8c 

kF{\f) . KA 8c X kA(\a) :: KA 8c kA (\a) . KO 8c 



la ligne OH eft tangente* au point H où eft * *86.39 8. 

CCcc ij 
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l’ordonnée F H au foyer F. Ces chofcs fuppofées , on trou- 
vera l’équation de la courbe de la maniéré fuivante. 

Soit KBo\ikB — x, BC —y , K A ou kA = {a, KF 
ou kF={f, OB x=z KO — KB dans l’ellipfe ; & dans 

l’hyperbole kB — kO = ±. *• ™ ( dans ) 

— KF — KB ; (dans l’hyperbole ) — kB — kF— ±.\f 

— Or les triangles lêmblablcs OAG, OBD, donnent OA 
AG :: OB . BD — FC par la cogftrudion ; mais OA . AG 

1; {Ai, ou \A * ( *«) .{Ff ou A F<J> ( \f) i ainfl . |/ :: 

OB ( ± \j- + x ) • BD ou FC = ±. i * + ■ Maintenant 

dans le triangle rectangle F2?C, FC 1 — PB 1 — BC , c eft 
à dire \aa-fx + - {ff *fx- -xx = J? , qui & ré- 

duit à - r jé~Ay — x* — i*** ^ eft 1 equanon de 1 hyper- 
bole , pareeque F<p (/) furpaffe A* {a) : mais dans cllipfe 
où Aà\a) l'urpaflè Ff{f ) , il faut tranfpofcr les membres de 
l’équation , & l’on aura —pjry = i aa — xx, qui eft équa- 
tion à l’ellipfe. , „ .. . 

Dans l’une & dans l’autre fl l’o n prend, i , une ligne S' 
= yj aa _ Yf—, SÂÏ __ j-f — ViAF * raF dans l’ellipfe , 

= Att L __ vTÂF * io-F dans Phypcrpole, S' fera 

le fécond axe , ÔC l’on aura %-yy = xx ± ; au. i°. Si l’on 
fait a . S:: S ' . -£-=/>, P fera le paramétré du grand axe , & 
l'équation fera f-yy = 


; xx . 


r aa. 


COROLLAIRE I. 

419. La fomme FC -+-fC des deux lignes menées des deux 
F o-xxiii- foyers F,/ à un point quelconque C de 1 cllipfe , eft égalé a 
a xxv. l'axe Aa , & la differente tfC — FC des deux lignes mences 
des deux foyers à un point C de 1 hyperbole , eft égale a 
l’axe A*-. 

Démonstration. 

S 1 l’on prend dans l’ellipfe Ké = K B, qu’on mène bed & Fr, 
ces deux lignes font égales par la conftruétion. Et comme 
K*= KF, 6c eft aufli égale ÀBCi ainfi les triangles rectan- 
gles fBC, Fùc font égaux, & Fr = fC. On prouvera de meme 
dans l’hyperbole , en lùppoünt kB — k$ , que <? C — F*- S 
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amfi il faut démontrer que FC-*- Fc — Ai-, &C que F x, 
— FC = An. OA . AG :: {a . \fr. OB {—■ — x). BD 

tf 


= FC 
\aa 


[a- — I~. ~Dc meme OA . AG 


\ a ■ if :: 0& 

( J T 7 ~ x) . bd — Fc = -\a . Donc FC ■+■ Fc, ou FC 

xf 

•+• fC = a =e Al. 

On fera les mêmes proportions pour l’hyperbole OA . AG 

::\a.\f:iOB{x — ^).BD—FC*=dï- — \a. OA 
1 / 

.AG :: ~a . \f :: 0 $ (x . 0 * = <pC = - 4 - 

Donc (pC — FC = <* = A*. 

Remarque. 

Où ton donne Lt defeription ordinaire de l’eüipje 
& de t hyperbole. 

41 ^ O n déduit de cette propriété la maniéré ordinaire de dé- Fic xxtn- 
crire l’ellipfe fie l’hyperbole , l’axe Ai ou A a étant donné , kXXV * 
8c les points F, f, ou F, f des foyers étant auflî donnés : en 
prenant dans l’ellipfe avec le compas un fegment quelconque 
AB de l’axe Al, & du foyer F pour centre avec ce rayon 
AB tirant un arc de cercle, & décrivant enfuitc de l’autre 
foyer f pour centre un autre arc avec l’autre legment Bi pour 
rayon , l’interlêchon des deux arcs C fera un point de l’el- 
lipfe ; de meme dans l’hyperbole décrivant un arc du centre 
F avec le fegment quelconque AB de l’axe a. A prolongé , 

& enfuite de l’autre foyer <p pour centre décrivant avec 
l’autre fegment a. B de l’axe a. A prolongé un fécond arc, le 
point d’mterfe&ionCde ces deux arcs fera un point de l’hy- 
perbole. 

Corollaire II. 

411. Si l’on mene des foyers F , f par un point quelconque C de Fxo. XXV. 
l’ellipfe, les lignes FC,fC, 8c ayant prolonge fC en M en fai- 
lânt C M =? CF, on tire FM, enluire partageant FM qui 
efl la bafe du triangle ifoeele FCM en deux moitiés en Z, on 
tire CBS , qui eft perpendiculaire à FM, elle fera la tangente 
au point C. 


C C c c iij 
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Démonstration. 

1 1 faut mener LN parallèle à F f, & par le centre ÆT tirer 
KN qui fera aulfi parallèle à.FLMi car LN partageant MF 
en deux parties égales en Z, partage aufli Mf en deux par- 
ties égales en Ni ainfi KN, partageant Ff en deux parties 
égales en K, & fM en deux parties égales en jV,eft parallèle 
à F M. Mais puifque Mf = fC + Cf—Âx[a), M N 

* 4 1 ?' = N F =* C N* = 4 s la moitié de F O ainfî 

LN = = L/C Soit SB = s, les deux triangles fcmblables CLN 
CSf donnent cette proportion CN(^f -) . CF (-£■ h- {a) •? 

£N(\f) . retranchant Bf{ f/Vx) de 5 A 

* j*j. l’on aura SB {s) — , qui cft * la foutangente 

de rellipfe. 

D’où il cft évident que les angles FCS, fCs font égaux. 

Corollaire III.. W 

4 2t - Si l’on mené des foyers F , <p de l’hyperbole à un point 
ÏIC.XXVI- quelconque C, les lignes FC , $C , & ayant pris CM = CF , 

& mené F M, on tire CLS par le milieu Z de FM baie du 
triangle ifocele FCM, CLS eft la tangente au point C. 

Démonstration. 

Ayant mené par Z milieu de MF, LN parallèle à Fk<p, 

& tiré qui fera parallèle à MF , il eft évident , comme 
dans le fécond Corollaire, que Mq> = a- A = a, NL — kF 

* +1?. = \f, CM — CL =-£ — \ a *y ainfî CN = ff-, <(>C = ^ 

-+- {a. Soit SB = /, les triangles fcmblables CNL , CvS 
donneront cette proportion CN(-£) . cp ::NL {{f) 

• <P S = \ f -*-*£— = x — si ôtant Q)k ( \f) de $5, l’on aura 
, h*** 

* i? s - bS = — i’B — SB — x — s, qui cft* la valeur de kS, 

c’eft à dire la diftance du centre k au point S de la fbutan- 
gente 

413. Il cft évident que les angles <(CS , FCS font égaux. 
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Méthode generale de décrire les tourbes algébriques en trouvant 
tant de -points qu’on voudra de ces courbes très proches les uns 
des autres y £ équation de la courbe étant donnée. 

414. i*-X l faut d’abord tirer les lignes des coordonnées qui 
foient perpendiculaires , fi l’on veut que ce foient les axes , &c 
qui fafîént entr’elles l’angle qu’on voudra, fi l’on veut qu’elles 
foient d’autres diamètres que les axesj il faudra prendre les 
coupées ou les .v fur l’une, 6c les ordonnées y feront paral- 
lèles à l’autre. 2'. Apres avoir déterminé le point où com- 
mencent les coupées x, il faut fé férvir de l’équation de la ; 
courbe , 6c fuppofer celle des deux inconnues qui monte au 
plus haut degré ( on fuppole par exemple que c’eftx) égale 
a une grandeur connue très petire, qu’on nommera 1 a s fub- 
ftituer cet*e grandeur connue dans l’équation de la courbe 
à la place de x , fie l’équation deviendra déterminée , 6c 
n’aura d’inconnue que^y. 3". Il faut trouver les lignes qui font 
les valeurs dey, en refol vant cette équation par les réglés 

3 u’on a données * quand l’équation ne pafie pas le fécond * 195 & 
egré, fie par celles qu’on donnera dans la fuite quand elle 

{ salle le fécond degré : fie après avoir pris une coupée depuis 
'origine des x égale à 1 a, on mènera par Ion extrémité une 
parallèle à la fécondé des lignes coordonnées qu’on fera 
égale à la valeur de y qu’on vient de trouver, 6c ion extré- 
mité fèra un point de la courbe qu’on veut décrire. On 
trouvera de meme une féconde ordonnée^ en mettant ia à 
la place de*, une troifiémeen y mettant $a, 6c ain fi de fuite j 
6c l’on aura à très peu près la courbe qu’on vouloit tracer. 


R E M A R Q^u fi. • 

Q u a N D y a plufieurs valeurs pofitives, la courbe a plu- 
fieurs branches du côté où l’on a fùppofé les y pofitives : 

3 u and y a des valeurs négatives , il faut les tirer du côté 
es y négatives. Quand on trouve que la valeur dey eft zéro, 
c’efl: une marque que la courbe joint le diamètre des x à l’en- 
droit de la valeur de x qui a donné y = o ; quand on trouve 
des valeurs imaginaires, c’cft une marque qu’il n’y a aucune 
partie de la courbe fur la partie du diamètre à qui convien- 
nent ces valeurs imaginaires dey, comme on le trouve dans 
l’hyperbole, n’y ayant aucune partie de la courbe fur l’axe 
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ni fur lès premiers diamètres , & les hyperboles oppofees 
commençant chacune aux extrémités de l’axe ou de chacun 
des premiers diamètres. Quand en prenant — i a, — za y 

— 3 a , Sic. pour les valeurs déterminées des x , on trouve 
des valeurs de^y, U faut mettre ces ordonnées^ du côté des x 
négatives. 

L’énoncé de cette méthode paroît afléz clair pour la faire 
clairement concevoir. 

PROBLEME VIL 

'416. Quand on a [équation d'une courbe , par exemple de quel- 
qu'une des trois fechons coniques par raport à l un de fes diamètres-,, 
trouver [équation qui exprime le raport des points de la meme 
courbe k une autre ligne droite donnée de pofition furie meme plan. 

Les équations des féélions coniques par raport à leurs- 
diamètres étant difpofees de façon que zéro en foit le fécond, 
membre, font : 

yy — px = o , équation à la parabole. 

r yy -+■ xx — ~ dd — o, équation à l’ellipfc par raport à Ion 
premier diamètre, ou bienjy -1- xx — -‘ dp — o. 

-xx -t-yy — o, équation à l’elliplc^pcir raport à fon 

fécond diamètre, ou bien xx - yy — | f-r = o j & quand 
le diamètre eft égal au paramètre , elle devient xxa-yy 

— \dd=. o , qui eft l’équation au cercle , quand les^ font 
perpendiculaires aux x. 

yjy — xx -+- \ dd = o, équation à l’hyperbole par raport 
à fon premier diametre, ou bien yy — ixx ~r -±dp= Oj quand 
d ip, eèic devient yy — xx L dd = o. 

^ xx — yy — L = o, équation à l’hyperbole par raport 
à fon fécond diametre, ou bien xx — - yy — ^[71 = o ; quand 
[ z= 7 i= d, elle devient xx — yy — \dd = o. 

On remarquera dans ces équations, 1”, que p%ft le para- 
métré du premier diametre , d eft le premier diametre , 71 eft 
le paramétré du fécond diametre, i ' eft le fécond diametre: 
dans l’cllipié fie dans l’hyperbole on prend l’origine des 
Fin. XVI. coupées x au cencre K } mais dans la parabole l’ongine 
XVII. des x eft au fommet Al. z". Que dans l’equation à la parabole 
XVlil. l’une des inconnues eft élevee au quarré , Ôc l’autre n’cft que 

linéaire } 
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linéaire ; dans l’ellipfè , elles font toutes deux élevées au 
quarré avec le même ligne ■+■ * dans l’hyperbole , les deux 
inconnues font auflî élevées au quarré , mais avec differents 
lignes , l’une ayant -t-, &c l’autre — . 3 0 . Que dans l’équation 
à l’elliplc lî d = p, alors d — i', & l’équation devient yy-t-xx 
— idd= o, qui eft l’équation au cercle , quand les y font 
perpendiculaires aux x j 6 c quand dans l’équation à l’hyper- 
bole d = p , alors d — S'jSc l’équation devient y y — . xx 
^ ^ dd = o , qui eft l’équation à l’hyperbole équilatere par 
raport à lès diamètres : il y a -t - ~dd, quand c’en le premier 
diamètre , Se — ^ dd , quand c’eft le fécond. 

xy — ab — o,ou xy — a* = o eft l’équation d l’hyperbole 
par raport aux afymptotes, Sc l’hyperbole eft cquilatere „ 
quand l’angle des afymptotes eft droit. 

Pour u parabole- 

4 Z 7* Ayant l’équation yy — px — o de la parabole A C par Fie. xxvn. 
raport à fon diamètre AB, fur lequel font les AB ( * ) , fbn 

F arametre eft AP =± p , les ordonnées font BC (y) faifanc 
angle donné CBA avec le diamètre B A-, trouver l’cqua- 
tion à la meme parabole AC par raporc à la ligne droite CW 
donnée de pofition fur le même plan , dont l’origine eft O. 

Il faut mener par 0 la ligne O LM parallèle à AB, tirer 
par le fornmet A la ligne AL parallèle aux ordonnées BC , 
prolonger l’ordonnée CB jufqu’à la ligne ON, Sc elle cou- 
pera OLM en M > prendre fur ON une ligne déterminée 
OF qu’on nommera f élever FG parallèle aux ordonnées 
NC , Sc on nommera la ligne connue FG (g) ; elle détermi- 
nera OG qu’on nommerai: toutes les autres lignes de la 
figure *7 font ici inutiles. On fuppofera QN= a, NC = 
la donnée AL = l, Sc la donnée LO — i, les triangles fêm- 
blables OG F, 0A/W donnent OF{f) . ON{u) :: FG (?) .. 
NM=j.uitc OF (f) . ON (u) :: OG{h). OM = £ui i’on 
aura donc BC — NC — NM — MB — ^ — ~u — l, &C 
AB — OM — OL =-fU — Cela fuppofé 

Il faut mettre dans l’équation yy — px — o le quarré de 
la valeur de BC à la place de^y, St la valeur de AB à la place 
de -v j & l’on aura 2 ^ — -y- uz^ — jj- uu ^u-*- Il — o. 

~C U 

C’eft l’équation à la même parabole A C par raport à la. 
ligne QN. D D d d. 
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R E M A K Q^U E. 

Î4. 1 S. O ff remarquera que le coéficient jj qui multiplie le ternie 
itm, eft toujours égal au quatre de la moitié du coeficicnt-^-, 
qui multiplie u^, & qu'ils doivent avoir des lignes difterens * 
l’expretfion même le fait ici connoître : mais dans tous les 
cas où l'expreffion ne le fait pas connoître, il n'cftpas moins 
neceflàire que cela fe trouve * autrement l'équation ne fcroit 
pas à la parabole -, en voici la raifon : Pour réduire 1 équation 
précédente qui eft à la ligne ON differente du diamètre AB 
a l'équation yy — px = o, qui eft 1 équation fimple au dia- 
mètre A B , il faudroit faire évanouir les termes ou ^ eft 
linéaire, en fuppofant l’ordonnée BC{y) =^~f u — 
ou x.; êcil faut en même temps que le quarre uu 

de la féconde inconnue* s’évanouifle -, or cela ne fçauroit lé 
faire, comme on le peut voir en faifant foi-même l’operation, 
que ic coéficient qui multiplie «*, ne foit égal au quarre de 
la moitié du coeficientqui multiplie *jy 6c que ces coeficients 
n’ayent des lignes differeps. 

Pour £ hyperbole par raport a fon premier diamètre. 

4 1 9- Ayant l’équation yy — lxx-k- \dp = o de l'hyperbole 
Fus» XXVII. AC par raport a Ion premier diamètre Ai- = d , fur lequel 
font prifes les coupées KB — x depuis le centre K , fon pa- 
ramétré efcAP=p, les ordonnées fonti?C = y failant 
l’angle donné CB A avec le diamètre prolongé a A ; trouver 
l’équation de la même hyperbole par raport à la ligne droite 
On donnée de polîtioniur le même plan, dont l’origine eft 
le point fixe 0 . 

Il faut mener par 0 la ligne OM parallèle au diamètre 
a ab, prolonger l’ordonnée CB en iVqui coupera A LM 
en A/, tirer par le fommet A la ligne AL parallèle aux or- 
données NC, prendre fur ONh ligne déterminée arbitraire 
O F qu’on nommera f, élever FG qu’on nommera g parallèle 
aux ordonnées, elle déterminera OG qu’on nommera h ; on 
mènera aufli Oim par O parallèle aux ordonnées NC ; toutes 
les autres lignes de la figure 17 font ici inutiles: on fuppofera 
ON— *, NC = xj> les données AL — BM = l,Ol — Ki 
— ii les triangles femblables OGF , OMN donnent comme 
ci-deftus NM—ju, OM—jUi ainfi l’on a l’ordonnée 
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BC=^ — r u — A KB—OM — Ol~iB — iK = fu — 

cela fuppofé , . 

Il faut mettre dans l’équation yy — ■£ xx ■+• ^ dp = o , au 
lieu de BC (y) , famleur g. — fu — / j & au lieu de !C5 ( *) 
là valeur fu — i> &c l’on aura 

S$. y-»^ 1 7T* « *+■ y^-U II =0. 

*** 4^ 

C’eft L’équation à la même hyperbole AC par raport à la 
ligne ON differente du diamètre AK&. 


Pour l’hyperbole par raport à fin fécond diamètre. 


4 3 O. DKd (S' ) eft le fécond diamètre de l’hyperbole AC, Dp(or) Fie. xxvii. 
eft fon paramétré, @C eft l’ordonnée (x) , K(3(y) = BC eft 
la coupce } & l’équation par raport à ce fécond diamètre eft 
** — 7 \y — {- «I tt — o. Il faut trouver l’équation à la même 
hyperbole par raport à la ligne On fur le même plan , dont O 
eft l’origine. 

Il faut mener par O la ligne Oi m parallèle au fécond dia- 
mètre qui rencontre le premier diamètre Aa. en / , & l’ordon- 
née (3C en m\ il faut prendre Of d’une grandeur donnée qu’on 
nommera/, mener /g qu’on nommera g parallèle à Aa.-, elle 
déterminera O <g qu’on nommera h 5 les autres lignes de la 
figure 17 font ici inutiles : on fuppoféra On = », »C = g, 

Ki = m(3 —l, &c 0i = /, & l’on aura comme dans les cas 

precedens nm = ju,Om = 1(3 =} »,• (9c = ^ — j u l 

Hc K(3 = BC = 7 u — ii cela fuppofé. 

On fubftituera dans xx — ~yy — ^ <JV = o , au lieu de 
x = (3C , la valeur de $ C = ^ — fu — /i 6c à la place deA’|3 
ou BC (y) la valeur de A’/9 — y u — / > & l’on aura 
— ~fu\_ — ilg^ -+-jyau •+■ *j! u // =0. 


.ÜZutt 

jjyUtl 


!/-#▼ 

if 


Il T 

T 




C’cft l’équation par raport à la ligne On differente du fécond 
diamètre Dd > & elle ne diffère de la précédente , qu’en ce 
que — { <Î7r a ici le ligne — , 
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R. E M A R QJtJ E S. 

• l. 

' 4 JI* Dans l’hyperbole équilacere oùd=S'j^=p = Vl l'cqua- ; 
tion du premier & du lecond diamètre devient par raport à 
la ligne CW ou On, «j. — -7 -**. — $yuu -+- ^-u -+• Il =0. 

— -jj-mu -+• y-u —ii 

\dd 

Il y a •+• \ià quand c’eft le premier diamètre , 8c — \di 
quand c’eft le fécond diamètre. 

IL 

4 3 1. Comme les quarrés des deux inconnues doivent fc trou- 
ver fous differens lignes dans l’cquation à l’hyperbole par 
raport à fes diamètres ; il faut que le coéficient -77 — ^ 9*“ 
multiplie vu foie moindre que le quarré de la moitié du 
coéficient — qui multiplie «x dans les cas meme où l’ex- 

f jrdfion ne le fait pas voir d’abord comme ici ; autrement 
'équation ne lëroit pas à l’hyperbole. 

Pour F hyperbole par raport aux afymptotes.- 

433. A y a N T l’équation xy — ab — ode l’hyperbole cPC par 
ïn.XjfVUl. raporc aux afymptotes K B (fur laquelle font prifes les 
x = KB ) 8c kb à laquelle font parallèles les y — PC, où 
8c QP = b; trouver l’équation de la même hyper- 
bole par raport à la ligne ON donnée de pofition fur le meme 
plat» dont l’origine eitle point fixe 0. 

Il faut mener OM parallèle à KB, prolonger CB jufqu’en 
N qui rencontrera O A/ en M ; mener par O la ligne O L 
parallèle à CN , qui rencontrera B K prolongée au point L î 
prendre O F d'une grandeur déterminée qu’on nommera/", 
élever FG, qu’on nommera g parallèle i CN -, elle détermi- 
nera OG qu’on nommera h -, on fuppofera enfuitc les données 
. KL = /, = /, 8c les inconnues ON~u, NC — x, & 

l’on aura comme dans les cas précedens NM=/u, OM 
* —fu, BC=x_— fu — l, KB = LB ou OM — KZ — ju 

— i ; cela fuppo/e, 

Il faut fubftituer dans xy — ab = o, au lieu de x ( KB ) 8c 
de 7 ( 2 ?C), les valeurs de KB — yu — 1, 8c de B C— 
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i— J a — /, & l’on aura après avoir multiplié tous les ternies 
par ■£, v^—-2-^—fvu— iu -*- $- = o j 

— 1T 

c’eft l’équation de l’hyperbole entre le 1 * afvmptotes par re- 
port à la ligne droite ON differente des afymptotes. 

Pour l’ ellipse. 

r <i J 4- Ayant l’équation yy -*-$xx — ±dp = o de l’ellipfc par F 
raport à Ton premier ou fécond diamètre A a — d ( il n’im- 
porte pas ) dont le paramétré eft AP = p, les coupées font 
KB — x, les ordonnées BC—yi trouver l’équation de la 
meme ellipfc par raport à une ligne droite ON donnée de 
pofition fur le même plan dont l’origine cil le point fixe 0. 

Il faut mener par O, OM parallèle au diamètre Aa, pro- 
longer CB en N qui rencontrera C M en Mi mener par O, 
QL parallèle à CN J prendre une ligne déterminée O F qu’on 
nommera f i élever FG qu’on nommerag parallèle à JVC, elle 
déterminera OG qu’on nommera h j on fùppoféra auifi OL 
c= BM = /, KL =/, ON — u, &c NC=%j & l’on aura 
BC = î }* — /, & KB = LB ou OM — KL — yU — L 
, Cela fuppofé. 

On fubftituera dans yy -+- £ xx — \dp — o, à la place de 
BC(y), fa valeur — fu — li à la place de KB(x) fa 
valeur j-u — » , &. l’on aura 

^ — -y-us^ — 1 l\-+yruu -4- j!-u li = o ; 

-idp 

c’efl l’équation de l’ellipfe par raport à la ligne ON dific- 
rente du diamètre A a. 

Remarques fur l équation precedente 

I. 

4 j y. Comme les quarrés des deux inconnues doivent être dans 
l’équation à l’ellipfe fous le même figne , le coéficient jj- 
-*>£& qui multiplie uu doit toujours furpallcr ( quand meme 
l’exprelfion ne le feroit pas voir comme ici ) le quarré de la 
moitié du coéficient — y-, 

D D d d iij 
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1 1 . 

Où l’on fait voir la maniéré de trouver l' équation du cercle far 
raport a une ligne differente de (on diamètre. 

4 3 Quand dans l’équation de l’elliplê <2 = /> , 5c que l’angle 
Tic. XXIX. des ordonnées avec le diamètre eft droit , l’équation de 
l’elliplè devient celle du cercle , 5c alors l’angle OMN étant 
droit, ôf 1 (ff) — FG 1 (gg) ÔF t (hb) > ainfi mettant au 
lieu de hh fa valeur ff — gg , 5c d à la place de p , l’équation 
devient -t - uu -f u -*■ Il — o ; 


c’eft l’équation du cercle par raport à la ligne ON differente 
du diamètre Aa. 

S’il n’y avoit que la ligne OGM parallèle au diamètre Am, 
ôc que l’angle MON fût nul -, alors O F (/) devient 0G{h) > 
& /- G (g) devient zéro 5 par confequent l’équation précé- 
dente au cercle devient uu — liu -*• Il — o. 

-+■ ii 

— ±dd 

4 

Remarques generales fur tout le Problème précèdent, 

& fur fes ufages. 

I. 

_ «7- O» a n d au lieu de l’équation par raport d une ligne 
Fig xxvii. droite ON , qui eft oblique par raport au diamètre \les 
xxlx* ^- c ^ ons ‘■'uniques, on veut l’équation par raport à une ligne 
droite OM parallèle au diamètre As. j il eft évident que dans 
ce cas, FG(g) devient égale d zéro, que O F (f) & O G {b) 
deviennent la même ligne > ainlî dans les équations précé- 
dentes il n’y aura qu’à effacer toutes les grandeurs où fe 
trouve g comme étant zéro, 5c faire partout f= b, 5c les 
équations deviendront celles que l’on demande. 

I I. 

458 . D’où l’on voit que quand le terme « manque dans une 
équation aux fedions coniques, 5c que cependant il y a outre 
les quarrés zjo, uu , des termes où s^Sc « font linéaires , c’eft 
une marque certaine que la ligne OM à laquelle l’équation 
marque le raport, eft parallèle au premier daamecie A a ou 
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au fécond diamètre dans l’hyperbole & dans l’ellipfe , & au 
diamètre AB dans la parabole. 

I I I. 

Dans le meme cas où ne fc trouve pas, toutes les 
grandeurs où eftç devenant zéro, &/dcvenanr égale à b t 
la fradion qui multiplie ** marque toujours le raport du pa- 
ramétré au diamètre dans l’hyperbole & dans l’ellipfe 5 car 
alors le terme où eft»# devient nccellairement 
— dans l’hyperbole, & -4- dans l’ellipfë j parccque jfyuu 
devient zéro, èc^^uu devient:^##, d caufè de hb = ff. 
Si dans le même cas uu n’a aucun coéficicnt , l’hyperbole eft 
équilatere , & dans l’ellipfe le diamètre eft égal au para- 
mètre j & lï l’angle des ordonnées & du diamètre eft droit, 
l’équation de l’eilipfè devient l’équation du cercle. 

I V. 

L’ufagedes équations de la parabole, de l’ellipfè, de l’hy- 
perbole & du cercle par raport à leur diamètre &c par raport 
a une autre ligne que le diamètre ( qu’on nomme ordinai- 
rement les lieux leometriquts du premier genre ) eft, 1°, pour 
connoître tout d’un coup, quand en rçfblvant un Problème 


on trouve une équation qui appartient à une fèdion conique} 
pour connoître, dis-je , fi c’eft une parabole, ou une hyper- 
bole, ou une ellipfè, ou un cercle : car quand l’équation qu’on 


trouve eft fèmbfable à quelqu’une des équations des fèdions 
coniques par raport au diamètre, &£ n’a pas plus de termes, 
on connoît d’abord à quelle fedion conique appartient 
l’équation qu’on a trouvée ; & quand l’équation qu’on 
trouve a plus de termes que n’en ont les équations fïmples 
des fèdions coniques par raport à leur diamètre , on con- 
noîtra en comparant l’équation trouvée avec les équations 
des fedions coniques par raport à une autre ligne que le 
diamètre , à quelle fèdion conique elle appartient ; par 
exemple , fi « j^nc s’y trouve pas, & qu’il n'y ait que le quarré 
de l’une des inconnues, c’eft une parabole ; fi les deux quarrés 
des inconnues s’y trouvent fous un même fîgne , c’eft une 
ellipfe; fous differens fignes, c’eft une hyperbole par raport 
au diamètre : Si les deux quarrés ont le meme fîgne , & n’ont 
aucun coéfkient, & que l’angle des ordonnées fort droit, 
c’eft un cercle. Quand u^_s’y rencontre, après avoir ôté le 
coéficient de l’un des quarrés des deux inconnues , s’il eu 


Digitized by Google 



jSo Analyse démontré' e. 

avoir un, on connoîtra que l’équation eft celle de la parabole, 
quand la fradion qui eft le coéfkienc de uu eft égale au 
quarré de la moitié du coéficient de que l’équation 
appartient à l’hyperbole quand elle eft moindre, &c à l’el- 
lipfe quand elle eft plus grande; & que fi les deux quarrés 
des inconnues n’ont pas de coéficient 6c ont le même figne, 
l’équation appartient au cercle. 2°. Pour tracer les courbes 
de ces équations, quand on a découvert, comme on vient 
de le dire , fi elles appartiennent à la parabole, ou à l’hyper- 
bole, ou à une clliple, ou au cercle : car fi l’équation qu’on 
a trouvée eft fimple, & appartient à une lêdion conique par 
raport au diamètre, on la tracera par les art. 360 , 361. Si 
l’équation trouvée appartient à une lêdion conique par 
raport à une autre ligne qu’au diamètre, on regardera celle 
des équations des lêdions coniques par raport à une autre 
ligne qu’au diamètre , à qui l’équation trouvée eft femblable, 
comme étant la, meme équation que l’équation trouvée, 6c 
la figure de la lêdion conique de la première de ces deux 
équations comme étant la figure de la fécondé, c’eft à dire, 
de l’équation trouvée. On (uppofera les termes correfpon- 
dants de ces deux équations égaux entr’eux ; & par les valeurs 
des indéterminées f,g, i, /, d t ,f y que feront trouver les 
cquanons particulières de la fuppofition des termes corref- 
pondans égaux , on aura la valeur du diamètre d & du para- 
métré p de la fedion conique de l’équation trouvée, 6c le 
centre de cette fedion conique, quand elle en a un ’ & on 
pourra la décrire par la méthode des art. 360, 5O , en’faifanc 
a 1 exemple des figures 27, 28 & 29, une figure propre à 
réquation trouvée. L’on remarquera que l’angle des coor- 
données eft toujours donné ou arbitraire; ce qui efteaufe 
qu’il fuffit de déterminer les valeurs des lignes OF [f),FG(g) 
des figures 27, 28 & 29, pour avoir la valeur de la ligne OG{h). 

V. 

Comme 1 on a liippofe dans les équations du Problème 
precedent les grandeurs/j g , h , &c. pofitives, quand la com- 
paraiion des termes correfpondants de ces équations avec 
ceux de l’équation qu’on trouve dans la réiôlution d’un Pro- 
blème, fait trouver les valeurs de ces lettres négatives ou 
une partie ; cela marque qu’il faut tracer les lignes reprelèn- 
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tces par ces lettres négatives du côté oppofc à celui où on 
les a tracées dans les figures 17, 18 8c 19. 

V I. 

4 4 *• On remarquera enfin que quand on compare une équation 
d*une fe&ion conique à celle des équations précédentes qui 
lui répond, 8c que la première n’a pas tous les termes de la 
féconde j on fuppofera dans cette dernière, que les termes 
correfpondants à ceux qui manquent dans la première, font 
égaux à zéro ; ce qui fera connoitre les lignes égalés à zéro , 
de celle des figures 17, 18 8c 19, qui eft la figure de la fé- 
conde équation * 8c quand FG(g) = o, la ligne OF{f) tombe 
fur OG(h) , Scelles font égales, 8c 7 = 1 ; ce qui arrive quand 
le terme «^manque dans l’equation. Quand le terme z/s^ 
manque dans l’équation, alors BM {1 J = 0, 6c la ligne OGM 
.tombe fur le diamecre AB i 8c fi en meme temps le terme 
où eft «^manque auffi, les trois 1 ignés AB , OGM ,OF, n’en 
font qu’une , qui eft le diamètre AB, 8c OG (h) = OF (/). 

Par exemple pour comparer l’équation yy — = o, 

qui eft l’équation d’une parabole*, avec l’équation de la * 440. 
parabole — -7-#^ — a ** ■+■ l fi-u -+-// = 0, Fic.xxvHC 

— •+• ip 

on prendra/ pour l'ordonnée ^ 8c x pour la coupée u, 8c 
le terme z/s^ manquant , on fûppoféra ilzj= o , ce qui don- 
nera AL{ 1 ) — o -, 8c de plus le terme «^manquant atiffi, 

OG [h) — OF (/) , 8c les trois lignes AB , OGM, OFN , 
n’en font qu’une ; le terme 77-## eft auffi égal à zéro 5 8c 
puifque l=o, les grandeurs 8c // font chacune égale à 

zéro ; 8câ caufe de h =/, la grandeur '^-v devient — pu. 

Ainfi les deux équations à comparer feront // — — 0j 

# 8c sÿ. — -w> = o L’on aura donc , 1", = p ; ainfi le 

* paramètre de la parabole de l’équation propofee eft égal à 

* x°. ip = — } 8c mettant la valeur de p, on aura -£ 

= — ■^7 > 8c Ai [i) ~ — fa. Le figne — marque qu’Û 
faudra prendre iA ( * = — fa) , non pas en allant de* 
vers A , mais en allant du côté oppofé de / vers (a) -, 8c le 
fommet de la parabole de l’équation propofee fera en(a). On 

f ourra la décrire par la méthode de l’article 360, puifque 
ôn a fon diamètre 8c lôn paramétré, 8c qu’on fuppoié que 

EEc e 
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l’angle des ordonnées, & par confequenr celui de la tan- 
gence au fommet qui lui eft égal, eft donné ou arbitraire. 

PROBLEME VIII. 

Où t on fait voir t ufage des formules precedentes , dr où l'on donni 
une maniéré fimple & facile de tracer toutes les f cl lions 
coniques par un mouvement continu. 

44 J. FAE, FBE font deux angles quelconques formés chacun 
Fig. XXX. par deux réglés, attachés fur un plan aux points fixes A 8c B 
6 c XXXI. fur lclquels Us font mobiles; en faifant en forte que les deux 
côtés AE, BE pendant leur mouvement fe coupent toujours 
fur la ligne droite donnée E D qui rencontre la ligne AB 
qui joint les deux points fixes A fie B en un point B cîiftingué 
de ces deux points; il faut trouver l’équation de la courbe 

3 uc forment les deux autres côtés AF , BF par leur point 
e concours F pendant le mouvement de ces deux angles 
mobiles fur les pôles A 8i B. 

Il faut bien remarquer que les deux côtés AE , w BE [ qu’on 
appellera les premiers) ou leurs prolongemens AS, BE', font 
toujours ceux qui doivent fe couper iùr la droite donnée 
DE, 8c que les deux côtés AF, B F (qu’on nommera les 
foconds) ou leurs prolongemens^/’, BM, font toujours 
ceux qui décrivent la courbe en fe coupant pendant le mou- 
vement des angles dans les points F, qui forment la courbe. 
Fic.XXX. Pour refoudre le Problème, je remarque que quand les 
premiers côtés fe coupent au point D , ils ne font qu’une 
meme ligne droite qui eft la ligne AB qui palfo par les pôles 
A 6c B , St que dan? cette fituation les deux foconds côtés 
AF , B F deviennent AC, BC, St font déterminés de pofi- 
tion 8c de grandeur ; pareeque l’angle BACefï égal à l’angle 
donné FAE, 8t CB A eft égal à l’angle donné FBE, dans 
la figure j i , où le point D de la ligne DE eft dans le proion- 
Fig.XXXI. gement de B A , lorfquc les deux premiers côtés fe coupent 
au point D , 8c ne font qu’une meme ligne qui eft B AD, le 
côté AE étant fur AD, l’angle donné EAF devient l’angle 
DAC, 8c le côté AF tombe fur AC i mais le côté BE tom- 
bant en même temps fur BD , le fécond côté BF ne peut 
plus être coupé parle fécond côte AF y c'eftle prolongement 
BM devenu BC du fécond côté FB > qui çft coupc par Iç 
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fécond côté AF devenu AC : C’eft pourquoi l’angle ABC 
eft égal à l’angle EBM complément a deux droits de l’angle 
donné FBE, ôc non pas à l’angle donné EBE , ôc le triangle 
A CB eft entièrement donné. -, 

Cela fuppofé , pour trouver l’équation de la courbe que 
forment les points de concours F , je prens pour la ligne des 
coupées la ligne droite DE déterminée de pofition, 5c je 
prens fon origine au point D où elle rencontre la donnée AB, 
5c je fais les ordonnées tirées des points F fur ED , comme 
l’ordonnée F/, parallèles à la donnée ABi j’en tirerai cet 
avantage que l’équation me fera connoître , fi les points fixes 
ou les pôles A ôc B font eux-mêmes dans la edurbe ; puifque 
fi la courbe paflè par A ôc B , DA ôc DB feront les ordon- 
nées de ces deux points ; je connoîtrai aulfi par la même 
équation que le point détermine C eft un des points de la 
courbe. 

Soit donc la coupée DI = u , l’ordonnée FJ = s^, les don- 
nées AD = a, DB — b, DN — c, AN — d, DR = e, 
BR = f. Pour former les équations particulières qui me 
doivent donner l’équation du Problème, je remarque(fig.3o) 
que les deux angles CAF , DAE font égaux , puifque CAD 
& F AE font fuppofés égaux -, & par la même raifôn CBF 
eft égal k DBEi ainfi pour faire des triangles femblables , je 
tire FG qui fafle l’angle AFG = AED , ôc par confcquent 
AGF = ADE, ôc de même /'//qui falTe BFH = B ED, 
ôc BHF = BDE J ainfi j’ai les triangles femblables AFG , 
AED , ôc B F FF, B ED. Je prolonge BC jufqu’au point R, 
où elle rencontre ED prolongée , Ôc je mene par F la ligne 
KF LT parallèle à EDR ■, ces lignes me donnent d’autres 
triangles femblables , comme ADN, LGF, ôcc. 

Mais dans la figure 31, les angles DAC&c EAF étant fuppo- 
fés égaux, en ajoutant à chacun- l’angle commun CAE , les 
angles DAE, FAC font égaux ; Je mene FG de maniéré que 
AFG = AED , ôc FGA — EDA , ôc j’ai les deux triangles 
femblables AFG, AED. De même l’angle ABC eft fuppofé 
égala l’angle F. B M complément à deux droits de EBFi ainfi 
ajoutant à chacun l’angle EBC, j’aurai l’angle ABE — CBM 
qui eft égal à fbn oppofe au fommet FBH î je tire FFF de 
maniéré que BFH — BED ôc FFF B — BDE, Ôc j’ai les 

EEee ij 
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deux triangles femblables BFH, B ED : Je mene aulfi ZFK7* 
parallèle à EDI, & je prolonge AC juiqu’à N, & BC juf- 
qu’à R , ce qui me donne d’autres triangles femblables AD 21, 
JQJI, QFL, à caufe des parallèles 5 & GFL , AD Ni parceque 
AND eft égal à fon alterne G LF , &c que ADN eft égal 
par la conftru&ion à FGLi comme 2xSS\BDR,BK.T caufe 
des parallèles , & B DR , THF , parceque B RD — BT F à 
caufe des parallèles , & que BDR le même que BDE eft 
égal à F HT le même qu eFHB = (par la conftrudion) BDE. 
Je fuppofe à prefent l’inconnue DE = x> les triangles fem- 
blables me feront trouver deux valeurs differentes de DE(x) 
defquelles faifant une équation , elle fera l'équation de la 
courbe. 

Les triangles femblables BDR , BKT, donnent DB(b ) , 
DR(e) ::KB{b — *) . KT^i^ i ainfi F T— i 
& DB(b ) . BR{f) :: KB [b — . BT = Les trian. 

gles femblables BDR, THF, donnent BR[f) . DR[e) :: 
FT{ ) . T H — > d’où l’on déduit B H 

— BT — TH = Lff ~ rr ' ~if— -■ ~ • Ils donnent encore 

BR{f) . BD {b) :: FT . F H = 

Enfin les triangles femblables BFH, B ED, donnent B H 


( t.«-"T , -rr^yrr-i.. ) . rH ( -p+J .') ... BD [b) . !>£{*) 
•*= -^\^7 ^ïn-ï7 ,S c’eft la première valeur de DE[x\ 
Les triangles femblables ADN, AKL , donnent AD {a) t 
DN ( c ) AK ( «* + O . XZ = i d’où l’on déduit Zi? 

— Ils donnent encore AD (a) . AN(d) AK 

( a z . ) . AL — . Les triangles femblables ADN , 

LG F, donnent aufll AN{d) .DN{c) Z F ( “ . * '*■*** ) t 
jr G — -, d’où l’on déduit ^(G — ^Z — ZG 

— Ils donnent encore AN[d) . AD {a) 
:: LF ( 


) . jg = . Enfin les triangles fem- 
blables ^6F, donnent ^G ( ) . FO 


l 


— •» - 


) 






—/A ~ htf+bfF 

Sc~ — l’on a 


AD{a) . D£(*) = 

**' où fuppofant — « . . .... 

— -s- — ù*h-~ iùex i*e 

I 


—Att 

dd = H- X.X.. 


è/4 — lit. t 
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qui fe réduit à — a’beeu -t- aabcezjt — a'bttu — d4Ctizp^~ Oj 
4 * b'acuu «f* a' tixji -t- a'bceu ■+■ bbxxez^ 

•+■ abbcezjt •+■ ab'xxu ■+• aabcu ^ 
•l-é’x.xiç» — rfi'ff# — <*’re 

H- abbxxe > ' 

— b'xxcx^ 

*+• a'bcit 

— abxxe 

Ceft l'équation de la courbe pour la figure jo, qui fait voir, 
qu'elle eu une fection conique. 

On trouve pour la figure 31 , en fe fervant des triangles 
femblables marqués par les mêmes lettres, Z) £(*)" = 

~ - *>r tI.-Ua4.1l J. , 

ou fuppo- 


_____ /jj» — 


— -Aa\~ *K + aad ' ht* ff\ + kt€ r tff 

Ant — ee **, Sccc — dd = xx , l'on a 

&*»» — 11*% + Vt 


qui fe réduit à 

• a^bttu 


— M** •+■ AdC^ — 4*f 

4*4 


. — a'beuu -+• aabcexu -+- rf’Æti* ■+• aactis^ — 0 ; 
•+* ab'cuu — 1 — a'bceu •+■ bbxxezg^ 

— âbbcezu •+- ab'xxu — aabcttz^ 

— bxxztc ■+■ ab'ceu — <*'rn ^ 

— abbxxez^ 

— b'xxez^ 

•+■ a'bctt 


-ab'x 


xe 


—t— taie A. A. t. 

Oefb l’équation de la courbe pour la figure 31 , qui ne diffère 
de la precedente que par quelques lignes. 


Pour connoïtre fi la courbe pafie par les pôles A & B. 

E N fuppofant que ID ( « ) = o , l’on aura le feul dernier 
terme de chacune des équations précédentes. Celui de la 
première étant divifé par — aaett -t- bbxxe, donne l’équa- 
tion déterminée sg -+- az — ah = o, dont la racine pofirive 

A= b = BD ( fig. 30) , & la négative s^= — a = AD » 
ainfi la courbe pallè par les pôles Abc. B. Le dernier terme 
de la fécondé étant aivife par aacn ■+• bbxxe , donne l’équa- 
tion déterminée — a£-+- ab <= o , dont les deux racines 

— bï 

font pofitives , parcequ’elles font du même côté de l’ori- 
gine D(fig. 31). La première eft£=<* — DA ; la fécondé 

EEee iij 
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£= b = DB> d’où l’on conclut que la courbe paflc par A 
&LB. 

Pour connaître fi le point C du triangle déterminé ABC efi 
_ dans lu courbe. 

Vit" YYY T7 / 

• £, n menant par C la ligne C 3 parallèle à la ligne des cou- 
pées EDJ , 6c G eP parallèle aux ordonnées JF , Di? > fuppo- 
lant C /3 = DS' — u, 6c = Z) 3 = 6c nommant les 
autres lignes comme ci-dellùs, les triangles lêmblables BD R, 
AtéC, donneront D R (e) . &C («) DB(b ) . £3 = 
d’où l’on déduit D,S(£) — DB — B& — -- Les trian- 
gles fcmblablcs^DiV, A 3 C , donneront auilîDiy(f) . C/ 3 (v) 
:: AD( /) .Ai = d’où l’on déduit D@(£) —Afi — AD 

— — ‘ ç 7 ±-’, d’où l’on tire DS(u) = 6c «IC(^) 

= . Or l’on trouve precifémcnt les mêmes valeurs 

de » 6c de£ei) fupppfant -*), 6cJ’H’(^~^') > 

chacune égale à zéro; ce qui doit arriver dans la formation 
de la courbe quand le point F qui la décrit Ce trouve au 
point C; ainfi la courbe pallè au pointé?. 

Si on vouloir lçavoir les points où la courbe rencontre la 
îigne E DR, il n’y auroit qu’à fuppolèr dans les équations 
précédentes £= o, ôc les deux valeurs de u que l’on trou- 
verait par cette fuppofition, marqueraient ces points; fi l’on 
trouvoit les valeurs de u imaginaires , ce lcroit une marque 
que la courbe ne rencontrerait point ED R. Si on trouvoit 
deux valeurs égales pofitives ou négatives de u, cela ferait 
voir que ED toucherait la courbe au point auquel u auroit 
ces deux valeurs égales. 

Pour connoitrc les cas où lu courbe efi une parabole , ou une ellip/è i 
ou une hyperbole , (fi pour en trouver le paramétré 
, (fi le diamètre. 

Il faut faire en forte que le quarré de l’une des deux incon- 
nues, comme n’ait pas d’autre coeficient que l’unité, & 
l’équation fera pour la figure 31 e . 


■+- aabefi 

— a't 1 J 

[ — aabctf] 

>uz~ a ' ctt 
— abbxxe 

a’btT 

Lj. — a'be 5 — a'bcc' 

^ +*b'cV U + ab'xx 

\ 

L«, -*-a'bcti p 

— abéce j 

-hab'xxeS 

— i’xx I 

b'xxe 

m4 

• _ •+- ab'cc 



aaat •+■ bbx\is ' 
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Et comme l’on peut exprimer les coéficients qui font con- 
nus paA 'autres grandeurs connues plus fimples,* on expri- * *7?ï 
mera le coéficient du terme #^par~-> celui du terme ^ 
par 17; celui du terme vu par-j£-; celui du terme u par 5 , ôc 
enfin le dernier terme par 1 1, éc l’on aura l'équation abré- 
gée KK. — ll 7r u \ — isr tt * *lsuhtt=o, qui contient 

toutes les équations aux léchons coniques par raport à une 
autre ligne qu’au diamecrc, n’y ayant que la diverfité des 
lignes, les différons raports des coeficicnts, ôç quelques ter- 
mes qui peuvent quelquefois fo trouver nuis ou égaux à zéro, 
qui la rendent propre à l’une des fèclions coniques plutôt 
qu’à l’autre. 

Quand -jj^cft pofirive 6c égale au quarré ~ de la moitié 
de la leélion conique eft une parabol^fc * 440. 

Quand -^eft pofirive ôcfiirpallè c’elfflne elliplé* * 440. 

Quand eft négative, c’eft une hyperbole par raport à 
l’un de fes diamètres, *6c non pas par raport aux afympro- » 440. 
tes. 

Si on vouloir trouver le paramétré, quand c’eft une pa- 
rabole 5 le paramétré 6c le diamètre, quand c’eft une hyper- 
bole ou une ellipfè, il n’y aurait qu’à luppolér chaque terme 
de l’équation abrégée ( excepte le premier) égal au terme 
qui lui répond dans l’équation correlpondantc du lcpticme 
Problème * , & déterminer par ces équations les valeurs des * 4 1(, 
indéterminées/, g, i, l , d,p t & la valeur de/ feroit le para- 
métré, celle de d feroit le diamètre. Mais comme l’on n’a 
befoin de ces choies que pour décrire la féction conique par 
la méthode des art. 360, 361 , êc que la pratique du Pro- 
blème que l’on traite ici , donne la defeription facile de la 
féction conique * il eft inutile de les expliquer ici plus au long. 

La maniéré de trouver les axes avec leurs paramétrés des fc&ions 
coniques décrites parla méthode precedente. 

444 * Il faut remarquer pendant que l’on fait la defeription de k Fic,xxxn. 
courbe, la fituation où les fecondscôtés^/i?/ font parallèles 
entr’eux, 6c en même temps le point M où fe croilcnr les 
deux premiers côtés, lorfque les féconds font parallèles j 6c 
les laiflànc dans cette fituation , faire décrire une circonfé- 
rence ai iMBNA au point Mi ou, ce qui revient au même. 
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& ce qui ell plus facile , il faut tracer la circonférence 
AMBN^A fur la corde AB, de maniéré que l’a &AMS 
(du côté de la ligne donnée DE où iè coupoienties deux 
premiers côtés , pendant que le point de concours des 
foconds côtés décrivoit la courbe ) (oit capable d’un angle 
AMB , qui falîe avec les deux angles donnés EAF , EBF * 
quatre angles droits. Il faut enfuite tirer par le centre 0 de 
ce cercle la ligne NOMD perpendiculaire à la ligne donnée 
DE ; & ayant mené par le point M où elle rericontre la cir- 
conférence, les droites MA, MB , il faut faire l’angle MAf 
égal à l’angle donné EAF , 5c MB/ — EBF J &"les deux 
lignes A f, Bf feront parallèles : car l’angle AMB failànt 
deux droits avec MA B , MBA , il faut que les deux qui 
relient BAf , ^^ffaflent auffi deux angles droits, puilque 
AMB fait quaSBanglcs droits avec MAf, MB/i par con- 
foquent A f , BfTont parallèles. Or l’on va démontrer par 
l’Analyfe que l’axe ou l’un des axes de la courbe décrite par 
le point F, ell parallèle aux lignes parallèles Af, Bf, d’ou il 
fera facile de trouver l’axe dans la courbe décrite par le 
point F. 

La corde AB qui joint les deux pôles ell donnée, & 
les angles AMB , MAf, MBf lont auffi donnés , puilque 
les angles EAF, ££?£,aufouels les deux derniers font égaux, 
Icmt aonnés; & de plus la ligne DE ell donnée de pofi- 
tion ; c’ell pourquoi la circonférence AMENA cil donnée, 
fon diamètre A/A^dl donné , les lignes ND , MD font don- 
nées, comme auffi AM, MC,BM, ML ; & menant AN, 
B N , ces lignes font auffi données ; enfin tirant AK perpen- 
diculaire fur fB prolongée en K, AK 5c B K font données. 
Il faut encore tirer FH perpendiculaire for B H qui ren- 
contre^/ enG; 5c enfin tirer du point £ furAMC prolongée 
la perpendiculaire El -, ces choies foppofocs, 

On nommera les données DM{m ) , DN(n), AK(a ), 
KB{b), MC(c), CD[d), DL(e), ML(f)i Se les incon- 
nues DE(x), AG(u), FG{xf\. Les triangles re&angles fom- 
blables DMC, CEE, donnent MC ( c J .CD{d) :: CE(x-d) 

. CI = iècMC(c). DM{m) « CE{x — d ) . £7= 

— . Les triangles reclangles MDC , MAN étant fem- 
blables à caufe des angles égaux oppofés au fommet DMC , 
AMN^’om MC(c) . MD{m) i: — .AM 

ma — mm . 
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— ■»"-»» J d'où l’on déduit Al = AM MC -i -Cl = 
mH-m , — ïitiiLj parceque •+• A/c 1 (•+•«) = 
-h DM 1 m m ) CD 1 {-*-dd). Or les triangles redangles 

F. A F AG , font fomblables 5 car ôtant l’angle EA G des 
angles égaux IA G , EA F, les angles reftans EA 1 , F AG 
font égaux } c’eft pourquoi^/ [ ""-A- ) . El AC,(u) 

. FG(zJ) s ce qui donne DE ( *) = • U faut à prefent 

trouver une foconde valeur de DE (x). 

Les triangles redangles LDM, LEP , font fomblables, 
ayant l’angle L commun ; c’eft pourquoi ML (/) . MD ( m ) 
::LE{e-t-x).EP = &cML(f) . LD (e) LE 

( e -+- x) . LP = ££ p £i . Mais les triangles redangles fembla- 
bles MLD, MNB, donnent ML (f ) . MD ( m ) MN 
[ n — m ) . jim = "y — i d’où l’on déduit BP = BM 
>+ML-LP= -~ mm ~f~“~' x =-^7^, à eau fe de 771 ‘ 
= MD 1 (mm) -t-TÏ ) 1 (-*- ee). Enfin les triangles rec- 
tangles BEP ,BFH, font fomblables, puifqu’en ôtant des 
angles égaux EBF, MBf, l’angle commun MB F, les 
angles reftans EBP , FBH , font égaux ; c’eft pourquoi 
. EP(‘Zj—) :: BH = AG(u) — BK( 6 ) . 
F H = FG(z) -+- GM =■ AK (a ) ; d’où l’on tire x = 
^ q U i donne 

u ■+• t\ — ù m •+ ** mit — d\ * 1 

ZJC a K +-.UU — = 0 . 



^ -V- f 
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C’eft l’équation de la courbe que décrit le point .F, (fig. 31 ), 
laquelle équation appartient àl’ellipfo, puifque^& "*« 
ont le même ligne -r-* 5 & le produit #^ne s’y trouvant point, *440 
i°, la ligne des coupées AG{u) eft parallèle au diamètre*, * 458 
lequel diamètre eft l’axe, puifque l’ordonnée FG(zj eft per- 
pendiculaire à la ligne des coupées AG(u). i°--~ (~) coéfi- 
cient de *«, marque le raport du paramétré au diamètre*, * 439 
& par confoquent aufii le raport du quarré du fécond dia- 
mètre au quarré du premier diamètre. 

Quand la ligne droite DE que décrit le* concours des 
deux premiers côtés EA, EB , eft coupée par la circonfe- 

FFff 
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rence AMBNA i quand elle eft par exemple de, l'équation 


devient 


• <**.- 
tm 

7^1 K. 

tdf f 
dm -*-t» 


-UU H- 


= o , qui appartient 


<* m 
d-*-e 

dn en 


•440. à l’hyperbole par raport au diamètre, pareeque* — ~uu a le 
f 438. ligne — -, AG eft parallèle à l’axe* 5 puifque #^ne s’y trouve 
pas, & que FG (xJ eft perpendiculaire fur AG[u), & ££(") 
* 435. exprime le raport du paramétré au diamètre*, comme aulîi 
le raport du quarré du fécond diamètre au quarré du pre- 
mier diamètre. 

Quand la droite DE touche la circonférence AMBNA 
8 c devient S't, alors les triangles MDC, CEI , MDL s’éva- 
nouiflènt, & il ne refte que les triangles AEJ,FAG,MAN, 
MBN, BEP , BFH ; Sc fi l’on fait une figure pour ce cas, 
on trouvera en le fèrvant dç ces triangles une équation à la 
parabole dans laquelle us^ôc uu ne fe trouvent point ; ce qui 
? 438. fait voir que AG eft parallèle au diamètre * qui doit ctrç 
l’axe , puifque FG ( eft perpendiculaire fur AG (» ), 


Remarque. 

44 5 ‘ Quand une fection conique eft décrite, & qu’on aune 
ligne droite donnée de pofition^G parallèle à l’axe 4 pour 
trouver l’axe, il n’v a qu’à mener deux perpendiculaires à 
AG qui fe terminent de côté & d’autre à la courbe , 5c mener 
une droite parles points du milieu de chacune, ce fera l’axe. 


Corollaire I. 

446. O n peut aifément mener une tangente de la courbe par 
Fie. xxxii. l’un des deux pôles, comme B , fans même qu’elle foit tra- 
cée. Il faut mener par le pôle A une droite AgjuÇcyi’i la 
donnée DE [on peut facilement l’imaginer, & les lignes 
dont on va parler, qu’on n’a pas tracées dans la figure }t, 
pour éviter la confufion) qui faflè avec AB l’angle QAB 
s= EAFi puis mener £IB , & tirer par B la ligne Bf, qui 
faflè avec £>2? l’angle QBf= EBF , & cette ligne Bf fe ra 
tangente au point B • Car en imaginant la fituation des deux 
premiers côtés AE , BE dans le temps que le fécond côté 
AF eft couche fur AB , & décrit la portion de courbe infi- 
niment petite au point J 3 i il eft flair que dans cette fituation 
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l'ârtgle BA(ftk égal à EAF, 8 c QBF = EBF , 8 c qu’à ce 
moment la petite portion de courbe qui eft au point B , fe 
trouve dans la ligne Bfi 6 c Z?/eft par confequeat tangente 
au point B. 

Corollaire II. 

Où ton enfeigne à décrire telle fiBion conique qu'on voudm 
dont cinq points font donnés . 

447* Comme l’on décrit une ligne droite dont on a deux points, Pio.xxxni. 
un cercle dont on a trois points , on peut de même décrire 
par la méthode precedente une féélion conique déterminée 
telle qu’on voudra; lorfqu’on en a cinq points A, B, C, G, 

F , il faut en joindre trois, A, B, C, par les lignes A B, AC, 

. BC, êc prendre deux de ces points^? 6 c B pour pôles } mener 

! >ar les autres points F, G, les lignes FA,FB, GA,GBh faire 
es angles FAE , G AK égaux chacun à l’angle CAD com- 
plément à deux droits de Pangle CAB s 6 c faire l’angle FBE 
égal à l’angle ABg complément à deux droits de l’angle 
ABC , 6 c GBK = A Bd mener la ligne droite ED K 
par les points E 6 c K, où les lignes AE, BE 6 c AK, B K fé 
rencontrent. Si l’on fait avec des réglés des angles égaux 
à EAF, EBF, 8 c li faifant tourner ces angles fur les poîcs A 
6 c B , on fait toujours en forte que les premiers côtés AE, 

BE le coupent fiir la droite EDK, il eft clair que le point F 
qui eft le concours des deux féconds côtés AF, B F décrira 
la féclion conique qui palléra par les cinq points donnés. 

Si l’un des cinq points ou une partie des cinq points étoit 
dans l’une des hyperboles , 6 c les quatre autres ou l’autre 
partie dans l’hyperbole oppofee; il faudrait faire les angles 
FAE, G AK égaux chacun à l’angle CAB , 6 c non pas à fon 
complément à deux droits CAD-, 6 c de même les angles 
FBE, GBK égaux chacun à l’angle CB A, 6 c la ligne EDK 
pafTeroit entre les pôles A 6 c B, comme dans la figure 30 . 

Avertissement. 

448. Si au lieu d’une ligne droite DE l’on faifoit parcourir an Fie. XXX. 
point de concours E des deux premiers côtés AE , BE des & XXXL 
angles mobiles EAF , EBF, une des factions coniques, la- 
quelle on voudra, qui paflat par l’un des pôles, par exemple 
par^, le point de concours F des deux féconds côtés AF, 

F F f f ij 
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B F , décrirait une courbe du fécond genre, c’efHdire, dont 
on trouveroit l'équation , comme on a fait celle des fe&ions 
coniques, dans laquelle les inconnues auroient trois dimen- 
fions ; & fi l’on faifoit décrire au point de concours E la 
courbe du fécond genre qu’on viendroit de tracer, le point 
de concours F décriroit une courbe d’un genre plus élevé, & 
ainfi A l’infini. Avcrtiffement. 

On ne porte pas ici cette matière plus loin , parcequ’il 
faudrait faire un traité entier de ces lignes courbes ; 8c on 
s’eft propofé feulement de faire voir ici quelques ufages de 
l’Analyfe par raport aux courbes géométriques , 8c fiirtout 
aux féclions coniques, 8c ce que l’on en a dit fuffit pour en- 
tendre ce que l’on dira dans la fuite qui y aura raport, fans 
avoir befoin d’autres ouvrages. 

Des courbes qui ne sont pas géométriques. 

44 9- O ut re les courbes çeometriques dont les coordonnnées 
font de fimples lignes droites par le moyen defquclles on 
exprime un raport commun à tous les points de chacune de 
ces courbes par une équation algébrique , où les inconnues 
ont un nombre déterminé de dimenfions; il y a une infinité 
d’autres courbes dans chacune defquelles il y a, comme dans 
les courbes algébriques , un raport commun à tous leurs 
points que l’Analyfé exprime par une équation ; mais ce ne 
peut pas être en y employant de fimples lignes droites pour 
coordonnées qui ayent entr’clles un commun raport , qui 
puillè être exprimé par une équation algébrique, ce feraient 
des courbes géométriques ; mais dans quelques-unes on fé 
fert pour l’une ou l’autre des coordonnées , 8c quelquefois 
pour toutes les deux , de lignes courbes , comme d’arcs de 
cercle, ou d’arcs d’autres courbes; ou bien l’on fé fért de. 
ligues droites pour coordonnées ; mais que l’on fiippofé éga- 
les à des arcs de cercles ou d’autres courbes ; dans quelques- 
unes les abciflès partent d’un même point, 8c les ordonnées 
font des arcs de courbes ; dans quelques autres les coordon- 
nées quoiqu’elles foient des lignes droites ou des arcs de 
courbes, elles fuppofént encore la quadrature de quelques 
courbes, c’eft A dire l’expreffion des coordonnées dans l’é- 
quation de ces courbes, contient l’expreffion de la quadra- 
ture de quelque courbe divifée par quelque ligne. Il y en a 
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dont on ne connoît le raport commun de tous les points, oh 
de toutes les lignes infiniment petites dont leur contour eft 
compofé, que par des lignes infiniment petites qui font des 
triangles infiniment petits qui donnent chacun une meme 
équation , qui devient par le moyen des grandeurs chan- 
geantes x,£ ôcc. l'équation de la courbe. 

Quelques-uns appellent ces lignes mechaniques ; d’autres 
pour prévenir le préjugé que donneroit ce nom de mecbam- 
que aux Lecteurs , en les portant à croire que ces courbes 
n’ont pas des propriétés 6c des ufages qu’on puifle démon- 
trer auilï exactement que celles des courbes géométriques, 

«ment mieux les appeller tranfeendentes. Il n’importe quel 
nom leur donner , & on peut les appeller mechitniques > 
mais il eft certain que depuis l’hcureufc découverte du calcul 
différentiel & intégral, on en démontre les propriétés aufli 
exactement que celles des courbes géométriques , & qu’on 
en fait prefquc autant d’ufàge dans la Geomctrie &c dans les 
fciences phyfico mathématiques, & que la plupart des plus 
belles découvertes & des plus beaux Problèmes relolus par 
les Sçavans de notre temps , regardent les propriétés & les 
ufages de ces courbes. 

Quoiqu’on puiffè exprimer les principales propriétés de 
plufieurs courbes mechaniques par des équations où il ne 
faut que le calcul ordinaire de l’AIgebre -, on ne peut gueres 
cependant découvrir les propriétés & les ufages des courbes 
mechaniques, qu’en employant dans leurs équations les ex- 
prelfions du calcul différentiel 6c intégral, & en <c lêrvant 
de ce calcul ; c’eft pourquoi on fe contentera ici de donner 
feulement l’idée de quelques courbes mechaniques. 

Des lignes spirales. 

4 S 0, Si l’on imagine que le rayon CA prolongé i l’infini, du Fio.xxxiv. 
cercle AED, fe meut en tournant autour du centre C, en 
commençant au point A, Sc allant de A vers E,D,A, &c 
qu’en même temps un point C parte de C, & fe meuve fur 
le rayon CA de maniéré qu’il arrive au point A en même 
temps que CA> la ligne CB A que décrit le point C par ce 
mouvement, s’appelle (f irale. Sa propriété principale fe 
déduit de fa formation, qui eft que la circonférence A ED A 
eft à un arc quelconque AED pris depuis l’origine A juf- • 

F F f f îij 
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qu’au point Z) où fe trouve le rayon CD quand le point 
mobile C fe trouve en même temps au pointî? de la fpiraie, 
comme le rayon CD que parcourt le point mobile C pen- 
dant que le rayon CD ou CA parcourt la circonférence en- 
tière, eft à la partie CB du meme rayon que parcourt le 
même point C pendant que le rayon CA ou CD parcourt 
l’arc AED. 

Ainfi nommant le rayon ri fa partie Ci? pnfe pour abfeifle, 
xi la circonférence A ED A, a & chacun des arcs AED pris 
pour ordonnées, y ; la proportion precedente s’exprimera 
ainfi, c .y :: r.x j ce qui donne l’équation à la Ipirale ex = ry y 

OUK = -f. 

R E M A R E S. 

I. 

45 O N remarquera que quand le point mobile C eft arrivé 
en A , il peut conttnuer de fe mouvoir; & dans une fécondé 
révolution, il décrira une fécondé partie de la Ipirale ; daos 
une troifiéme révolution, une troiheme partie cfe la fpiraie, 
& ainfi à l’infini ; ce qui eft caufe que le rayon prolongé CA 
rencontre la Ipirale en une infinité de points i Ôc que l’abC 
ciflè x peut avoir une infinité de valeurs par raport à tous 
ces points. 

I I. 

4 S z - On peut encore concevoir que le point mobile C peut 

fe mouvoir de C jufqu’à A , de maniéré que le raport de la 
circonférence AEA (c) à l’arc AED (y) , loit le même que 
celui d’une puiiîànce quelconque m (m reprefente un nom- 
bre quelconque entier ou rompu ) du rayon CA(r m ) à une 
femblable puilïànce de l’abfciftè CB ( x m ) ; & l’on aura pour 

l’équation de ces fpirales à l’infini cx m = r m y, ou x m ——y. 

I I I. 

45 j. Outre ces /pirales , l’on en peut encore imaginer d’autres 
d’une infinité de fortes , parmi lefquclles on fera feulement 
ici remarquer la Ipirale logarithmique, dont la propriété eft 
que la tangence BT à un point quelconque B, fait toujours 
le même angle au point B avec le rayon BC. Mais l’équa- 
tion neceftaire pour exprimer cette fpiraie, employé le calcul 
différentiel donc on ne parlera que dans la partie qui, fuit. 
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On remarquera feulement que cette fpirale ne commence 

{ >as au centre C d’où partent les rayons CA, CD, comme 
es precedentes. 

Des cycloïdes. 

4 S 4- Si l’on imagine que le cercle AFE roule fur la droite ED, Fjg 
& fi l’on conçoit que le point A décrit en même temps une 
courbe AfD fur le même plan où eft la ligne ED Sc le cer- 
cle AFE qu’on appelle générateur, cette courbe fe nomme 
cycloïde. Si l’on tire par tous les points F de la demi-circon- 
ference AFE , une droite Ff parallèle à la bafe ED , jufqu’à 
la cicloïde en f, la droite JF/ eft toujours égale à la longueur 
de l’arc AF, & la bafe ED eft égale à la demi-circonference 
AFE. Car il eft évident que quand le point A eft arrivé au 
point D , tous les points de la demi-circonference AFE , à 
commencer du point E , ont été appliqués fucceflivement fur 
les points de la bafe ED , & qu’ainfi toute la demi-circon- 
ference EF A a été, pour ainfi dire, mefurée par la bafe ED, 
qui lui eft par confequent égale * & que quand le point A 
eft arrivé au point / de la cycloïde , fi l'on trace le demi- 
ceFcle générateur afe par ce point/, en faifint ae perpendi- 
culaire fur ED, Ee eft la mefure de l’arc qui en roulant s’eft, 
pour ainfi dire, mefuré fur Ee, lequel arc eft vifiblemenc 
égal à l’arc AF , ou af qui eft celui qu’a décrit pendant ce 
mouvement le point A depuis A jufqu’en F , ou depuis a 
jufqu’cn/, en tournant fur fon centre , pendant qu'en avan- 
çant, le cercle générateur roulant toujours, le même pointé 
a décrit la partie de cycloïde Af. Or Bb étant égaie à Ee, 

& B F à bf, il eft évident que //==£#== à l’arc AF ou af 
Ainfi prenant la demi-circonference AFE pour la ligne 
des coupées , & les droites //pour les ordonnées , & nom- 
mant la demi-circonference AFE {c ) , la bafe ED {b), cha- 
que coupée AF ( , l’ordonnée Ff(y), l’on aura c . b :: x^.y, 

ce qui donnera l’équation à la cycloïde/ = -^-j ou bien, 
pareeque c = b, l’équation fera/ — x- 
45 J. Si l’on prolonge f F jufqu’à B , & qu’on nomme Bf(y), 

AE{a), AB{x),AF( s;), il eft évident que l'ordonnée B F 
eft égale à l’arc AF ( x) , & de plu s à la per pendiculaire BF, 
qui eft égale * à V AB x B E = Vax — xx > ainfi l’on aura 
encore / = Vax — xx pour l’équation à la cycloïde. 


4 

. XXXY* 


* i*r. 
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<456’ C’eft encore une propriété de la cycloïde , qu’on démon- 
trera dans la fécondé partie , que chacun des arcs de la 
cycloïde, comme Af , eft double de la corde AF de l’arc 
correfpondant AF > ainfi nommant toujours AF [a), AB x)i 

!*rSS. l’arc Af(i)i la corde AF fera égale * à Vax , & l’on aura 
pour une troifiéme équation de la cycloïde s = iVax. 

Remarque*. 

I. 

4 5 7 ’ La cycloïde a beaucoup de propriétés & d’ufages qui ont 
été découverts de notre temps } & de plus l’on a diftingué 
trois fortes de cycloïdes à qui convient l’équation y = -, 

i' c , quand b — c , c’eft la cycloïde ordinaire -, % , quand b 
furpalfe c, c’eft la cycloïde allongée -, 3', quand b eft moindre 
que c , c’eft la cycloïde racourcie. 

I I. 

4J8. Il y a même une infinité d’autres fortes de cycloïdes, qui 
ont pour bafe ED une courbe j elles fe forment en concevant 
que le cercle générateur roulant fur une circonférence ou fur 
une autre courbe , un point pris dans la circonférence .du 
cercle générateur, ou dans un des rayons au dehors ou au 
dedans du cercle , décrit fur le plan où eft ce cercle une 
efpece de cycloïde , qu’on appelle epicycloïde. On doit bien- 
tôt voir un fçavant traité de toutes ces cycloïdes compofé 
par M. Nicole. 

I I I. 

45 9- On peut concevoir que le cercle générateur fait une infi- 
nité de tours fur fa baie prolongée à l’infini ; ainfi chaque 
cycloïde peut s’étendre à l’infini, excepté une eipece d’epi- 
cycloïde autour de la circonférence pour baie, qui revenant 
aux mêmes points , eft bornée à n’avoir qu’un nombre 
déterminé de parties toutes femblables , & elle eft géomé- 
trique. 

De la courbe logarithmique. 

460. Soit une droite AL prolongée de côté & d’autre à l’in- 
ha, xxxvi. fini , & conçue partagée en parties égales les plus petites 
qu’on puiiTe imaginer, AC, CE, EG , &c. & quïl y ait fur les 
divifions les droites parallèles AB, CD , EF, &c. qui faflënt 
une progreifion géométrique j la courbe BDFH, &c. qui 

pailè 
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pafTe par toutes les extrémités de ces droites proportionel les, 
s'appelle la logarithmique , dont les coupées font fur la droite 
AL, &c les ordonnées font AB, CD, Sic. Cette courbe a 
plulîeurs propriétés de grand ufage ; mais comme l’on ne 
peuc gueres les exprimer que par le calcul différentiel, on 
fera feulement remarquer ici que comme les parties de la 
ligne des coupées font une progreffion arithmétique, 6c les 
ordonnées correfpondantes une progreffion géométrique -, 6c 
que quand tous les termes d'une progreffion arithmétique 
font cor refpondants pris de fuite aux termes d’une progref- 
fion géométrique aufu pris de fuite , les termes de la progref- 
fion arithmétique s’appellent les logarithmes des termes dé 
la progreffion géométrique ; la courbe logarithmique con- 
tient les uns 8c les autres, 6c c’cft delà qu’elle tire fon nom. 

Ainfi prenant AB pour l’unité, 6c A pour le point où com- 
mencent les logarithmes, la partie ABM L contient les 
nombres qui furpaflènt l’unité 6c leurs logarithmes corref. 
pondants ; 6c l’autre partie AgJcsB contient les nombres moin- 
dres que l’unité 6c leurs logarithmes correfpondants, 6c le 
logarithme de l’unité eft zéro. 

Avertijfement. 

Ce que l’on vient de dire des courbes mechaniques fiiffit 
pour en donner ici une idée aux Lcdeurs ; 6c pour n’oublier 
aucune des courbes qu’on a imaginées jufqu’à prefent : on va 
expliquer en peu de mots les courbes qu’on appelle exponen- 
tielles 6c parcourantes. 

Des courbes q^j’on appelle exponentielles 
E T parcourantes. 

46 I. Les grandeurs commea 1 ^ 1 ^'',^ ,8cc. qui font desconf- 
tantes comme a, ou des changeantes comme x , y , 8cc. éle- 
vées à des puiflànces, dont l’expofant x,y, ^ eft une gran- 
deur changeante, s'appellent exponentielles ou parcourantes. Les 
équations qui contiennent de ces fortes de grandeurs, ont le 
même nom$ comme auffi les courbes donc le raport com- 
mun à tous les points de leur contour s’exprime par ces 
fortes d’équations. 

Par exemple , en nommant « les abfcifîès AC, AE , 6cc. fio.xXXvl. 
depuis l’origine A, Si. y les ordonnées CD , EF, 6cc. ôc une 
grandeur confiance ai fuppofé que la courbe BDFH , 8cc. 

G G gg 
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s’exprime par cette équation a x =y, quelques-uns la nom- 
ment exponentielle , d’autres parcourante > de meme x 1 —y, ou 

= y, x l ~y, font des équations de courbes parcourantes. 

Pour le former une idée diftincte de ces courbes, fi a x = y 
eft l’équation delà courbe DDF, il faut concevoir que la 
première ordonnée CD [y) eft égale à la confiante a élevée 
a la puiflànce dont l’expofant eft l’aWciflè correspondante 
AC{ x). La féconde EF (y) eft égale à la confiante a élevée 
à la puiflànce de la féconde abfciile AE(x) ; & ainfi des or- 
données fuivantes. 

Si x 1 = y eft l’équation de la courbe , il faut concevoir que 
CD (y) — AC {x) élevée à la puiflànce dont l’expofont eft 
AC (x), que EF {y) = AE(x) élevée à la puiflànce dont 
l’expofant eft AE ( x ) , Sc ainfi des autres. D’où l’on conçoit 
adement la courbe dont x 1 —y léroit l'équation : Mais 
quand l’cquation eft, par exemple, x 1 —y, dans laquelle 
l’expofant ^ eft une changeante differente de x & de y , l’on 
conçoit une autre courbe Al'ft, dont l’une des coordonnées 
ACE,&cc. eft commune avec celle de la courbe parcourante, 
&dont on fçait le raport de chacune des ordonnéesCJ',£î>,&c, 
qui font les avec les abfciflés correfpondantcs communes 
AC, AE, &c. qui font les x. 

Les équations exponentielles peuvent avoir pluficurs ter- 
mes, comme x 1 ■+• x* = y* y. 

Les expofants changeants x,y, &c. des grandeurs expo, 
nenticllcs peuvent eux -mêmes être élevés à despuiflànces 
dont les expofants foient auffi changeants, ce qui fait diftin- 
guer ces grandeurs exponentielles & leurs courbes en plu. 
lîeurs genres, dont celles qui precedent font le premier ; Le 

ï y 

fécond eft, par exemple , x* =^y 1 , & ainfi à l’infini. 
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SECTION IV. 

% *» • ‘jf/î. : 

De l'ufagc que fait V Analyfc des courbes pour ré foudre 
les équations déterminées , & les Problèmes des fciences 
Phyfco - Mathématiques. 

Ufage que l’Analyfe fait dés courbes géométriques , pour 
réfoudre les équations déterminées. 


Principe d’ei l’stnalyfe déduit cet ufage. 

4 6 z, fuppofant que les équations à la ligne droice & à toutes 
les courbes géométriques de tous les genres ont leurs cou- 
pées reprefontées parla meme inconnue, par exemple * ou 
», &c. éc leurs ordonnées auiR exprimées par la même incon- 
nue , comme y ou ^ &c. fi en le fervant de deux de ces 
équations quelconques , on fait évanouir l’inconnue de la 
coupée, de manière que la troifiéme équation que l’on for- 
mera de ces deux autres, n’ait que la foule inconnue y de 
l’ordonnée ; les deux lignes dont on a pris les équations pour 
faire évanouir x , fo peuvent couper en autant de points que 
l’inconnue^ a de dimeniîons dans le premier terme de la 
troifiéme équation dont y eft la feule inconnue. 

Par exemple , fi l’on prend la valeur de x dans l'cquation 
à la ligne droite x — fy , &t qu’on la fùbftitue dans une 
équation de laquelle on voudra des foclions coniques, com- 
me dans j>x = yy, qui eft l’cquation à la parabole -, on aura 
la troifiéme équation yy — efy = o , dans laquelle y étant 
au fécond degré , marque qu’une ligne droite peut couper 
une parabole en deux points j Sc comme il y a une valeur 
dey = o, cela marque que les coupées de l’équation à la 
ligne droite comincnçanc au même point où commencent 
les coupées de l’équation A la parabole , auquel point y— o } 
le premier point où la ligne droite coupe la parabole eft au 
fommet , c’eft A dire A l’origine des x Sc des y, puifquey s’y 
trouve égal A zéro. Mais fi l’origine des coupées de l’équa- 
tion de la ligne droite étoit à un autre point qu'A l'origine 
des xôc des y, y auroit deux valeurs réelles dans là troifiéme 
équation qu’on trouveroit en faifànt évanouir * par les deux 
autres. G G g g ij 
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De même prenant la valeur de .* dans l’équation de la 
parabole px —yy 3 qufeft * = -pi & la fubftituant dans 
l’équation par exemple du cercle , qui eft yy = dx — xx , 
on trouve la troifiéme équation yy — fyy -hyy = o, dans 
laquelle/ 4 a quatre dimenfions 5 ce qui faic voir que le cer- 
cle peut couper la parabole en quatre points , dont il y en a 
deux de confondus au fommet de la parabole où cft l’ori- 
gine des x & des y, parceque/ a deux valeurs égalés à zéro 
dans la troifiéme équation précédente : mais quand l’origine 
des coupées cft differente dans la parabole & le cercle , y a 
quatre valeurs réelles dans la troifiéme équation que l’on 
trouve par le moyen des deux équations à la parabole & au 
cercle. 

On trouvera de même qu’en prenant deux équations de 
deux fecrions coniques quelconques , y aura quatre dimen- 
fions dans le premier terme de la troifiéme équation qui 
naîtra de l’évanouiiTement de x par leur moyen j ainfi deux 
fecrions coniques peuvent fe couper en quatre points s que y 
aura fix dimenfions dans le premier terme de la troifiéme 
équation qui naîtra de l’évanouifièment de x par le moyen 
de deux équations , l’une d’une lèction conique quelconque, 
& l'autre d'une courbe du fécond genre} & qu’ainfi une 
courbe du premier genre en peut couper une du fécond en 
fix points. 

On peut de la même manière trouver en combien de 
points une courbe géométrique quelconque peut être cou- 
pée par une ligne droite, par une courbe du premier genre, 
par une courbe du troifiéme , &c. 


Exemple. 

Fie- XIX. La parabole ACc dont l’axe cft ABb , le paramétré AP 
= p , les x = AB , Ab > les/ = BC, bc , a pour équation yy 
■ — px =o. La ligne droite SCc, en fuppolànt SA = <* ’> AT 
parallèle à BC menée par A égale à b ; Sc prenant les x fur 
AB du même point A d’où l’on prend les x de la parabole, 
aura pour abfcifië SB = «*•+■ x , & pour ordonnée B C 
c= y , & pour équation = y i d’où l’on tire x . 

fi l’on met cette valeur de x dans l’équation de la parabole, 
on aura la troifiéme équation y y — — 0 > dans 
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laquelle y a deux râleurs pofitives ,* qui font celles des deux * 59. 
ordonnées BC (y), bc ( y ) , menées des deux points C , c où 8' C«r. 
la droite SCc , dont l’équation eft x = s ^-^ , coupe la para- 
bole ACc , dont l’équation eft yy — f>x = o j lefquelles deux 
ordonnées communes à la droite & à la parabole, font deve- 
nues déterminées par la commune interfe&ion de la droite 
& de la parabole. 

Cet exemple fuffit pour faire clairement concevoir le prin- 
cipe, & pour faire voir en même temps qu’elle en eft la 
raifon; avec quelle jufteflè l’Analyfe s’accorde avec la Géo- 
métrie, & comment elle fait découvrir avec le feul calcul 
les propriétés des figures les plus compofées jointes les unes 
avec les autres , & comment réciproquement la Géométrie 
exprime par les figures les refblutions des Problèmes décou- 
vertes par l’Analyfe , c’eft ce qu’on verra mieux par l’ufage 
que l’Analyfê fait de ce principe. 


JJ f âge que l’Analyfe fait du principe precedent, pour former 
la méthode de trouver exactement , par les figures de la 
Geometrie , les lignes qui font les valeurs des racines des 
équations déterminées qui donnent la réfolution des 
Problèmes déterminés de quelque degré que puiffent être 
ces équations. C'efi cette méthode qu’on nomme la conf- 
truChon des équations. 

4 6 J. J L fuit du principe précèdent, que pour trouver les lignes 
qui font les valeurs des racines d’une équation déterminée 
quelconque, c’cft à dire de quelque degré qu’elle puifle être, 
dont l’inconnue eft par exemple i°, il faut trouver deux 
équations dans chacune defquelles l’une des inconnues , par 
exemple celle qui marque les ordonnées , foit zj & l’autre 
qui exprimé les coupées, foit une autre inconnue comme u 
auffi commune à ces deux équations i Sc que ces équations 
comprennent auflî , non chacune , mais les deux enfcmble , 
toutes les grandeurs connues de l’équation qu’on veut refbu- 
dre , & enfin qu’elles foient telles qu’en iaifant évanouir 
l’inconnue u par leur moyen , la troifiéme équation qui en 
viendra fbit precifément l’équation propofee à refoudre. 

G G gg iij 


Digitized by Google 



6 ot Analyse dbmonth'e. 

4 ^ 4 # Par exemple lî on veut reloudre l’équation du quatrième 
degré — nsi f KR. — f r~o, il faut trouver deux 

équations comme sy — vr = o, qui eft une équation à l’hy. 
perbole par raport aux afymptotcs , & — »^ p — 

•+■ su — o, qui cft une équation au cercle, qui font telle* 
qu'en mettant dans la fécondé les valeurs d eu, un, qui font 
* = , uu , l’on a pour troilicmc équation la pro- 

posée. 

i°. Il faut tracer les courbes des deux équations qu’on a. 
trouvées en commençant par laquelle on voudra, par exem- 
ple on tracera d’abord l’hyperbole cquilaterc de l’équation 
zjt — vV = o ; ou bien { en fùppofânt , pour ne pas le Servir 
d’incommenfurables , vV — as) de l’équation s y» — aa = o y 
en tirant les deux droites perpendiculaires OR-, OH i &. 
ricJUCXVir- prenant OR & la perpendiculaire Rr à OR, chacune = a, &c 
traçant par r l’hyperbole dont OR , OH feront les afympto- 
tes ; après quoi nommant OC (*), 8c BC ( ^ ) , l’on aura BC x 
OC(zg) = OR x Rr(aa~ Vr) 

L’hyperbole étant ainfî tracée , il faut enfuite décrire le 
cercle donc l’équation efl ^ su — = o; 

& il le faut faire de telle maniéré, que les ordonnées s^du 
cercle fôientfur les ordonnées ^C(^Jde l’hyperbole, ou bien 
qu’elles leur foient parallèles, & qu’elles ayent la même ori- 
gine ; & qu’il en /oit de même des coupées du cercle & de 

* l’hyperbole. Mais les termes ns^, marquant’que l’équa- 
tion efl à une ligne parallèle au diamètre , il faut comparer 

Fus. xxix. cette équation du cercle avec l’équation indéterminée du 

* 4j6. cercle * ^ — i su — us ■+• II-*- ii — \dd = o , 8c fup- 

^o/cr que ces deux équations font la même équation , c’eft 
a dire , que leurs termes corrcfpondartts font égaux 5 ( s’il y 
avoit eû le terme us dans l’équation du cercle , il aurait falu 
la comparer avec l’équation indéterminée du cercle où fè 
* 43<> trouve cette fuppofition donnera les équations particu- 
lières propres à déterminer les valeurs de /, /, d, par raport 
à l'équation SK . — »s^ ■+■ us — ~ L - y, u •+■ p = o ; 8c l’on trou- 
vera l — i », ; = îTTHw , i * — v 7 l + ii-p — — p. 

jKJtXXYU. Pour décrire à prefènt le cercle de cette équation de la 
maniéré propre à donner les racines de la propofée, il faut 
de l’origine 0 prendre fur la ligne OH des ordonnées jg de 


Digilized by Google 


Livre VIII. éoj 

l’hyperbole, qu’on fuppofe auffi être la ligne des ordonnées ^ 
du cercle , la ligne OH = / = ~n i fi la valeur de / = i» 
eut été négative, il auroit falu prendre O H — {n fur HO 
prolongée de l’autre côté de l’qngme 0 > ce qu’il fauc remar- 
quer pour la fuite. Après cela il faut élever par ie point H 
la perpendiculaire H K — i = le point K fera le 

centre du cercle qu’il faut décrire. C’eft pourquoi du cen- 
tre K avec le rayon Ÿ-nn-t- — p, il faut décrire la cir- 
conférence BBBA, & mener des quatre points B, B, &c. 
où elle coupe l’hyperbole, les quatre lignes BC perpendicu- 
laires fur la ligne OH des & ces quatre lignes BC déter- 
minerons les quatre lignes OC, OC, Sec. qui feront les quatre 
valeurs cxa&es de 2 clans l'équation propofëe Sec. ou,li 
l’on veut , leurs quatre parallèles Sc égales Bc, Bc , 3 cc. 
car le cercl cBBBAB a pour équation par la conftruction^ 
XK — nzj+- uu — 57-»H-/> = o;Scon peut encore le démon- 
trer ainfi , F B — OC — OH — 2 — {», KF = KH — F H 
— — « i Sc le rayon du cercle K B =■ V ‘ 4 nn ~f — p. 

Or à caufe du triangle rectangle KF B, ( on imagine facile- 
ment la ligne KB , qui n’eft pas marquée dans la figure 37) 
O 1 = Kf 1 FB l J ce qui donne en métrant les valeurs de 
cef quarrés , l’équation precedente du cercle. L'équation de 
l'hyperbole eft auffi 2* — vV== o par la conftruétion ; d’où 
prenant la valeur de * = , Sc la fubfticuant dans l’équa- 

tion precedente du cercle, on trouve precifcment l’équation 
propoféc s£ , Sec. 

. On remarquera fer cette conftruétion, r°, qu’on peut 
trouver fur la figure même le rayon KB = V{nn ■+■ {f-~p, 
Jans en faire d’autre à part; car il n’y a qu’à imaginer l’hy- 
pothenufe OK du triangle rectangle OH K qui fera égale à 
î faire enfuite le demi -cercle dont elle fera le 
diamètre , & y inferire la corde OA = Vp,Se l’autre corde 
j KA, étant l e côté du triangle rectangle dont I’hypothenufe 
eft O K ~ V^nn - , Sc le côté OA — Vf i l’autre côté KA 
fera égal à V\nn -t- — p, & fera par confequent le rayon 

du cercle de l’équation precedente. 

• i°. Si le cercle coupait les hyperboles oppofees, les valeurs 

de s^que donneroientlcs incerfechons de l’hyperbole B B, 
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fëroient les racines pofîrives , & celles que donneroient les 
interactions de l’hyperbole oppofée, lëroient les négatives. 

467. 3". Si le cercle touchoit feulement l’hyperbole (ans la 
couper, ce (croit une marque que deux interférions ou 
même les quatre (croient réunies en une -, ce qui (croit con- 
noître que les valeurs de ou du moins deux feroient éga- 
les. 

468. 4 0 . Si la corde OA — Vp étoit trop grande pour être 

inferite à la demi-circonference décrite fur le diamètre 0 /C 
== «n -t- ^7, ce fèroic une marque que les racines (croient 
ima ginaires; c omme aufîî fi le cercle, dont le rayon eft K. A 
= V±nn -t- — p, croit trop petit, & ne coupoit ni ne tou- 

choit l'hyperbole BJ3, &c. Ces remarques (ont voir la con- 
formité de la Geometrie 8c de l’Analyfe , & elles fërvenc, 
furtout les trois dernieres , dans toutes les conitructions des 
équations. 

Corollaire. 

469. I l e(l évident par le principe 8c par l’application qu’on en 
vient de faire , qu’on peut refoudre ou conftruire une équa- 
tion déterminée quelconque , par le moyen d’une équation 
à la ligne droite, & d’une équation à une courbe du même 
degré que fera l’équation propofee : Qu’une équation du 
troifiéme ou du quatrième degré peut fc conftruire par le 
moyen de deux équations dont chacune eft celle d’une (êc— 
tion conique , ( on y comprend le cercle 8c de meme dans 
la fuite ) ; que les équations du cinquième 8c fixiéme degré 
peuvent (ë conftruire par une équation d’une fëétion conique 
8c par l’équation d’une courbe du fécond genre : Que les 
équations du fëpticme 8c du huitième degré peuvent (ë 
conftruire par une équation d’une fëélion conique 8c une 
autre d’une courbe du troifîéme genre. Les équations du j c , 
6 e , 7', 8 e 8c 9 e degré peuvent aufli fe conftruire par deux 
équations chacune d’une courbe du fécond genre. L’on peut 
déduire aifément du principe 8c de l’application qu’on en a 
faite, de quel genre doivent être les courbes dont on pourra 
prendre les équations pour conftruire les équations déter- 
minées des degrés plus élevés. 

Mais il faut remarquer que les conftruélions des équations 
déterminées par les équations des courbes les plus (impies, 

doivent 
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doivent être préférées aux conftruclions par les équations 
des courbes plus compofees ; ainfi ( fans parler de la conftruc. 
tion des équations déterminées du fécond degré où le cer- 
cle & les lignes droites fuififént ) l’on conftnut les équations 
du troifiéme &c du quatriéme<*fegré par les équations de 
deux féâions coniques , dont l’une eft ordinairement celle 
du cercle , comme étant très facile à décrire 5 celles du 
cinquième êc fixiéme degré par une équation d’une fe&ion 
conique & une d’une courbe du fécond genre ; les équations 
du féptiéme , huitième & neuvième degré , par deux équa- 
tions de deux courbes du fécond genre , &c. 

Il ne refte plus pour faire concevoir clairement comment 
l’Analyfé fe fért des courbes pour trouver les racines des 
équations déterminées , qu’à expliquer la méthode dont il 
faut fe férvir pour trouver, quand on a une équation déter- 
minée, les deux équations aux deux courbes qui fervent à 
la conftruire. 


Méthode pour trouver Us équations des courbes qui fervent 
a conflruire les équations déterminées. 

I. 

Pour le s équations déterminées du f & du q degré. 

47°. T o u t e s les équations du troifiéme degré peuvent être 
reprefentées par cette formule ^ •+■ n -*- aqz. aar = o } 
on peut toujours donner une lemblable préparation aux 
grandeurs connues d’une équation * ; on fuppofé que les 
lignes-*- reprefentent ceux des équations particulières; ainfi 
quand il y a quelques termes de ces équations qui ont — , 
les lignes -*- des termes correfpondants de la formule repre- 
fentent ces lignes. Quand le fécond terme manque, n eft 
égale à zéro. Pour ne faire qu’un cas des équations du troi- 
fiéme & du quatrième degré, il faut multiplier les équations 
du troifiéme degré par l’inconnue £ , & la formule féra 
-+- nzl -+- aqz^-r- aarz. — o ; & alors l’une des racines féra 
égale à zéro. On n’employe pas la lettre p, pareequ’on s’en 
eît férvi dans les équations des féclions coniques par raport 
à leurs diamètres & aux lignes differentes de leur diamètre, 
pour marquer le paramétré. Les équations du quatrième 

H H h h 


»7i>. 


Digitized by GoogI 


6 o 6 Analyse démontré'!, 
degrc peuvent de même être repre (entées par cette for- 
mule ^ nxl -+• aqxz^-r- aarz^ <*’/ = o. L’on peut 
refoudre ces équations par deux équations ; la première à 
une feétion conique quelconque fans qu’elle foit déterminée, 
c’eft à dire, par une parahgje quelconque , par une elliplë 
quelconque , 6c par une hyperbole quelconque ; la lèconde 
par un cercle auffi quelconque. L’on peut auflî les refoudre 
par deux équations à deux lé&ions coniques , dont l’une (oit 
déterminée, c’eft â dire une telle parabole déterminée , une 
telle ellipfe , ou une telle hyperbole déterminée , ou un tel 
cercle déterminé, 6c dont l’autre ne (bit pas déterminée. 


Premier cas. 

guand aucune des deux fcïiisns coniques n’efi déterminée. 

4 7 *• x°.Il faut fuppolèr cette équation à la parabole, I re , au — ^ 
-t- ~ en quarrant chaque membre , on aura aauu = 

*♦- nx^ ■+■ 

i n . Il faut mettre dans chacune des formules précédentes 
aauu — ^nnxs, = à la place de -t- a^ 1 , 8 c au — \ nx^ 

=^£à la place de 6c la première formule donnera aauu 
| = oj | qui devient en divifant par aa , 

i e , *# — tt» -^ k 4^==o. 


' aaqu 


■ \anqx^ 
• aarx^ 


'K. 


qui eft une féconde équation à la parabole quand l’équation 
propofée eft du troifîéme degré La fécondé formule don- 
nera , II e , uu — -çr # -«- £7 as = o, qui eft une féconde 

r *. 

équation à la parabole quand la propofée eft du quatrième 
degré. 

3°. Il faut ajouter enlémble la I" 6c la i e équation, 6c l’on 
aura, 3', uu — ^u^r -»• = °- 

— K 

r K. 


qu 

au 


■+* 1**. 


C’eft l’équation au cercle pour la formule du troifiéme 
degrc. 
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On ajoutera de même la I" & la II e équation , & l’on 
aura, III e , #*—£*«*- *$.-** es*. -*■**•* o. ; 

*♦* i * — îH 

— au -+- rz^ 

i»*. ■ n .. . , ^ 

C’efl: l’équation au cercle pour la formule du quatrième 
degré. 

47 a. On peut trouver les racines de toute équation du troifiéme 
degré reprefentée par la formule, en conflruifanc la para- 
bole de la I" équation , & lui joignant le cercle de la 3 e 
équation qui la coupera en quatre points , dont un fera au 
Ibmmet de la parabole, auquel point o ; 8c menant des 
trois autres points de ces incerlechons trois ordonnées à la 
ligne des abfciflès u de la parabole , elles feront les trois 
valeurs des racines de l’équation du troifiéme degré. Si le 
cercle ne coupoit la parabole qu’en un point outre celui du 
fomniet, il y aurait deux racines imaginaires; 8c s’il la cou- 
poit en un point 8c la touchoit en un autre, il y aurait deux 
racines qui feraient égales à caufë de l’union de deux inter- 
férions dans le point touchant. 

473. On peut de meme trouver les racines de toute équation 
du quatrième degré reprefentée par la formule, en traçant 
la parabole de la I™ équation , 8c lui joignant le cercle de 
la III e équation. Mais pour ne pas groffir ce Traité inutile- 
ment , on n’en donnera un exemple que dans le fécond 
cas. 

474 - Si l’on vouloir fè férvir,pour trouver les racines des équa- 
tions du troifiéme 8c du quatrième degré repreféntées par 
les formules precedentes , du cercle de la 3 e ou III e équa- 
tion , 8c d’une ellipfë ou d’une hyperbole ; voici la maniéré 
de trouver leurs équations. 

4°. Il faut retrancher la I" équation de la z e , 8c l’on 
aura «u — %-m — = o. 

■+■ au ■+■ 

. “ ’ ,» 4 -i rr- ' 

C’efl une équation à l’hyperbole équilatere par raport au 
diamètre pour la formule du troifiéme degré. 

H H h h ij 


Digitized by Google 



io8 Analyse démontré' e. 

On retranchera de même la I re équation de la II e , & l’on 
aura «« — -*■ &K. ** = o. 

-+- q» — îK 

•+•<*» ■+■ r ^ 

— i«A 

C’eft une équation à l’hyperbole équilatere par raport au 
, diamètre pour la formule du quatrième degré, 
jj 7 J. j°. Pour trouver des équations i l’elliplë 8c à l’hyperbole 
qui n’eft pas équilatere, il faut multiplier la I" équation par 
la fra&ion arbitraire mais connue 7, 8c l’on aura - •£-*. 

— = o. Il faut cnfuite ajouter cette équation à la 

& la fomme fera une équation à l’ellipfe pour la formule du 
troisième degré -, & enfuite la retrancher de la i\ 8c la dif- 
férence fera une équation à l’hyperbole non équilatere par 
raport au diamètre , pour la formule du troifiéme degré. 

On ajoutera de meme cette équation à la II e , 8c enfuite 
on l’en retranchera, 8c la fomme fera une équation à l’ellipfê 
pour la formule du quatrième degré, & la différence fera 
une équation à l’hyperbole pour la formule du 4' degré. 

476. L’on peut trouver de differentes façons les lignes qui font 
les racines de la formule du troificme &du quatrième degré, 
en joignant deux à deux les équations précédentes qui ré- 
pondent à la formule du troifiéme degré, quand la propoféc 
eft du troificme degré, 8c celles qui repondent à la formule 
du quatrième degré, quand la propofee eft du quatrième 
degré ; puis traçant les courbes de ces deux équations de 
maniéré que les 0 de l’une foient fur les 0 de l’autre, ou leur 
foient parallèles & ayent la même origine , 8c que ce foit la 
même choie des mais il vaut mieux dans la pratique le 
fërvir de l’une des équations aux fections coniques avec 
l’équation du cercle , pareeque le cercle eft plus facile à 
décrire 5 8c dans ce cas il faut fé fervir des axes des lêclions 
coniques , pareeque les ordonnées du cercle font toujours 
perpendiculaires aux coupées. 

477. 6°. Si l’on veut une équation à l’hyperbole par raport 

aux afymptotes, pour ne faire qu F un même cas des équa- 
tions du troifiéme 8c du quatrième degré , on multipliera 
la formule du troifiéme degré ^ aqz^ aar — o, 

par 0 = 0, quand le dernier terme aura ■+• , 8c par 
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^ — <t = o, quand le dernier terme aura — ; 8c l’on aura 
l’équation du 4 e degré ^ ■+• aqt^-*- aarz^. a'r—o-, 

-+- axl ■+• anx£ -t- aaqz^ 

on comprendra enfuite cette formule, c’eft à dire toutes les 
équations du 3' degré ainfi élevées au 4 e avec toutes les équa- 
tions du 4' fous cette formule commune du 4' degré z^ -+- nzl 
t- aqzt ^ •+■ aarz^s- aass = o j l’on fuppofe que dans toutes 
les équations du 4 e degré de cette formule, le dernier terme 
a j il n’importe pas quel figne ayent les termes moyens 
entre le premier & le dernier. On iuppolèra cette équation 
à l’hyperbole entre les afÿmpcotes I. #3^ — as = o ; en la 
quarrant on aura **j^= aass i on mettra dans le dernier 
terme de la formule la valeur de aass , 8c l’on aura en divi- 
fant par 2^, z&a- nz^ ■+• aq •+■ ^ - 4 - *# = o ; 8c mettant dans 
le terme ~ la valeur de 2^= ^ prife de lai" équation, l’on 
aura II. 2£_-4- nz^+uu aq = o, qui eft une équa- 

tion au cercle , que l’on trouveroit encore en mettant fim- 

{ dément au lieu de a s, fa valeur #2^dans le dernier terme de 
aformule, car l’on auroit en divifant par 2^, 2^ •+■ aqz^ 
-t- aar •+■ asu = 0, &c multipliant par it, 8c mettant enfuite 
pour uzjfa valeurs/, puisdivifant par <«,l’on auroit 
- 4 - uu or aq — o. Si l’on décrit l’hyperbole de la I" 

équation, 8c qu’on décrive enfuite le cercle de la II e équa- 
tion de maniéré que l’origine des u 8c celle des £ fuient com- 
munes, 8c que les u du cercle foient parallèles aux u de l’hy- 
perbole , & que ce foie la môme choie des Zj les interfè&ions 
du cercle 8c de l’hypetbole ou des hyperboles oppofées, 
quand il y a des racines pofitives 8c négatives, donneront 
les points de l’hyperbole , d’où menant les ordonnées £ de 
l’hyperbole, l’on aura les racines de la propofée qui feront 
ces ordonnées Z. Si le dernier terme de la formule étoit né- 
gatif, il eft évident que le terme uh de l’équation au cercle 
auroit le figne — ; ainfi elle feroit l’équation d’une hyper- 
bole équilatére , 8c non pas d’un cercle. 

Si le dernier terme de la formule étoit négatif, il faudrait 
transformer l’équation du quatrième degré de maniéré que 
le dernier terme fut pofitir dans la transformée , ce qui eft 
toujours poflîble : car le dernier terme n’étant négatif dans 
le quatrième degré que parcequ’il y a quelque racine néea- 
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* 45 - tive, en les rendant toutes pofinves’ , le dernier terme de- 

Tiendra pofitif. 

Remarque. 

479- Qu an d l’éguation donnée n’a pas de fécond terme, il n’y 
a qu’à fuppofer toutes les grandeurs des équations prece- 
dentes où eft n égales à zéro, St elles ferviront pour réioudre 
cette équation. 

Second cas, 

Qu tnd tune des f c lions coniques efi donnée. 

480 . J 

l faut , quand l’on veut employer une lèclion conique 
donnée pour réioudre une équation du troifiéme ou du qua- 
trième degré, introduire dans les équations qui y doivent 
lêrvir des grandeurs indéterminées ; de maniéré que par le 
moyen de ces indéterminées, l’on puiilè déterminer l’équa- 
tion de la parabole ou de l’eiliple, ou du cercle ou de l’hy- 
perbole qu’on aura trouvée par la méthode être l’une des 
deux équations qui doit réioudre l’équation propofée, l’on 
puiffe , dis-je , la déterminer à être l’équation de cette lêdion 
conique donnée. Comme l’on a déjà employé dans les équa- 
tions aux lèdions coniques qui expriment leur raport à 
d’autres lignes que leur diamètre les lettres d,p,f ‘ g, />,/, l, 
on fe lèrvira ici de deux autres indéterminées k&crn. On ne 
fera, pour abréger, qu’un cas des équations du troifiéme 6c 

* + 77 * du quatrième degré, comme dans l’article 6*du premier cas. 

_ Méthode. 

481. b oit la formule de toutes les équations du troifiéme degré 
élevées au quatrième, êede toutes les équations du 4 e degré, 
/-h»/ - 4 - aqyy -+* aary -4- aass = O. 

i". Il faut la transformer en fuppofant y = k eft une 
indéterminée ; & fiibftituant cette valeur de^, on aura la 
transformée s* -4- •+- ~ Kxr = °; on re- 

gardera cette transformée comme l’équation propofée à 
rcloudre ; êc quand on aura déterminé k, &c trouvé les raci- 
nes , on aura les valeurs de y en mettant dans y = les 

valeurs de & de k 

48 a. x". Il faut fuppo/ër cette équation à quelle parabole on 
voudra, 6c même à une parabole donnée à cauiè de l’indé- 
terminée k , I. zz,+ gz, = ku, ou zx-r ffs — ** = o. 
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qui donnera + -+• -Eli zz — kkttu J ainfi l’on aura 

zz~ Au — fj-*, & Z* -4- -îi-ü 1 = ^«a — ^z.s. On met- 
tra dans la propofée les valeurs de z>* ■+■ z i , 6c de zz j & 
l'on aura II. uu -i- 2 L-u 


ïliz. 

lia 


ÜH — 0 

MA ) 


nnlf 


U 


g Mi 


qui eft une féconde équation à la parabole. 

On ajoutera la I" 8c la II e équation , & l’on aura 
III. zz ■+■ si-z -+-«#-*" = o, 

— S* — g* 

“ *• 


qui efb une équation à quel cercle on voudra à caufe de 
l’indéterminée A, 6c même à un cercle donné, à caufé de la 
même indéterminée. 

J- 3". Si l’on veut des équations à une ellipfe donnée, & à 
une hyperbole donnée par raport au diamètre, il faut intro- 
duire une nouvelle indéterminée m , ce qui fé fera en multi- 
pliant la I re équation par =, ôc l’on aura IV. ~zz 
— i~ # = o. 

On ajoutera cette IV e équation à la II e , 6c l’on aura 


uu 


IL 

M 

4 ‘*« 

km 


U -f- 




, kmn 

i TT- ■ «, » 

^Z 

24i 

a!i z 
8 * 

qui eft une équation à une ellipfé qui peut être donnée â 
caufé des deux indéterminées A 6c m , dont A férvira à dé- 
terminer le diamètre de cette équation à être le diamètre 
donné de l’ellipfe donnée , 8c m à déterminer le paramétré 
de cette équation à être le paramétré donné de l’ellipfè 
donnée. 

On retranchera la IV e équation de la II e , 6c l’on aura 
VI. ** 


4 * — 




qui eft une équation .à une hyperbole par raport au diame- 
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tre, qui peut être donnée à caufe de deux indéterminées k 
& m. 

Comme il n’y a point de terme dans la V e & la VI* 

*4J9- équation, "eft le raport du paramétré au diamètre*-, par 
confequent nommant d le diamètre de l’ellipfe Sc de l’hyper- 
bole donnée. Sep le paramétré, l’on aura toujours m — 
ce qui détermine m par raport à l’ellipfe donnée ou à l’hy- 
perbole donnée. 

484. On peut trouver les racines de la propoiee par la V' équa- 
tion , après l’avoir déterminée à être l’équation de l’elliplê 
donnée , Se par la I II e qui eft l’équation du cercle * mais alors 
le cercle ne peut plus être donné, parccqu’il ne refte plus 
d’indéterminées pour déterminer l’équation III e à être l’c- 
quation d’un tel cercle donné. On peut aufli trouver ces 
mêmes racines par la VI e équation après l’avoir déterminée 
à être l’équation de l'hyperbole donnée, êc par la III e équa- 
tion qui eft celle du cercle , mais qui ne peut plus être don- 
né par la raifbn qu’on vient de dire. Il y a pourtant des 
cas quand le diamètre de l’hyperbole donnée eft moindre 
que Ton paramètre, dans lefquels, lorfqu’on veut détermi- 
ner Æ, on ne trouve que des valeurs imaginaires de k ; ainft 
dans ces cas de quelques équations particulières qu’on peut 
trouver à réfoudre : on ne le peut pas par une telle hyperbole 
donnée avec le cercle j mais on le peut toujours avec une 
hyperbole donnée par raport aux afymptotes, comme on 
le va expliquer , en faifànt remarquer auparavant que 
l’angle des ordonnées du cercle étant toujours droit , il faut 
aulli toujours fe fervir de l’axe ou de l’un des axes dans la 
feefion conique à laquelle on joint le cercle pour refoudre 
l’équation ; ôc quand l’hyperbole entre les afymptotes eft 
arbitraire , & qu’on veut l’employer avec le cercle, il faut 
prendre I’cquilatere à caufe de l’angle droit que font les 
afymptotes. 

485. 4°- Si l’on veut relbudre la propofée par une hyperbole 

donnée entre les afymptotes & par un cercle , il faut fup- 
pofer la racine quarrée du dernier terme de la transfor- 
mée égale i«s^, &l’on aura VII. #2^= ou = o, 

qui eft une équation à l’hyperbole entre les afymptotes, qui 
peut être donnée à caufe de l’mdcterpunée k ; car fuppofe 

que 
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que l’équation de l’hyperbole donnée Toit ux^ = bb, l'on 
aura &- = 66> par confêquent k = 6V~; ce qui détermine 
la valeur de k de manière que l’équation indéterminée uz_ 
— iss. — o, devient l’équation particulière de l’hyperbole 
donnée. 

Pour trouver l’équation au cercle qui doit être joint à 
l’hyperbole donnée pour trouver les racines de la propofee, 
il faut diftinguer deux cas ; le premier, quand l’hyperbole 
donnée eft équilatere-, le fécond, quand elle ne l’eft pas ; 
alors l’angle des afymptotes eft aigu ou obtus. 

Premier cas. 

Quand F hyperbole donnée eft équilatere. 

Il faut quarrer chaque membre de laVIP équation , met- 
tre dans la transformée au lieu du dernier terme fà 
valeur divifer enfuite l’équation par ^ & mettre dans 
le terme la valeur de s^prife de la VII e équation ül, 
& l’on aura VIII. ^j~-t--^fu-t-uu = o, qui eft 

l’équation du cercle , qu’il faut joindre à l’hyperbole don- 
née pour trouver par les interactions avec l’hyperbole les 
racines de la transformée. 

Second cas. 

Quand l’angle des afymptotes eft aigu ou obtus. 

I l faut introduire une nouvelle indéterminée m , par le 
moyen de laquelle on pourra faire en forte que quoique 
l’équation exprime le raport du cercle comme dans la figu- 
re 19, à une droite ON qui ne fait pas un angle droic avec 
les ordonnées du cercle, cependant onpuiflè avoir une autre 
ligne OM parallèle au diamètre A a du cercle, à laquelle 
les ordonnées du cercle foient perpendiculaires. Pour intro- 
duire cette indéterminée m, il faut multiplier la VII e équa- 
tion par & l’on aura IX. — taiiL — Q . Il faut l’ajou- 
ter à la VIII e quand l’angle des afymptotes eft aigu, & l’on 
aura X. uu -+- J ~u ■+■ = o, qui eft 

mMf 

OUI 

l’équation du cercle donc on a befoin.- Il faut retrancher 
la IX e équation de la VIII e quand l’angle des afymptotes eft 

Ilii 
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obtus, Se l’on aura XI. ** 

«M» _ 0 5 q U1 e ft l’équation au cercle dont on a befoin. 
'486. On remarquera que le dernier terme de la propofée doit 
avoir quand on le fert de l’équation de l’hyperbole aux 
afymptotes , afin que ««ait -t- dans l’équation du cercle 
qu’il faut joindre à l’hyperbole pour la rclolution de l’equa- 
tion } on remarquera aufli que quand le fécond terme des 
équations à refoudre eft évanoui, il n’y a qu’à fuppofèr dans 
toutes les équations les grandeurs où eft « égales à zéro , 6c 
lesmêmes équations férviront pour le casoù le fécond terme 
eft évanoui. 

Avertiffement. 

Pour faire clairement concevoir la conftruclion des équa- 
tions à ceux qui commencent , on en mettra ici deux 
exemples. 

Exemple I. 

Lit conftruclion des équations du troiftème & du quatrième degré 
far le moyen d'une parabole donnée & d'un cercle , enfe fervant 
*481. de la F & de la 111 ' équation du fécond cas *. 

487. p our ne faire qu’un cas des équations du troificme 6c du 
quatrième degré parla méthode de l’art. 477, on fuppoféra 
quey* a-ny 1 -t-aqyy -t-aary -t-aass=o, reprefénte toute équa- 
tion qu’on veut refoudre du troifiéme ou du quatrième 
*481. degré, 6c qu’en foppofanty = -f-, -*-*&c. en eft 

la transformée , 6c qu’elle eft l’équation dont on fait la con- 
ftruclion , après laquelle conftruction on aura les valeurs 
de/, en mettant celles de 6c de k dans y = 
ïic. XXXVIII. Soit la parabole donnée CMC, dont l’axe eft AB, le para- 
métré AP — a,&C l’équation yy — ax = o J pour faire en 
* 48t. forte que l’équation indéterminée à la parabole*^ -4- 

ku — o , convienne à la parabole donnée , il faut s'ima- 

Fic. xxvii. giner que la parabole.//C(fig. 17) eft la donnée , que les * fe 
prennent fax AB , que BC,BC font les ordonnées/, &cAP(f) 
eft le paramétré a : Le terme -fL^, marque que l’équation as 
— ku-= o , exprime le raport des points de la para- 
bole donnée à une autre ligne que l’axe -, Ôc comme u ne 
s’y trouve pas , cela marque que cette ligne eft parallèle à 
* 4} 8. l’axe' j ainfi il faut s’imaginer que c’eft OM qui eft = «, 6c 
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que MN{g) cft zéro, & ON(f)\a. même que OM{b), que 
MC — Zj & l'équation* sa — ij-u a — z/a -+jl uu -t-lf-u 

— - j-u -+■ U -+- ip = o , à caufe de g = o , & h —f cft sa 

— i/a — pu -*-//•+• ip = o. Il faut fuppofer que c’eft la 
même équation que as-+- .£is — ku = o , & que les termes 

correlpondanrs font égaux, ce qui donne AL [l ) = st- 

p ou a == k, ce qui décermine k i le dernier tc^^-t- 11-+- ip 

— o , pui/que le terme connu eft zéro dans asjftts 

— o j ainfi mectant la valeur de //, l’on a -+-;/> a o 8c 

mettant au lieu de Æ la valeur p ou a (p étant ici nommée a ), 
l’on trouve LO ou Ai ( / ) = — & AL [l) — — ainfi 

1 équation as - 4 - -ji-s — ku = o devient l’équation de la 
parabole donnée {A) as = 0 j en mettant au 

lieu de £ fa valeur ai mais elle exprime le raport des points 
de la parabole à une ligne parallèle à l’axe AB qu’on trouve 
ainfî. Soit menée AL perpendiculaire A l’axe AB , & égale 
à j , il faut la mener vers la gauche de l’axe, parcequ’clle eft 
négative , &que l’on prend ici la droite de l’axe pour les 
ordonnées pofitives ; li le fécond terme de la transformée 
avoir été négatif, f auroit été pofirive , & il aurait falu mè- 
nerez vers la droite de l’axe. Il faut tracer par Z, LO paral- 
lèle à l’axe qui rencontre la parabole en 0-, cette’ ]ja n e fera 
la ligne des coupées («), & LO fera = f£ = n car^menant 
l’ordonnée O b, le quarré de O b ou de AL qui eft — eft 
égal au produit de la coupée Ab ou OL qui eft ^ par le 
paramétré a. L’équation de la parabole donnée devient 
donc par raport à la ligne des coupées OL, w + au 

— o. Les ordonnées a font les perpendiculaires fur OZ pro 
longées juiqu’à la parabole. 

Il faut à prefent joindre à cette parabole le cercle de 
la 1 1 1' équation , laquelle cft ( en mettant au lieu de k fa 
valeurs ) as -t- rs +«# + q u s s — o. 


4*7. 


Fie. XXXVIII. 


B. — 


»7 


4- ** 

au 


*4- T Z> 


a 

Il faut s’imaginer que le cercle de la figure 19 * eft celui 
de cette équation, excepté que le terme u a manquant, la 
ligne MN{g) eft zéro, & ON (f) ne fait qu’une même ligne 

1 1 i i ij 


* 4j6* 
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•* 4 }«. avec OM {h)> ainfi l’équation * z>& — 1 lz au — 1 iu-t- Il 
■4 -ii — \dd = o , eft la même que la precedente , SC fuppo- 
fant leurs termes correfpondants égaux, on trouvera OL ( / ) 
= — — i-ZKou OH(i)=-l+K + i, 

& le demi diamètre Ka.{\d ) = V — ifi 7 — i 



Fie. XXXVIII. Les cotisées « de la parabole donnée ayant leur origine 
au point L , & le prenant fur LO, & les ordonnées commen- 
çant à la ligne LO des abfcilTes , à laquelle elles font perpen- 
diculaires comme Oie, il faut prendre fur LO la ligne OD = 
— t 4 - -gr ■+■ t > laquelle OD répond X OH ( /) de la fig. 19 
quand cette quantité eft pofitive, mais quand elle fê trouve 
négative, il faut prendre Od égale à cette quantité fur OL 
prolongée de l'autre côté. Il faut enfuite élever au point D 

la perpendiculaire DK = — — -J, laquelle 

DK répond X HK (l) de la figure 19 ; mais quand elle eft 
négative, il faut prendre Dk égale à cette quantité de l'autre 
côté : Le point K ou k eft le centre du cercle , qu’il faut dé- 
crire avec le rayon , qu’on nommera ~d, égal à cette quan- 
tité — i ' = T^ îr f * — ss, & 

tirer des points C,C, où il coupera la parabole des perpen- 
diculaires fur la ligne LOD 5 ces perpendiculaires feront les 
valeurs des racines delà transformée: car prenant la valeur 
de u dans l’équation A de la parabole donnée , & la fubfti- 
tuant dans l’équation B du cercle , on trouvera l’équation 
transformée propoféc à refoudre. 

R E M A R Q^O B S, 

I. 

48*. Q u a N d le fécond terme manque dans la propofee , la 
même conftruftion fért en fuppofant n — o dans toutes les 
grandeurs où elle le trouve, & la conftruclion eft bien plus 
facile, la parabole donnée n’ayant nul befoin de prépara- 
tion -, il faut feulement y joindre le cercle : mais on a voulu 
rendre la conftruclion generale. 
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l I. 

Quand l'équation propofée n’eft que du troiftéme degrc, 
mais élevée au quatrième degré, l’une des valeurs de ^ ou 
l’une des GC eft toujours égale à la grandeur a de l’équation 
x ±. <* — o, par laquelle on a multiplié la propofee pour 
l’élever au quatrième degré , 8c les autres valeurs de ^ font 
les racines de la propofée. 

MI. 

Quand on a tiré les ‘lignes OD , DlZ pour conftruirc le 
cercle , la ligne qui eft la valeur du rayon fe trouve comme 
à l’art. 465. 

I V. 

Comme l’on a averti que les lignes •+■ des termes de la 
formule des équations du troifiéme 8c du quatrième degré 
reprefentoient les lignes ou — des équations particulières 
qu’on aura à réfoudre, le Le&eur y doit faire attention, 8c 
il trouvera aifémcnt les lignes convenables aux cas parti- 
culiers. 

Exemple II. 

La conftruÛion des équations du troifiéme & du quatrième degté 
parle moyen dune hyperbole donnée entre les afymptotes qui ne 
font pas un angle droit , & d'un cercle , en fit fervant de la VII 
& de la JC* équation. 

L’eqj/ation à reloudre eft la transformée ^ fic.xxxix, 

h- -+■ — °> l’équation à l’hyperbt^ donnée 

eft -, on fuppolc que les hyperboles oppolëes CC, ce 
font données , c’eft à dire, déentes fur un plan avec leurs 
afymptotes AD , AB , qui font un angle aiguj 8c que leur 
équation eft ux^ — bb : Pour rendre l’équation uz^= ^ pro- 
pre à cette hyperbole, il faut fuppofer ^ — bb, ce qui dé- 
termine la valeur de l’indéterminée k , qui devient k = bd~: 

Mais pour abréger le calcul , on laiffera k par tout au lieu 
de la valeur qu’il fera facile de fubftituer à la place. Il faut 
joindre à cette hyperbole tracée le cercle dont l’équation 
eft uu = o j enfuite 

menant des points où il coupera les hyperboles des parallè- 
les à celle des aiymptotes fur laquelle le prennent les 3^ de 
l’hyperbole , elles feront les valeurs de la propofée. 

I I i i ùj 
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Il faut pour décrire ce cercle s’imaginer que c’eft celui de 
la figure 19 , & que l’équation précédente eft la même que 
* 436* l’équation * — 1 l^-t-uu y-u ■+■ Il = o } 

— y-U-t-Ü 

— \dd 

& fuppolër les termes correfpondanrs égaux ; ainfi, i°, — A- 
= -1-”. On fuppofera pour profiter de l’indéterminée m. 
Fi#, XXIX, qu’elle eft égale àg*(Gffig. 19); ainfi l’on aura OF{f) = 
— la, SiFG{g) = mi d’où il fui t que OG (h j—V+aa — mmi 
on fuppo/èra pour abréger h = vÇrï — mm — ci & com- 
me ici OF (/) ou fc trouve négative, & FG (w) pofitive , 
OG{ — b ou — c) fera négative. 1 °.OL{l)= — 3 0 . Met- 

tant dans l Fp' ü ' i — Al les valeurs de /, g, h,l, on trouve- 
ra OH ou KL{i) = 4 0 . L’équation des der- 

niers termes fera trou ver le demi diamètre Ka {\d) = 

./"ni* _ Wf+mHr 

* 444 Litr fi «4 * 

Il faut joindre à prefent le cercle à l’hyperbole donnée 
dans laquelle on (iippofè que les coupées « ië prennent fur 
ne. XXXIX. l’afymptote AB , & que les ordonnées £ font parallèles à 
l’afymptote AD : Pour le joindre, il faut que les coupces u 
du cercle fe prennent auffi fur la meme AB, & que les or- 
données ^ du cercle fbient parallèles à ADi c’eft pourquoi 
on prendra AF — — ia i on mènera FG parallèle a AD , Si 
du point H on tirera AG perpendiculaire à AD & à FG i on 
nommera FG(m),Si c’eft l’avantage qu’on rire de l’indéter- 
minée m qu’on a introduite, de ce qu étant indéterminée, il 
eft libre de la déterminer à la ligne FG qui faflë un angle 
droit avcc^G, ce qui eft necellaire pour le cercle où les 
ordonnées doivent être perpendiculaires à cette ligne A G & 
parallèles à FG i on nommera GA (c = Y4 ua — mm) i on 
prolongera GA vers N. Le triangle recftangle >4.FG répond 
au triangle OFG de la figure 19, mais il eft de l’autre côté 
à cau/è des quantités négatives. Pour trouver le centre du 
cercle, il faut prendre du pointé fiir l’afymptote AD pa- 
rallèle aux ordonnées AL = — du côté oppole à AD, 
pareeque cette quantité eft négative ; cette ligne répond à 
OL de la figure 19. Il faut enfuite mener par L une 
LM à la ligne GANi cette parallèle LM répond 


parallèle 
a la ligne ^ 
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LKB& de la figure 29 ,6c c’eftla ligne du diamètre du cercle, 
laquelle paiïè par Ion centre : Pour avoir ce centre, il faut 
prendre lur LM Ja ligne LK — -+• ^ vers la droite 

de l’aiymptote DA L où font les coupées u pofitives quand 
LK cil pofitive , du côté oppofé quand elle eft négative : 
cette ligne LK répond à la ligne LK de la figure 19 , &c le 
point K eft le centre du cercle. Enfin de ce centre K avec 


le rayon V ^ îï? — -L } dont on trou- 

vera la longueur comme ci- deflùs * -, on tracera un cercle * 4 
qui coupera les hyperboles données en des points, defqucls 
menant les ordonnées BC(zJà. l’aiÿmptotey/2?, elles feront 
les racines de la transformée propofée à refoudre ; les ordon- 
nées de l’hyperbole CC feront les racines pofitives. Scies 
ordonnées de l’oppofée feront les négatives : voici comme 
on le démontre. 

En concevant le rayon KC , l’on aura par la propriété du 
cercle, ou à caufc du triangle rectangle KMC,~MC X ■+- KM* 

— KC l - Mais M($BC(z) +£ 2 V(+-Z r u)-+- 2 LM(.-+--&)i 
& KM = +- LK ( •+• -=£ — ^ ) — LM{ — n ) > par confe- 
quent ~mc x -t- KM 1 == ^ -4- -ÿ-s^ -+- ^ u u ■+■ u 


uu ■ 


-UU 


Jll u 


x ■■ ' 1 — i 

«H kk I 4‘ff 

4*14 l4f 1 4 


44 


, qui 


fe réduit à ^_-+- uu - 4 - -E-# ■+■ — zhki. — Q , 

qui eft l’équaticfn X du cercle qu’on a conftruite. Mettant 
dans cette équation la valeur de u prifê de l'équation VII 
de l’hyperbole , qui eft u =» IL , & celle de uu = iie-, l’on 
trouve exactement la transformée z* ■+■ &c. 


49 j. La conftruction eft à peu prés fémblable, quand l’angle 
des afymptotes eft obtus. La plus facile de toutes eft quand 
cet angle eft droit, comme ci-deflùs art. 464, On fera fur 
cette conftruction des remarques fémblables à celles qu’on a 
faites fur la précédente. 

Il eft à propos de remarquer auffi que quand on réfout en 
particulier un Problème de Geometrie, dont l’équation dé- 
terminée monte au troiûéme ou au quatrième degré ; on 
trouve ordinairement avant d’arriver à cette équation déter- 
• mince deux équations particulières du fécond degré qui ont 
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les deux inconnues u&Cn^&c qui de plus contiennent toutes 
les connues du Problème, & c’eft en lé ffervanc de ces deux 
équations particulières pour faire évanouir l’une des incon- 
nues u , qu’on arrive à l’équation déterminée ; alors on peut 
conftruirc le Problème par le moyen de ces deux équations 
particulières , c’eft à dire , qu’en conftruifant les deux lééhons 
coniques de ces deux équations , & les unifiant enfemble , les 

Ç oints d’interféftion donneront les lignes qui fâtisfont au 
roblème. Mais quand l’une de ces deux équations parti- 
culières n’eft pas celle du cercle qui eft plus facile à décrire 
que les autres léchons coniques; on peut préférer la mé- 
thode qu’on a donnée où le cercle eft employé. 

I L 

La méthode pour trouver les équations des courbes qui fervent 2 
conftruirc les équations déterminées qui furpajftent le degré. 

494 - La méthode eft lémblable à celle que l’on a donnée pour 
les équations déterminées du troinén^ & du quatrième 
degré; il faut feulement faire évanouir ^fcccond terme des 
équations à réfoudre. On peut lé lérvir de la première pa- 
rabole cubique/’ = aax pour les équations du 5% 6 e , 7% 8' 
& 9' degré , comme on s’eft lérvi de la parabole du premier 
genre pour le 3 e & 4'degré, &c elle fera trouver une ou plu- 
lieurs équations des courbes du fécond genre, dont l’une 
étant jointe avec la parabole cubique la coupera en des 
points, d’où menant les ordonnées/ de la pajrabole cubique, 
elles ièront les racines de l’équation propofée. Comme 
l’on n’entrera pas ici dans le détail comme l’on a fait pour 
les équations du 3 e & du 4' degré , & qu’on fera obligé d’em- 
ployer plulîeurs lettres qui repreléntent les coéfîcients con- 
nus, on lé lérvira pour cela des lettres 1, k. , /, m, n,p, q, r, 
s, f; & l’on empfoira a pour tenir lieu d’unité, & pour 
rendre tous les termes homogènes. 

La propofée eft par exemple y* •+■ aly 7 - 1- a'my‘ ■+■ a' ny s 
•+■ a' p y 4 -r- a 'qy 1 -r a 6 ryy -+- rds y •+• a % t — o. On fuppoléra 
a' ky l 

l’équation y ’ = aax -, on mettra au lieu de/ fa valeur, ex- 
cepté dans l’une des grandeurs du terme/’, & l’on aura x i 
~yx x s- mxx £ yyx -*-pyx -+• ■+• akx -4- ryy -r- asy 

-*-aat = o, qui eft une équation à une courbe du fécond 

genre , 
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genre , qu’on peut décrire par points , en fuppofant pour 
trouver chaque point l’une des deux inconnues égale à l’uni, 
te, à deux, trois, quatre, &c. 

Si l’on mertoit au lieu de y' l'a valeur^^dans le terme V 
on aurait une autre courbe du fécond genre très facile l 
décrire par points, puifque l’inconnue/ ne monteroic qu’au 
recond degré. n 

Si la propofée ell du douzième degré commey * * .+. aiy' B 
aaky’+ 6 cc. en fuppofant l’équation / = <*** , on trou- 
vera, en mettant partout aax au lieu de/, une équation 
d’une courbe du troifiéme genre, qui étant jointe avec la 
parabole cubique , fera trouver les racines de la propolee 
On pourra dans les équations des degrés plus clevés 
employer les équations a la parabole d’un genre aulîi plus 
élevé , comme/ = a'x , y' = a'x &c. r 

On pourrait au lieu de l’equation à la parabole, employer 
l’équation à une efpece d’hyperbole du fécond genre du 
troifiéme genre, &c. commey — a\ / x = a ' & c . ’ 
Enfin l’on pourrait même employer pour première équa 
tion celle d’une fedion conique ; mais en fubftituant la va. 
leur de/ en * prife de cette équation, on trouverait celle 
d’une courbe d’un genre plus élevé, laquelle étant jointe à 
la fe&ion conique , ferait trouver les ratines de l’équation 
propofée. * 


Ufage des courbes pour la réfolution des Problèmes 
des Jciences P hyjtco- mathématiques. 

Usage de la parabole. 

9 J- L a courbe que décrit une bombe lorfqu’elle fort du mor. 
tie r , quelqu’inchnaifon que l’on donne au mortier efl: une 
parabole. Car fi l’on imagine dans la figure 8% que la ver- F.c Vin 
ticale//^ prolongée au deflousde^ efl: le diamètre - que les 
points iV , &K dans les lignes MO, PR, SK font ceux par 
ou p aile la bombe , & par confequent ceux de la courbe 
qu’elle décrit; que les lignes menées de chacun de ces points 
au prolongement de HA, qui foient parallèles à la direction 
du jet A C MP S , font les ordonnées : il fuit de ce qu’on a 
démontré art. 319, fçcond cas, ôc 330, fécond cas que le 

KKJtk 
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3 uarrc àcAM égale à l'ordonnée du point N, eft au quarré 
e AP égale à l’ordonnée du point Q, comme MN égale 
à la partie du diamètre ou à la coupée qui répond à l'ordon- 
née du point N , eft à PQjé^x\c à la partie du diamètre qui 
répond au point Q & comme il eft évident par les art. 319 
& 330, féconds cas, que cette propriété convient à tous les 
points de la courbe que décrit la bombe , & que c'eft la pro- 
* }68. prieté de la parabole,* cette courbe eft une parabole: ainfi 
nommant MN ( x ) , PQ^u}, AM(y ) , AP{sf) , on a cette 
proportion de la parabole yy . x . u. 

Avcrtiffemcnt. 

On déduit ordinairement la réfolution des Problèmes de 
l’art de jettcr les bombes des propriétés de la parabole; 
mais comme l’on a donné cette réfolution fans l’employer, il 
eft inutile de s’y arrêter ici : on mettra au lieu de cela les 
deux Problèmes fuivants. 

PROBLEME I. 

496- T*o VVER /’ équation de la courbe qui pa(fe par les fommets 
F;s. VIII. des axes de toutes Us paraboles décrites par une bombe jettée 
par une mime force de poudre , en donnant au mortier toutes les 
inclinai fons po.ffïblcs des cordes AC, AE, AG, &c. 

I l faut s'imaginer que l'horizontale^OiC & la verticale HA 
font les lignes des coordonnées de cette courbe que l’on 
cherche ; on prendra les coupées fur AH , ainfi les AB y 
AD y AE , 6c leurs parallèles comme ON &cc. feront les xi 
& les ordonnées CurAOK, ainfi AO & les parallèles à AO 
feront les y ; la force du jet HA eft donnée , & on fuppofë 
HA = d. 11 eft évident que le point le plus élevé de chaque 
* 314. jet, comme le point N* du jet par AC , eft le fommet de la 
parabole de ce jet. Or par l'art. 314 l’on a y = Wdx — xx % 
ce qui donne jy — 4 Ax -+- 40c = o , qui eft l’équation qui 
convient à tous les points des fommets des paraboles d’une 
même force de poudre , c’eft à dire à tous les points les plus 
élevés de ces paraboles , puifque la changeante y marque 
l’éloignement AO où eft chacun de l'axe HA , & la chan- 
geante x exprime la hauteur AB, AD , &c. fur l’axe AH 
de chacun de ces points. Mais yy — 4 d* -y- 4*x = o eft 
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l'équation d’une ellipfê * 5 ainfi la courbe qui pafïê par tou* * 377. 
ces fommets eft une ellipfê. Ce qu'il fallait trouver. 

PROBLÈME IL 

497* TrOUVER t équation de la courbe qui touche toutes les para- 
boles d'une meme force de poudre. 

Pour, refoudre ce Problème , il fuffit de confiderer deux Fie. XL. 
de ces paraboles A MC, AmC , dont les axes OM, om ont 
leurs lommets M , m par le Problème precedent dans la 
même ellipfê AMmH > ces deux paraboles fè coupent tou- 
jours en un point C, lequel point C eft toujours au dedans 
de la courbe touchante, excepté ce fbul cas, qui eft que ce 
point d’interfection C eft daos la touchante, lorlque les deux 

C arabolcs AMC, AmC deviennent une feule & même para- 
oie , c’cft à dire , quand les deux axes OM, om, deviennent 
un meme axe OM, & par confequent les deux ordonnées 
AO, Ao deviennent une même ordonnée. Ces chofès fup- 
pofees : 

Soit la connue A H = d , l’ordonnée AO, Ao = y , la 
coupee ou la partie de l’axe OM, om, depuis le fommet, -= x 
A. yy — 4 dx -4- 4 xx = o eft l’équation commune aux foin- 
mets de toutes les paraboles par le Problème précèdent * 
fûppolànt à prefent que le point d’interfêdion C eft dans la 
courbe touchante ; AB, qu’on nommera », fera une ordon- 
née de la courbe touchante, & BC, qu’on nommera^, en 
fera la coordonnée 5 & l’on aura par la propriété de la para- 
bole AMC cette proportion*, le quarré d eAO(yy) eft à la ^ jtf8. 
partie de l’axe O M(x) , comme le quarré de CN ou 0 B 
( u — y ) , qui eft uu — ■+- yy , eft à la partie correfpon- 

dante de l’axe MN = MO — CB — x — > ce qui donne 
l’équation xyy — - xyy — uux — iuyx -4- xyy, qui fe réduit à 
B. xyy — luxy -4- uux = o. Cette équation convient au 
point d’interfeélionCde deux paraboles quelconques, com- 
me A MC, AmC, dont les axes & les ordonnées aux axes 
font Amplement parallèles ; faifant évanouir l’une des deux 
coordonnées kou^ des deux paraboles par le moyen des 
deux équations A & B , par exemple prenant la valeur de 
x = dans l’équation B, Scia fubftituant dans l’équa- 
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* i> ' • «’» — idtuy Or-diu» 

tion A, on trouve 1 équation D.yy — — — — 

== o , laquelle équation détermine le point d’interfêcUon C, 
(qui par l’équation B étoit le point d’interfeclion de deux 
paraboles quelconques , dont les axes 8c les ordonnées aux 
axes étoient fimplcment parallèles) à être le poinc d’inter- 
fe&ion C de deux paraboles quelconques d’un même jet, 
c’eftà dire de deux paraboles quelconques parmi celles dont 
les Commets des axes font tous dans la même ellip fcAMmH. 

Pour déterminer à prelènt l’équation D à exprimer le 
point d’interfeclion C de deux de ces paraboles d’un même 
jet, qui ont leur point d’intcrlcction C dans la courbe tou- 
chante qu’on cherche , il ne faut plus que fuppofer que ces 
deux paraboles A MC , AmC deviennent une même para- 
bole; ce qui fc fera en fuppolant que AO [y) a deux valeurs 
égales ou deux fois la meme valeur dans l’équation D. Et 
*7 /• alors multipliant * l’équation D par la progrellion arithme- 

~u' dzu 

tique 1 , 1 , o, on trouvera y — ■+• . Mettant cette 

valeur de y & fon quarré à place de y 8c de yy dans l’équa- 
tion D , elle deviendra l’équation E, uu - 1 - 4 dx ^ — 4 dd — o, 
qui eft l’équation de tous les points d’interlèclion C de tou- 
tes les paraboles d’une même force de poudre priles deux à 
deux, qui fe coupant dans un point C de la courbe touchante 
qu’on cherche, deviennent deux à deux une même para- 
bole , 6c font par là que l’équation E exprime le rapport de 
chaque point C de cette courbe touchante par le moyen des 
deux coordonnées changeantes AB(u ) 6c -Z?C(0- Et comme 
l’équation E eft celle d’une parabole, on voit que la courbe 
touchante eft une parabole , dont les Lecleurs trouveront 
aifément le paramétré. Ce qu'il fallait trouver. 


U fage de l’ellipfe & de l'hyperbole. 

PROBLÊM e. 

Fis. XXV. ’T'roxJVER la nature de la courbe AC, dont [axe ef! la ligne AB, 
& XXVI. • [ gtt t( fl e £ j> cn d onne d la furface d’un morceau de verre 
498. la courbure AC, il raffemble en un feul point f ou <p tous les rayons 
de lumicre comme EC , qui feront parallèles à l'axe AB. 
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Supposition. 

O n fuppofe, i", qu’un rayon de lumière comme EC paflant 
d'un milieu dans un autre différent comme de l'air dans le 
verre, s’il eft perpendiculaire à la furface des deux milieux, 
il continue dans le fécond fon chemin dans la même ligne 
droite; mais que s’il eft oblique à la furface des deux milieux, 
il ne continue pas fon chemin dans la même ligne droite, 
mais qu’il fé rompt à l’entrée du fécond milieu, & qu’il con- 
tinue enfuite fon chemin dans une autre ligne droite Cf ou 
C<p. z°. Que fi l’on tire une perpendiculaire pCPi la fur- 
faceC5qui feparc les deux milieux, (quand la furface eft 
courbe , la perpendiculaire à la tangente de la courbe au 
point Cou paflé le rayon de lumière, eft la perpendiculaire 
à la furface des deux milieux en ce point C qui eft le point 
touchant,) l’angle ECp que forme le rayon EC avec la par- 
tie C^de la perpendiculaire qui eft dans le premier milieu, 
s'appelle l 'angle £ incidence, &i l’angle fCP ou <p CP que forme 
le rayon rompu Cf ou C<p dans le fécond milieu avec la 
perpendiculaire CP, s’appelle V angle de réfraction. 3 0 . Que 

3 uand plufieurs rayons de lumière paflént ainfi obliquement 
’un milieu dans un autre, c’eft une loi prouvée par l’expe- 
rience, Si dont on donne la raifon dans la Dioptrique & dans 
la Phyfique,que le raport du finus de l’angle d’incidence & 
du finus de l’angle de refraétion eft le meme par raport à 
tous les rayons, quelque différence qu’il y ait entre les angles 
d’incidence 5 c’eft ce japort confiant qu’on appelle le raport 
de la réfraction Quand les rayons paflént de l’air dans le verre, 
ce raport eft }; & quand ils paflént du verre dans l’air, ce ra- 
port eft j. 4 0 . Que dans les courbes AC le rayon incident eft Fie. XXV. 
ECi la tangente 3.11 point C eft CS J la perpendiculaire à ce & XXVL 
point eft p CP qui rencontre l’axe AB en P ou /> -, le rayon 
rompu eft Cf ou C<p; par conféquent l’angle d’incidence eft 
ECp = ( à cau/é des parallèles EC , AB ) à l’angle CPA ou 
qui (ou fon complement)dans le triangle C/'/' ouC/xf>,a 
pour côté oppofé le rayon rompu Cf ou C< 0 > & l’angle de 
réfraction eft PCf ou/>C<p , qui dans le même triangle CPf 
ou Cpt> a pour côte oppofé la ligne P fou p<p i ainff le finus 
de l’angle d’incidence eft au finus de l’angle de refraétion, 
comme le rayon rompu C/ouC? eft à la diftance fP oui fp 
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où eft le point/ ou <p , auquel fe raflèmblent les rayons, de U 
perpendiculaire PCp ou pCP J ainfi quand les rayons CE 
parallèles à l’axe AB, pallent de l’air dans le verre , comme 
on le fuppofe dans la ligure ry , Cf.fP ■••• 3 . 2 $ quand ils 
pallent du verre dans l’air , comme on le lûppolé ( fig. 26 ) , 
f<S>. C<p 1 . 3. Ces choies luppofces , voici l’état de la 
queftion. 

Il s’agit de trouver la courbe AC{ fig. 2 y & 16 ) , qui foie 
telle que menant des lignes droites Cf, C<p de tous les points C 
de la courbe à un poinc fixe f ou <p de l’axe AB, & menant 
aullî par tous les points C de la courbe des perpendiculaires 
fCP, à la tangente de ces points C, jufqu’a l’axe en P ou p, 
le raport de chaque C/ou C<P à la diftance correfpondante 
fP ou <pp foit toujours le même raport , Sc qu’on puiflè le 
rendre égal au raport | fig. iy, f fig. 2 6. 

Résolution. 

Les figures 2y & 16 font voir d’une maniéré fi claire & fi 
courte que la courbe AC doit être une cllipfe quand les 
rayons pallent de l’air dans le verre, & une hyperbole quand 
ils pallent du verre dans l’air, qu’il eft inutile de chercher 
ces courbes par l’Analyffe. Car MF &c CP ou Cp étant liip- 
Fio. XXV. pofées perpendiculaires à la tangente CS, & par confequent 
& XXVI étant parallèles, l’axe Aou A a, ou la ligne égale à l’axe 
* 421 & 422 * Mf ou M<p eft à la diftance des foyers J/ ou F<p , comme 
chaque rayon rompu Cf ou C<p eft à Pf ou p$ diftance où 
eft le foyer / ou <p de la perpendiculaire C P ou Cp J d’où 
l’on voit qu’en faifant une elliplè dont l’axe A a ioit à la 
diftance des foyers Ff comme 3 à 2, & une hyperbole dont 
l’axe A* foit à la diftance des foyers F<f comme 2 à 3, ces 
deux courbes leront celles que l’on cherche. 

Fig. XXV. C’eft pourquoi fi après avoir tracé une ellipfe AC dont 
l’axe A a loir à la diftance des foyers Ff comme 3 à 2 , on 
décrit un arc de cercle du centre f avec quel rayon on 
voudra fC moindre que fA, qui rencontre l’cllipfe aux deux 

f oints C, c, l’un au defiùs, l’autre au delïous de l’axe, & que 
on faflè tourner la figure comprifè entre l’arc de l’ellip/ê 
& l’arc du cercle autour de l’axe AB, elle décrira la figure 
convexe d’un côté & concave de l’autre qu’il faut donner à 
un verre, afin que les rayons parallèles à l’axe^^ comme FC, 


y 

A 
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tombant de l’air fur la furface convexe CA, ils aillent tous 
fe raifembler au foyer f. 

Apres avoir de même tracé une hyperbole AC ( fig. 16 ) , 
dont la diftance des foyers F <p foit à l’axe A * comme 
fi l’on tire une perpendiculaire CB à l’axe AB , & qu’on 
faflè tourner la figure AC B autour de l’axe AB, elle décrira 
la figure qu’il faut donner à un morceau de verre , afin que 
les rayons EC parallèles à l’axe qui entreront dans le verre 
au travers de la ligne droite BC fans y fouffrir de réfraction 
Jui étant perpendiculaires, foient détournés par la refradion 
qu’ils fouffriront au fortir du verre par la furface hyperboli- 
que du verre aux points C, c , de maniéré qu’ils aillent tous 
le raflembler au foyer Ce qu’il falloit trouver. 


Vf âge de la cycloide pour donner la régularité 
aux Horloges. 

499 - Tj 1 OVFER quelle eft la nature de la courbe DPGA que le cen- Fig. X LL 
tre de pefanteur P d'un pendule fimple SP , ou le centre d’ofcilla- 
tion P d'un pendule S P qu'on fuppofe compofe , doit décrire par fa 
pefanteur, afin que chacune de fes vibrations ou chacune des dcfcen~ 
tes de ce centre depuis quel point on voudra de la courbe , comme 
du point D , ou du point P , ou du point G , ou de tout autre point 
jufqu'au point le plua bas k,fe faffe toujours dans un temps égal. 

Suppositions. 

I. 

On feppofe que quand un corps pelant defeend par le Fig. VIII. 
mouvement de fa feule pefanteur, foit par une ligne verti- 
cale FA, foit par un plan incliné comme GA , terminé par 
les mêmes horizontales FG, AL, la vitefle qu‘il aura acquife 
par la defeente inclinée GA , fera égale à la vitefle qu’il 
auroit acquife par la defeente FA terminée par les mêmes 
horizontales FG, AL. Ainfi la vitefle acquife par FA étant 
= VF A* , la vitefle acquife par GA efl: aufli égale à VFA_ *308. 
Mais le temps efl: different ; car le temps T par FA — *, v joi & jto. 

& le temps t par GA — 3 ainfî T.t :: FA . GA. D’où 

l’on déduit aifément que fi diffèrens corps pefants defeen- 
doient par plulïeurs plans différemment inclinés qui fuflént 
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compris enrre les mêmes h.orizontales , les temps employés' 
à de/cendre par ces plans differens feroient proportionels 
aux longueurs de ces plans. 

D’où il fuit que les temps des defcentes d’un corps pefant 
tombant librement parles cordes GA, EA, CA, &c. d’un 
cercle dont le diamètre AH efl vertical , font tous égaux 
entr’eux , & égaux chacun au temps de la defcente par le 
diamètre HA. Car nommant la confiante HA[d), chacune 
des changeantes AF, AD, AB, & c. (x ) , l’on aura chacune 
* 18S. des cordes GA, EA , CA, &c. = y/dx* ; les temps des def- 
*)oi & )io. centes par ces cordes feront égaux chacun * à = i^d 
— vz> Sl u * I e temps de la defcente par le diamètre HA 

I I. 

Fie. XLI. Si un même corps pefant defcendoit de fuite parplufieurs 
plans inclinés contigus qui fifTent les uns avec les autres des 
angles qui ne difïèraflént de la ligne droite ou de 180 degrés 
que par des angles infiniment petits , comme font les cotés 
infiniment petits dont on conçoit que font formées les lignes 
courbes, laviteflè acquifë parla defcente de ces plans comme 
par DPG ( fig. 41 ) , efl aufli égale à la vitellè acquife par la 
defcente de ia verticale EM comprife entre les mêmes hori- 
zontales ED, JMGi ainfî la vitelîe par DBG — V EM y la 
vitelIe acquife par DPGA = VEA> & 1 c temps y de la dcf- 
* 301 & 310. cente par DPG efl * ; le temps t de la defcente par 

DBA efl — 5^, . Ces choies fûppofees, voici la réfolution. 

Résolution. 

Co n cevant l’origine de la courbe au point A, on mar- 
quera chacun des arcs AG, AP, AD, &c. qui doivent être 
parcourus dans un même temps par la changeante s; & ce 
temps égal & confiant de la defcente par chaque s fera nom. 
me y j & chacune des verticales AM, AB, AE , &c. cor- 
refpondanre à chaque s, s’exprimera par la changeante x. 
Or la viteflc acquife par la defcente de chaque s efl é<*ale 
» 308. à Vx * , amfi le temps T de la defcente par chaque s fera fri 
ou bien , pareeque cette expreffion convient au temps* de 
chacun des arcs, on peut la divifêr par 1, & la marquer 
AinCifri cette expreffion du temps devant être la même 
pour chacun des arcs, puifque les temps pendant lesquels 

ils 
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ils doivent être parcourus font égaux, efl égale à une gran- 
deur confiante; on peut donc la fappoi'er égale à la grandeur 
confiante z Vu > par confêqucnr l’on aura —■ = iVa , qui fê 
réduit À s — ivax, qui efl l’équation de la courbe que l’on 
cherche. Or c’efl l'équation de la cycloïde*. Ainfi fi l’on * re- 
fait décrire au centre de péfànteur ou d’ofcillation des arcs 
de cycloïde , les durées des vibrations du pendule feront 
toujours égales, foit que le poids de l’horloge agiflânr plus 
fort, fafîe décrire de plus grands arcs de cycloïde , foit que 
le poids de l’horloge agifïant moins fort, enfaflé décrire de 
plus petits. 

D’où l’on voit que pour donner une entière jufleflè aux 
horloges , il ne refie plus qu’à trouver le moyen de faire 
décrire au centre de pefânteur ou d’ofcillation du pendule, 
des arcs de cycloïde > ce que l’on enfëignera dans la fécondé' 
Partie. 

Avcrtiflemcnt, 

Les courbes ont une infinité d’autres beaux ufages, mais 
ce que l’on en a dit fuffit pour faire voir aux Lecteurs com- 
ment l’Antiyfê les fait découvrir par le calcul ordinaire de 
l’Algebre , quand cela efl pofïîbic. 
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SECONDE PARTIE. 

vfage de l'Analyfe dans la réfolution des Problèmes de la 
Gcomctrie cJr des fciences Phjfico -mathématiques , 
en employant le calcul différentiel. 

PEMIERE SECTION. 


Où l’on explique le calcul différentiel & les principes dont il 
dépend. 

Principe du calcul différentiel pris 

DES ANCIENS GEOMETRES. 

C ’Est une choie ordinaire aux anciens Geometres de 
regarder deux quantités comme étant égales quand 
elles different moins entr’elles qu’aucune grandeur finie 8c 
déterminée , tant petite qu’elle puiffe être, en demeurant 
finie ou bornée. 

C’eft fur ce principe qu’en concevant des polygones inf- 
crits 8c circonfcrits au cercle, dont les côtés allant en dimi- 
nuant de plus en plus à l’infini, font que le perimetre 8c l’aire 
de ceux de ces polygones qui ont les côtés les plus petits , 
approchent le plus du perimetre & de l’aire du cercle; ils 
fuppofoient qu’on pouvoir concevoir un polygone inferit 8c 
un autre circonfcrit de tant de côtés , & par conlêquent de 
côtés fi petits, que la différence entre ces deux polygones, 8c 
à plus forte raifon la différence de l’un 8c de l’autre d’avec le 
cercle, fut moindre qu’aucune grandeur finie 8cdérerminée; 
Et ils regardoient le dernier , pour ainfi dire, de ces poly- 
gones infcrits8cle dernier de ces circonfcrits comme égaux 
enrr’eux 8c au cercle ; ce qu’ils n’auroient pù faire qu’en 
concevant les côtés de chacun de ces polygones comme 
infiniment petits, 8c comme y en ayant une infinité; puifque 
pendant qu’ils demeureroient finis 8c détermines , la diffe- 
rence du polygone inferit ôc du circonfcrit lèroit finie, 8c de 
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même leur différence d’avec le cercle feroit aulfi finie, 8c 
l’on ne pourroit pas fuppofer ces trois figures égales, comme 
il leur etoit neceffaire de le faire , afin que leurs preuves 
fulTent démonftratives. C’eft par ce principe que font dé- 
montrées la plupart des propofitions du 12 Liv. d’Euclide. 

On s’eft heureufemenc avifé de notre temps de donner 
des exprelfions propres à ces différences infiniment petites, 
Iefquelles différences pendant qu’elles font réelles ont des 
raports entr’elles très réels , 8c qui font égaux aux raports 
des grandeurs finies, par le moyen defquelles ces raports des 
différences peuvent être exprimés. La méthode de trouver 
les exprelfions des différences 8c de leurs rapports , eft ce 
qu’on appelle le calcul des différences , ou le calcul différentiel 'y 
par le moyen duquel on trouve d’une maniéré courte 8c 
facile une infinité de raports entre les lignes droites 8c cour- 
bes géométriques 8c méchaniques qu’on auroit bien de la 
peine à trouver par d’autres voyes * 8c comme les grandeurs 
entières que l’on peut comparer ont des différences qui ont 
des exprelfions qui les leur rendent propres , on peut retour- 
ner de ces différences aux grandeurs entières qu’on appelle 
fommes ou intégrales les trouver par le moyen de leurs dif- 
férences : Ce retour des différences aux grandeurs intégrales 
dont elles font les différences, eft ce qu’on nomme le calcul 
intégrale. Par le calcul différentiel on trouve les exprelfions 
des différences des grandeurs intégrales, 8c l’on fait fur ces 
exprelfions les operations que fait l’Algebre fur les grandeurs 
algébriques ; par le calcul intégral on trouve les exprelfions 
des grandeurs intégrales dont on a l’exprelfion des différen- 
ccs 

Utilités de ces calculs. 

De puis qu’on a employé ces calculs dans l’ulàge de 
l’Analylê , on a non feulement refolu d’une maniéré plus 
courte 8c plus aifée la plupart des plus difficiles Problèmes 

3 u’on avoir refolus par le calcul ordinaire ; mais on a fait 
es découvertes furprenantes dans la Geometrie compolee 
8c dans les fciences phyfico-mathematiques , comme on le 
peut voir dans les Mémoires de l'Academie , dans les Actes de 
Leipfic , dans I Analyfe des Infiniment Petits , dans les Ouvrages 
de M. Newton , 8c dans tous les autres où l’on employé ces 
calculs. 

LL11 ij 
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On applique ces calculs aux courbes méchaniques, comme 
aux courbes géométriques, & l’on découvre par leur moyen 
les propriétés des unes & des autres avec la meme facilité. 

Il n’eft point neceilâire dans ces calculs d’ôter les lignes 
radicaux , ce qui ôte l’un des plus grands embarras du calcul 
ordinaire , outre que ces calculs font ordinairement plus 
courts d’eux - mêmes que ne font les ordinaires. 

Ces calculs fuivent la nature dans la refolution des Pro- 
blèmes phylico-mathematiques, laquelle n’agiflànt que par 
le mouvement 8c les figures , commence 8c agit ordinaire- 
ment par des degrés infiniment petits à chaque inftant du 
temps , chacun de ces inftants étant aullî infiniment petit. 

Enfin on réduit par ces calculs la Geomctrie compofée 
ou la Geometrie de toutes les courbes à la Gcometrie limple 
des figures rcélilignes, ce qui la réduit à toute la fimplicité 
pollible, 8c ce qui met les Geometres en état de la porter à 
toute la perfection poihble. 

Le principe du calcul différentiel fert a démontrer fans calcul 
plusieurs propofftions de la Géométrie compofée. 

C e principe que dans la comparaifon des grandeurs finies 
on peut regarder des différences qu’elles ont entr’elles, plus 
petites qu’aucune grandeurdéterminée,ou infiniment petites 
(on n’entend que la même choie par ces deux expreflions ) ; 
ce principe, dis-je, fuffit pour démontrer fans calcul & d’une 
maniéré très (impie plufieurs propositions de la Geometrie 
compofée, que l’oij ne démontre que par de longs circuits. 
En voici quelques exemples fur la cycloïde. 
y o j. Si l’on mene par un point quelconque / de la cycloïde 
Fig. xxxv. l’ordonnée fFB parallèle à la baie DE qui rencontre le cer- 
cle générateur en F, qu’on tire la corde FA, 8c qu’on mene 
par /la droite fa parallèle à la corde FA, fa icra la tan- 
gente au point/; Car en mettant le cercle générateur dans 
la fituation eaf , où fon point/ décrit la partie /infiniment 
perite de la cycloïde, il en: évident qu’en menant la corde fe y 
on peut concevoir que cette corde fe tournant à cet inftanc 
fur le point e , comme iùr un centre , décrit par ion extré- 
mité f un arc/infiniment petit, qui fait la petite partie f de 
la cycloïde : or cf étant le rayon de ce petit arc , cfl: perpen- * 
diculaire à la tangente de ce petit arc/j /** perpendiculaire 
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à <•/,& parallèle à. F A, eft donc la tangente de ce petit arc f 
ou de ce point/ de la cycloïdej d’où il fuit aufll que/c eft 
parallèle a FE. 

j 04. Pour entendre les propofitions fuivantes, il faut remar- Fis.XLU 
quer que fi l’on cnvelopc la courbe SKD d’un fil également 
tendu par tout, qui foie comme colé fur cette courbe, & qui 
lui foit égal en longueur , qu’on develope enfuite la courbe 
en commençant au point D , & que l’extremité Z) du fil 
pendant le developement inlènfible que l’on fait de la courbe 
DKS, décrive la féconde courbe D P Aï la première courbe 
D K S s’appelle U developèe de la féconde courbe DP A 5 
chacune des parties du fil comme P K détachées les unes 
après les autres de dcflùs la develope DKS , s’appellent les 
rayons de la developèe > & la courbe D P K eft la courbe formée 
par le developement du fil de la dcvclopéc. Ces cliofes fup- 
pofées : 

505- Il eft évident que chaque rayon K P de la developèe eft 
égal à la partie developèe DK delà courbe DKS, fi ce n’eft 
quand le fil qui cnvelope la developèe eft plus long ou plus 
court que la courbe qu’il envclope } car dans le premier cas 
le rayon de la developèe eft égal à la partie de cette courbe 

• qui eft developèe, 6c de plus à la ligne droite dont on fuppofé 

que le fil furpalle la courbe qu’il envelope ; & dans le fécond 
cas il n’eft égal qu’à la partie de la courbe qu’on fuppofé 
qu’il cnvelopoit. 

j 06. Que chaque rayon DKP de la developèe eft une tangente 
de la developèe ; car le refte SC du rayon K P demeurant 
comme collé à la developèe, le point K eft la particule de 
la developèe du point K, 5 c le rayon KP ne fait qu’une ligne 
droite avec cette particule & en eft le prolongement ; ainfi 
le rayon K P eft la tangfcnte de la developèe en ce point K. 

507. Que chaque rayon KP de ladevelopée eft perpendiculaire 
au point/ 1 à la courbe DP A. Car on peut concevoir que le 
rayon KP à l’inftant qu’il forme la particule P de la courbe 
DP A , fe meut fur le centre K , êe qu’il forme un arc infini- 
ment petit P qui eft la particule P de la courbe PDA. Qr 
le rayon KP eft perpendiculaire au petit arc P ou à la petite 
partie de la tangente au point P , laquelle petite partie eft 
en même temps le petit arc formé par le rayon KP , la par- 
ticule/ 7 de la courbe DP A, & la petite partie de la tangente. 

LUI iij 
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Suppofons à prefent que DP A eft une cycloïde dont le 
cercle générateur eft AFE, la bafe DE égale à la demi- 
circonference AFE , & qu’il faille trouver la longueur P K 
du rayon de la developee au point/’, & enlüite qu’elle eft la 
nature de la courbe DKS qui eft la developee de la cycloïde 
D PA. 

j O 8. Pour trouver la longueur du rayon PK, il faut concevoir 
que PG eft une partie infiniment petite de la cycloïde, que 
PK eft la perpendiculaire de la cycloïde au point P , & que 
GK l’eft au point G î à caufè qu’on fuppofe GP infiniment 
petite, les deux perpendiculaires P K, G K peuvent être con- 
fiderées comme partant du même point K de la developee 
qui eft comme le centre autour duquel le fil ou le rayon PK 
eft conçu tourner lorfqu’il forme la particule PG ; qu’on 
mene les ordonnées P F B , GHM , qui rencontrent le cer- 
cle générateur aux points F 8 c H par où il faut mener les 
cordes EF ,FA,EH,HAi enfin qu’on conçoive décrits des 
centres K & E les petits arcs fl, FL, les petits triangles rectan- 
gles F LH, flh feront fèmblables & égaux ; car, i°, les hy- 
pothenufes HF, hf font égales, puifque par la formation de 

* 454. la cycloïde * Ef — F P ( à caufè des parallèles fP , FE) , &C 
que F P eft égale à l’arc AH F , & par la même raifon Eh 
= HG = à l’arc AH 5 ainfi Ef—Eh = hf=à. l’arc AF 
— l’arc AH — l’arc F H. î". hl — G h — Pf — à la corde 
EH — la corde EF — HL > par confèquent le petit coté 
ou le petit arc fl eft égal au petit coté ou au petit arc FL. 
D’où il foit que les rayons de ces petits arcs qui font Kf & 
EF font égaux : mais fP par la formation de la cycloïde eft 
égale à la corde EF ; par confèquent le rayon KP eft double 
de la corde EF. Et comme la meme démonftration convient 
à tout autre rayon reprefènté par KP , il eft évident que 
chaque rayon P K de la developéedela cycloïde eft toujours 
double de la corde correfpondante EF du cercle générateur, 
& que par confequent SA eft double du diamètre AE. 

5 o 9. Pour trouver la nature de la developéeD /:5 delà cycloïde, 
il faut mener De perpendiculaire à la bafe/XE de la cycloïde 
& égale à EA ou à fon égale ES, décrire fur le diamètre De 
le demi-cercle Die ; tirer la corde DI parallèle à Pf & à F E, 
qui fera par confequent l’angle fDI égal à fon alterne DEF, 
ce qui fera caufe (les cercles Die , AFE étant égaux), que 
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ces cordes DI, EF feront égales, 8c leurs arcs égaux, & que 
DI fera, auilî égale à //Cqui eft égale à EFi & menant IK t 
elle fera égale 8c parallèle à Df. Ces chofes fuppofées: 

La bafe ED étant égale à la demi - circonférence AFE , 

8c F P ou fon égale Ef étant égale à l'arc AH F* , le refte fD * 454. 
de la bafe eft égal à l’arc EF 8c à l’arc DI qui eft égal à EF ; 
l’ordonnée Kl delà developée DKS menée d’un point quel- 
conque K au cercle D/r, étant égale à Df, eft parconfequene 
égale à l’arc DU & comme il eft évident que la démonftra- 
tion peut s’appliquer à tout autre point de la developée , la 

S rieté de cette developée eft que chaque ordonnée Kl eft 
; à l’arc correfpondant DI du cercle Die. Et comme 
c’eft la propriété de la cycloïde ‘dont Die eft le cercle ge- *454. 
nerateur, la developée DKS de la cycloïde DP A, eft elle- 
mcme une cycloïde égale à la première DP A , puifque le 
cercle générateur de l’une eft égal à celui de l’autre: Elle eft 
feulement dans une autre fîtuarion -, le point D de la deve- 
lopée répond au point A de la cycloïde DP A , & le point S 
de la première au point D de la féconde. 

Comme l’on a démontré que chaque partie K P du fil 
developé eft doubledela corde correfpondante DI, 8c com- 
me la partie KP du fil developé eft égale à la partie develo- 
pée DK de la cycloïde DKS ’> il s’enfuit que chacun des arcs 
DK d’une cycloïde eft double de la corde correfpondante 
DI du cercle générateur, 8c que la cycloïde DKS eft dou- 
ble du diamètre De du cercle générateur. 


R E m a r E s. 

I. 


Où ton explique ce qui rçfioit k faire pour donner la régularité 
aux horloges. 

511. Il eft à prefént évident que fi l’on donne à deux lames de 
cuivre SK , Si la courbure SK d’une cycloïde SKD , dont le 
cercle générateur Die ait pour diamètre De la moitié de 
la longueur du pendule SP ou de fon égale SA, qu’on fup- 
pofé être la longueur du pendule dont les vibrations font 
precifément d’une féconde 5 8c que l’on fufpende le pendule 
SA ou S P au point S entre ces deux lames de cuivre par une • 
foie déliée , de façon que quelque mouvement que le poids 
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de l’horloge imprime au pendule SP , ce pendule foie tou- 
jours la tangente de la cycloïde SK ou Ski il elt, dis-je, 
évident que le centre de peianteur ou d’oftillation T 5 , décrira 
dans toutes fes vibrations des arcs de cycloïde AP, lefquel- 
* 499 - les par conlèquent* feront toutes d’une égalé durée. Ce qui 
reftoit à démontrer de ce qu’il fauc faire pour donner toute 
la jufteflè pollible aux horloges > 8e c’clt pour cela qu’on a 
choifi ici tes Exemples de la cycloïde. 

I I. 

5 i a. Comme l’on peut regarder des grandeurs infiniment 
petites par raport aux grandeurs finies dont elles font les 
differcrnes, on peut regarder de même des grandeurs com- 
me infiniment grandes par raport à d’autres finies qui de- 
viennent égaies à zéro par raport à ces grandeurs infiniment 
plus grandes * on démontre facilement par là plufieurs pro- 

I iofitions de Geomctrie; par exemple on a déterminé par là 
a fituation des afymptotes de l’hyperbole art. 400 , en fûp- 
fant qu’elles font des tangentes de l’hyperbole à des points 
infiniment éloignés du centre de l’hyperbole. De meme 
dans les Problèmes où entrent les triatv.les rectangles donc 
un côté augmente toujours pendant que l’autre demeure le 
meme, oulsien diminue toujours, en fuppolantque ce der- 
nier coté eft égal à zéro par raport à l’autre, ou que celui-ci 
devient infini -, alors le coté infini 8c l’hypotenulè devien- 
nent parallèles. De même quand un angle aigu va toujours 
en diminuant, en le fuppofant égal à zéro , ou infiniment 
petit, 8c lès cotés infiniment grands; on a le cas où les deux 
cotés deviennent parallèles. 

C’eft ainfi qu’en fuppcfiint qu’un des foyers de l’cllipfë 
demeurant immobile , l'autre s’élc- ;ne à i’infini , l’ellipfê 
devient une parabole , 8c qu’on trouve par le même calcul 
ph fleurs propriétés communes à ces deux figures. 

■ es fûppofitions, dont l’efprit apperçoit la vérité, abrègent 
en plufieurs cas lçs refolutions du Problème, 8c les rendent 
generales. 


Explication 
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Explication du calcul différentiel. 

PREMIERE SUPPOSITION OU DEMANDE. 

5 1 ?• T outes les lignes droites & courbes, & toutes les figures 
des furfaces & des folides , peuvent être regardées comme 
formées ou décrites par le mouvement ; les lignes droites 
par le mouvement d’un point qui n'eft point détourné dans 
là direction ; les courbes par le mouvement d’un point qui 
étant détourné à chaque inftant de fa direction, ne décrit j 
aucune ligne droite finie, mais une infinité de petites lignes 
droites chacune infiniment petite, & qui font enlèmble deux 
à deux des angles qui ne different de la ligne droite, ou de 
l’angle de 180 degrés, que d’un angle infiniment petit. Les 
angles font formes par le mouvement d’une ligne droite 
mobile autour du fommet , & de même les triangles 5 les 
figures des furfaces par le mouvement d’une ligne droite ou 
courbe qui fc meut le long d’une autre droite, "de façon que 
pendant tout le mouvement la ligne droite ou courbe qui fc 
meut, demeure toujours parallèle à elle -même; par exem- 
ple , un rectangle peut être regardé comme formé par le 
mouvement de la ligne qui en fait la hauteur le long de la 
bafe -, la furface d’un cylindre par le mouvement d’une cir- 
conférence qui fe meut toujours parallèle à elle-même fui- 
v; nt la direction de l’jge du cylindre; les figures folides par 
’ le mouvement d’une figure plane qui le meut ufdjours paral- 
iei e 4 elle-nième buvant une ligne droite ; les prifinesêe les 
cylindres font ainfi formés par le mouvement de leur balé.# 
Une infinité de furfaces courbes 6c les folides qu’elles com- 
prennent, peuvent aufll être regardes comme formés par le 
mouvement d’une figure plane aufSur d’une ligne droite, 
comme la Sphère par le mouvement d’un demi-cercle autour 
de fon diamètre , & la furface de la Sphère par le mouve- 
ment de la demi -circonférence; de même les cylindres par 
le mouvement d’un rcdangle autour de la bafe regardée 
comme axe ; les folides paraboloïdes, ellipfoïdes, êcc^par le 
mouvement d’une demi parabole Ôc d’une demi-elliplè au- 
tour de Ion axe. C’elt ainfi que les anciens Geometres ont 
confiderc les formations des lignes & des figures. 

+i*. . . / ^ 
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PREMIERE DEFINITION. 

Chacune des quantités (il fuffitde confidererici les lignes 
droites & courbes ) qui augmente infenfiblement ou qui di- 
minue infenfiblement dans la formation des lignes 6c des 
figures, s’appelle variable ou changeante > 6c les lignes qui 
n’augmentent ou ne diminuent point, 6c demeurent égales 
pendant que les autres changent, s’appellent confiantes. 

Seconde supposition ou demande. 

5 1 4' Ch aque partie de temps finie, quelque petite qu’elle foie, 
eft divifïble à l’infini comme l’étendue , 6c ces parties de 
temps infiniment petites, dont il en faut une infinité pour 
faire une partie finie de temps, s’appellent des inftants. 11 en 
eft de même de la viteflè, du mouvement , 6c de toute gran- 
deur. 

Seconde de' finition. 

5 1 y L’a u g m e n tat i o n ou la diminution infiniment petite 
que reçoit une quantité changeante à chaque inllant par 
une viteflè infiniment petite, dans la formation d’une ligne 
N ou d’une figure, eft ce qu’on appelle une différence. Les lignes 

changeantes droites 6c courbes font marquées par les lettres 
des inconnues x, y, z^,v, 6cc. les lignes confiantes par les 
lettres des connues a, b, c, 6cc. 6c l’on fe fervira de la lettre d 
pour marquer les différences ; ainfî dx fera la différence de 
la ligne changeante x> dy fera la différence de ia ligne chan- 
geante y > 6c ainfî des autres. 

5 1 6. Par exemple, que l’on conçoive la ligne droite BC à l’ori- 
Fio. XLII. gine A de la droite A BbH, 6c que cette ligne BC fè meut 
toujours parallèlement à elle même fuivant A BbH, 6c qu’en 
même temps un point C qui part de A fur la droite BC fç 
meut aufli le long de BC en allant de B vers C, de maniéré 
qu’il fè trouve toujours dans une courbe quelconque A Ce 
qu’il décrit par fon mouvement 5 qu’on fuppofè auilî la par- 
tie finie AC de la courbe déjà décrite parle point C, &qual 
décrit en un inftant par une viteflè infiniment petite la partie 
infiniment petite Ce de la courbe , 6c en même temps que la 
droite BC parcourt la partie infiniment petite B b =(en 
menantCd parallèle àBb)Cd. Qu’on nomme la coupée chan- 
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geante ji l’ordonnée changeante BC[y); l’arc de 

courbe changeant AC(u)> l’on marquera ainfi les différen- 
ces ,Bb = Cd[dx), dc[dy), Cc[du) i Si comme le petit arc 
Ce [du) eft conçu comme une droite infiniment petite qui 
eft en cet endroit une partie de la courbe , Si qui étant pro- 
longée en T, eft la tangente aux points C Si r, qu’on fuppofê 
infiniment proches l’un de l’autre, les raports des. trois peti- 
tes différences Ce (du ) , Cd{dx ) , dc[dy) dans le petit trian- 
gle Ccd, font égaux aux raports des trois côtés corrcfpon- 
dants CT[t),BT (s), BC{y) du triangle femblable TCB 
formé par la tangente CT[t), la foutangente BT[s), Si 
l’ordonnee BC {y ). 

J 17. On peut aufli confiderer la courbe AC comme formée 
par le point C qu’on fuppolc partir du point A pris comme 
un centre ou pôle dans un point de la courbe , ou en quel 
endroit on voudra du plan de la courbe, lequel point C fè 
meut de telle maniéré le long de la droite AC pendant que 
cette droite tourne autour du pôle fixe A , qu’il fe trouve 
toujours dans la courbe vtfC qu’il décrit par ion mouvement. 
Suppofé que la partie finie AC de la courbe foit déjà décrire 
par le point C, Si qu’il décrit en un inflanc par une viteflè 
infiniment petite l'arc infiniment petit Cr, Si qu’on tire 
Si du centre A le petit arc de cercle Cr , qui à caufe de fbn 
infinie petitelfe peut être regardé comme une petite droite. 

Si qu’ôn nomme le rayon AC(zj Si l’arc AC ( #) , Si le petit 
arc de cercle Cr{dx ), Ce fera du, rc fera d\\ Si en conce- 
vant la petite partie cC prolongée qui fera la tangente de la 
courbe au point C, Si par le pôle A une perpendiculaire At 
au rayon Ac mené de A à c qui rencontre la tangente en ri 
le petit triangle Ccr formé par les trois différentielles Ce [du), 

Cr{ dx ) , cr (dgj , fera femblable au triangle fini cAt, Si les 
trois différences auront entr’elles les mêmes raports que les • 
trois côtés de ce triangle cAt. 

Corollaire I. 

y 18. On voit par ces formations des courbes, qu’on peut re- 
garder une courbe comme un polygone , ou quand elle ne 
rentre pas en elle -même, comme une partie de polygone 
qui a une infinité de côtés dont chacun eft infiniment petit. 

Si chacun de ces petits côtés fait en même temps une partie 

M M m m ij 
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de la courbe, une partie de la tangente de la courbe en ce 
point là , & pour ainlî dire le coté infiniment petit d’un 
polygone d’une infinité de côtés infcrit à la courbe. 

Corollaire II. 

S 1 9 - On peut confiderer chaque partie infiniment petite d’une 
courbe, par exemple Ce, comme formée par le mouvement 
d’un point C qui eft poulie par deux forces , l’une fuivant la 
direction Cd, &c l’autre fuivant de dans la première forma- 

* 516. tion,*de façon que la vitefle de la première foit à celle de la 

féconde , comme Cd à. cd ; & fuppofé qu’on achevât le paral- 
lelograme dont Cd & cd font les côtés angulaires, il doit 

? )i 6 . décrire Ce qui eft la diagonale de ce parallelograme * , & 
chaque vitefle par les côtes efl: à la vitellè par la diagonale, 
comme chacun de ces côtés efl: à la diagonale décrite dans 
le même temps f ainfi la viteflc(u) par CV(<ôc)cft à la viteflé(«) 
par Cc[du),cammc dx à dm &de même la vitefle(v)par ca(dy) 
eft à la viteflè(») par Ce (du), comme dy à dui éc les vitefles 
par les côtés font entr’elles comme ces côtés Cd {dx), cd(dy). 

* Et , à caulê de l’égalité du temps , T = — — . Ce qu’on 

peut facilement appliquer à la fécondé formation. 

Remarque. 

^o.O n pourroit aulfi nommer par une lettre toute autre cjuan- 
Fig.xlii. tité variable, comme une partie des figures des furfaces ou 
des folides qui vont en augmentant ou en diminuant infenfi- 
blement, comme le fègment CAC , l’efpace ABC , le folide 
formé par cet efpace en tournant autour de l’axe AB, &c. 
par exemple nommant z. une partie de figure variable , là 
différence qui feroit une partie infiniment petite comme CAc 
du fegment CA C, comme CBbc de l'efpace ABC , foroit d%. 
Mais comme les figures s’expriment en Algèbre par le pro- 
duit de plufieurs lettres , comme un rectangle par le pro- 
duit a b de fes deux côtés ; un prifme par le produit abc de la 
bafe par fa hauteur ; il eft plus utile dans les Problèmes fur 
* ces figures, de marquer leurs différences par des produits, 
par exemple BC x Bb ■= y dx marquera le peut efpace CBbc 
qui eft la différence de l'elpace changeant ABC. 
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PROBLEME, 

QJU CONTIENT LE CALCUL DIFFERENTIEL. 

T R OU VER la différence d'une quantité quelconque qui contient 
des grandeurs changeantes. 

Premier cas. 

J 21 * Q u a n d les changeantes font Amplement linéaires , & ne 
font point multipliées les unes par les autres, (il n’importe 
pas qu’elles foient multipliées par des confiantes , puifque 
les confiances n’ont point de différences) ,& qu’elles font 
finalement jointes les unes aux autres par les Agnes ■+• & — } 
il ne faut que prendre les différences de toutes les changean- 
tes, & les joindre enfemble parles mêmes Agnes, &. l’on 
aura la différence que l’on cherchoit. 

Ainfi la différence de x — y s^ = a y eft ix — dy + dg. 

= o j la différence de ax — by cxj=:ab , eft adx — bdy 
•*- cds^ = o j la différence de x — ds.y •+■ ss. ^ e= a b , eft 
^-d x — ~ dy •+■ is-dz^= o 5 la différence de xVa — yVb 
•t- zVc — ab , eft dxVa — dyVb •+• dz^c = o. La raifon de 
cette pratique eft évidente quand les lignes vont en augmen- 
tant, car la féconde^ eft la première y plus la différence dy 
dont la féconde furpaffè la première ; il en eft de même des 
autres: Mais comme l’on ne veut que l’expreflîon de la feule 
différence , il faut Amplement marquer dy. 

Remarque. 

s^D 'où l’on voit que quand une changeante y va en décroifl 
fant, c’eft la première y qui furpafTe la fécondé^ de la diffé- 
rence dy , ainfi la féconde y eft ^ — dy ; & dans ce cas il faut 
changer le figne de la différence de la féconde y -, par exem- 
ple fi x augmente, & que y diminue, la différence de x a~y 
féra dx — dy , & la différence de x — y féra dx ■+• dy. Nean- 
moins en fuivant la réglé du premier cas dans la réfolution 
d’un Problème, on retrouve ordinairement les grandeurs 
négatives qui avoient des différences négatives , ce qui les 
doit faire prendre du côté oppofe *. Cependant il eft plus à ' 
propos de fuivre la remarque. 

• M M m m iij 
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Second cas. 

J 1 3 * Quand plufieurs changeantes font multipliées les unes 
par les autres , &, fi l’on veut, qu’il y ait aullî des confiantes 
dans leurs produits j il faut multiplier la différence de cha- 
cune foparément par le produit des autres, & la forame des 
produits fora la différence que l’on cherchoit. 

Pour trouver la différence de xy = ab, il faut multiplier 
la différence dx de x par/ , & la différencev/y de/ par x ; & 
la (omme ydx -t~xdy — o, fora la différence de xy — ab, ou 
Amplement /rfx xdy fora la différence de xy. 

De même fi l’on a le produit xy^== abc , la differencî'fora 
yx.dx xydy - 4 - xyd\y= o ; ou yzdx -+- xzdy x/^fo r^la 

différence de xy\> la différence de axy fora aydx ■+■ axdyi 
& ainfi des autres. 

La raifon de cette réglé eft que pour multiplier les diffé- 
rences de x& de y l’une par l’autre, il faut concevoirque x eft 
devenue * -*-dx, Scy eft devenue/ -4- dyi & le produit de 
ces deux quantités eft xy •+■ ydx -4- xdy ■+■ dxdy > & comme 
l’on ne veut que les différences, il faut ôter la grandeur fi- 
nie xy,& il refte pour la différence du produit xy, la fournie 
ydx ■+■ xdy -4- dxdy i mais dxdy eft une grandeur infinimcnc 
petite par raport à ydx -4- xdy , c’eft pourquoi il la faut auffi 
négliger, &: il ne refte que ydx -4- xdlypour la différence de xy 
que l’on cherchoit. 

En voici une autre démonftration. On peut concevoir 
chaque différence dx fie dy de x & de y partagée par la moi- 
tié, & concevoir, i°, que x eft diminuée delà moitié de fit 
différence , & qu’elle eft devenue x — {dx j & de même 
que y eft devenue/ — {dy, & leur produit fora xy — { ydx 
— {xdy {dxdy. On peut auflî concevoir, >°, que x & y 
font augmentées chacune de la moitié de leur différence, 
que x efo devenue x -4 -\dx, &c que/ eft devenue y -*-{dy i 
Si leur produit fora xy -4 -{ydx -4- -xdy -4- {dxdy. Or il eft 
clair qu’en retranchant la première fomme des produits de 
la fécondé, on aura pour refte exaét ydx -+- xdy , & que ce 
refte eft égal à la différence du produit xy. Pour le rêpre- 
fonter à l’imagination , il n’y a qu’à faire un rectangle qui 
aille en augmentant , dont x foit la bafo & y la hauteur, &c 
prendre d’abord x — {dx &/ — {dy, & y diftinguer les 
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rectangles que donne leur produit, & prendre enfuice x -4- 

& marquer les rectangles que donne leur pro- 
duit, & l’on verra que les deux petits reétangles ydx -4- xdy 
font la différence du rectangle entier xy. 

Cette démonitration fuppofée, il eft évident que la diffé- 
rence de xyx^ ou du produit de tant de changeantes qu’on 
voudra , eft la fomme des produits de la différence de cha- 
cune de ces changeantes par le produit des autres chan- 
geantes j car il n’y a qu’à prendre le produit des deux xy 
comme une iéule grandeur », & la différence de xyz^ fera 
égale à la différence de Or la différence de as^eft zju 
-4- udzj 3c mettant les valeurs de du &de u à leur place, on 
aura la différence de xyx , 1 égale à xxdy+yx^lx -t> xydxj 3c. 
ainff des autres. 

Corollaire I. 

5 1 4- Il fuit de là que la différence d’une puiflànce quelconque 
d’une changeante x , eft le produit de la différence dx de 
cette changeante par la puiiîance de la même changeante 
dont l’expoiànt eft moindre d’une unité que celui de la pre- 
mière, multiplié par l’expofant de la première; ainff la dif- 
férence de xx eft ixdx i la différence de x' eft 3 xxdxi celle 
de x 4 eft 4 x'dx i 3c en general celle de x" c(inx n ~ 'dx. 

Car ydx - 4 - xdy étant par le fécond cas la différence du 
produic de xy , il eft évident qu’en fuppofan ty = x , ce qui 
donne dy — dx ,3c en mettant dx au lieu de dy , 3c x au lieu 
dey , dans ydx -+• xdy , on aura xdx -4- xdx = ixdx. Ce qu’il 
eft facile d’appliquer aux puiffànces plus élevées. 

j i 5 . Quand il y a des confiantes pour les coéficients des puif. 
fances des changeantes , elles demeurent dans les différences 
de ces puiffànces; ainff la différence de ax ‘ eft 3 axxdxi la 
différence de**" eft nax a ~'dx ; la différence de {xx eft 
{ x 1 xdx — xdx ; la différence de { x a eft ax a ~'dx ; la diffé- 
rence de eft " x°~'dx ; la différence de xy m eft nx"~‘y m dx 
- 4 - mx'y m ~'dy> Sc ainff des autres. 

Corollaire II. 

»*«• 0 ." and une fraction a au dénominateur une ou plufieurs 
changeantes ou leurs puiffànces, on ffjait qu’on les peut met- 
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tre au numérateur en mettant le ligne — devant leur expo- 


fant ; ainfi £ = xy~\ — t x y~™ * j£r = fx n ~ m }&c 

ainfi des autres. D’où l’on voit que la différence de ces frac- 
tions qui ont des changeantes au dénominateur, fe trouve 
comme celle des produits -, ainfi la différence de } = x -1 , 
eft — i x~‘~'dx = — x~'dxi Jadifférence de xy~' cày~'dx 
— ixy~ l dy> la différence de x ' - ^ - - eft ~xxy~*dx — '^x'y~ s dyi 
la différence de f x u y~ m efl f -x"~'y- m dx — ^-x n y- m ~'dy. 


Corollaire III. 

S 1 7‘ Les racines des puiflànces des changeantes pouvant être 
regardées comme des puiflànces elles mêmes , dont les ex- 
poiànsfont des fractions.on en trouve les différences comme 
celles des puifiances ( premier Corollaire } 5 ainfi la différence 

de Vx = x * eftf 1 dx = -j* — *dx — la diffe. 

, A ? „ , a i . i r 

rence de Vax' eft {a'-x 1 - dx — \a l x'ï dx 

= -dxVax > en general la différence de ax « efl ' x^~ , dx j 

n a — - n-ra 

la différence de ax m eft ^-x m dx -f-x m dx ; la diffé- 


rence de axÿt eft -f/ 1 dx -h -f -x'"y h 1 dy; la dif- 

1 

ference de Vx 1 — y 1 = x‘ — y ‘ 1 , eft ~ x ixdx — a x ly dy x 


£ — i p 


r? 1—1 


* — r 


— i 


*- * - jdy . j a J,g' crence Jg y ax 

—y' 


T — I 


— xx 1 , eft ^ * ac ^ x — t x îxdx x ax — xx 

> la différence de f^ n ’* n — x m x a + x “ = o, efl 


— i _ m— i » — il » 

— P — y . —mx dx x a +.x ^ ndx x — 

= o. 


X X df -fm X 


K E M A R Q^U E s. 

I. 

S 1 8 . Quand il arrive que quelques-unes des grandeurs chan- 
geantes vont en diminuant , pendant que les autres aug- 
mentent, les différences de celles qui diminuent étant néga- 
* jzj. rives’, il faut changer le ligne de chaque produit particulier 

où 
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où fe trouvent ces différences négatives. Par exemple fi lesjr 
diminuent pendant que les x augmentent, la différence de xy 
doit cttcydx — xdy ; c’eft à dire, il faut changer le ligne du 
produit particulier xdy où lé trouve la différence négative 
— dy. 


I I. 


519. Quand on a une fois l'cxprefîion des différences des gran- 
deurs changeantes, on fait enfuite fur ces expreflîons les ope- 
rations ordinaires de l’ Algèbre ; ainfi le produit de dx par dy 
eft dxdy; le quarré de dx eft dx 1 , fa troifiéme puilïance eu dx 1 ; 
& ainfi des autres operations. 

III. 


Où Port explique quelques principes du calcul intégral. 

530. Les quantités dont on a enfeigné à trouver les différen- 
ces, font les intégrales de ces différences; ainfi x eft l’inte- 

grale de dx j xy eft l’integrale d t y dx rt xdy» Vx = x 1 eft 

1 1 

l’integrale de > Vax' = a 1 x 1 eft l’integrale de \dxVax ; 

&c en general ax" eft l’integrale de nax n ~'dx> & ainfi des 
autres. 

Avertissement. 

Si 1, La méthode de retrouver les intégrales dont on a les dif- 
férentielles , eft ce qu’on nomme le calcul intégral , dont on 
parlera dans la troifiéme Partie. Quand on relout des Pro- 
blèmes de Geometrie & des fciences Phyfico- mathémati- 
ques , qui font fournis à ce calcul , on trouve d’abord des 
équations qui contiennent des différences ; & remontant 
enfiiite de ces différences à leurs intégrales, on a les refolu- 
tions de ces Problèmes. Ceux qui veulent faire ulâge du 
calcul intégral, doivent fe rendre très familières les métho- 
des qu’on vient de donner, pour trouver les différences des 
quantités quelconques qui contiennent des changeantes, en 
faire eux-mêmes beaucoup d’exemples, & bien remarquer 
les inregraies d’où ils ont tiré ces différences ; ils acquiere- 
xont par là une très grande facilité de retrouver tout d’un 
* coup, fans avoir befoin des réglés , les intégrales de beaucoup 
de différences qui fc prefenteront dans la réfolution des 

NNnn 
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Problèmes, & qui leur donneront tout d’un coup les refolu- 
tions qu’ils cherchoient^ 

5 3 Ce feul exemple xx“efl l’integrale de ladifference nax"~'dx s 

peut fervir de Formule pour trouver laplufpart des intégra- 
les de chaque différence particulière qui n’aura qu’une feule 
changeante x , en comparant la différence particulière dont 
il faudra trouver l’integrale à la différence nax" ~ 'dx , & fup- 
pofant qu’elle reprefente cette différence particulière, & que 
l’integrale ax" reprelènte l’integrale que l’on cherche. Car 
il eft vifible que pour retourner delà différence nax"~'dx à 
l’integrale ax'\ il faut, i°, élever x à la puiflance dont l’ex- 
. pofant furpaflè d’une unité l’expofànt n — i , & l’on aura 
/■'*' =*“,& mettre dans ladifference cette quantité à la 
place de x" -1 , & elle deviendra nax" dx. i°. Il faut divifer 
cette quantité par la différence dx de x linéaire, multipliée 
par n — i •+■ 1 = ni c’efl à dire, il faut divifér nax"dx par 
ndx , & le quotient fera l’integrale ax". 

Ainfi pour trouver l’integrale repreféntée par ax" de la 

différence x a ^ 1 ; on fuppo- 

féra ax ^ — ^=x, \—a, — \-=n — ij par conféquenc 

• — j+i = +[ = ! — i -h i = n, dx — adx ^ — & 

* 

ax ^ — = x°. Pour avoir la grandeur à divifer, il faut 

mettre dans la différence propofée cette valeur de x" , & la 

grandeur à divifer fera nax'dx — ~ x 

le divifeur fera ndx — {* ad^ — izJzj & faifant la divifion, 

____________ 

on trouvera l’integrale ax" = az, i — = Vax ^ — 

* y 3 J. Il eft ncceflaire de remarquer que les confiantes n’ayant 
point de différence, une intégrale jointe parle ligne •+■ ou — 
avec une confiante, a la même différence qu’auroit cette in- 
tégrale feule j c’efl pourquoi quand on retrouve I’integrale 
d’une différence, il faut quelquefois lui ajouter ou en retran* 
cher une confiante, afin d’avoir l’integrale exade de cette 
différence. On donnera dans la troifiéme Partie la Réglé 
qui fert à trouver cette grandeur confiante. 

On n’a mis ici la remarque précédente & l’avertifïèmenr, 
que pour donner à ceux qui commencent une idée du calcul 
intégral. 
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IV. Remarque. 

J J 4* Les grandeurs confiances n’ayant pas de différence , quand 
des grandeurs changeantesfont égales aune confiance, leurs 
différences font égales à zéro ; fi * •+• y — a, dx±Ldy~ o, 
ce qui donne dx dyi fi axy = abb , aydx ±iaxdy — o, 
ce qui donne ydx— Z£xdy, Sc fi xy~ ' = a\ y~ 'dx 

— xy~ l dy =■ o j ainfi dx = xy~ ' dy , & £ = f. Cette 
remarque fert dans la refolution de plufieurs Problèmes. 

V. 

SJ 5- Quand on compare une intégrale , c’efl à dire une gran- 

• deur changeante finie qui a fa différence comme y-*-dy, avec 
une autre grandeur finie ; il faut en ôter la différence , qui 
étant infiniment petite , ne peut point être comptée avec 
fon intégrale ; ainfi doit être ainfi marquée j : Car il 
faut une infinité de différences ou de grandeurs infiniment 
petites pour faire une grandeur finie. 

Corollaire IV. 

Où P on explique la maniéré de trouver les différences des fuites , 
ce qui fervira dans la f Partie à en trouver les intégrale s , 

& à en faire des formules generales. 

Premier cas. 

Si 6 - Pour trouver la différence d'une fuite qui n’a qu’une même 
grandeur changeante, ordonnée comme on la voit ici (A) x m x 
a -+- b jc"-*- cx' a ■+■ e x &c. i°, il faut fuppofor(B) K — a 

b x" + fx in + <x’" + &c. Sc l’expreffion precedente fora 
changée en celle-ci {C)x w K ï . i°. 11 faut en prendre la dif- 
férence , & l’on aura ( D ) mx m ~ ' K ? dx px m K p “ 'dK , qu’il 
faut changer en cette équivalente ( E) mx m ~iK x K ! ~‘dx 
-*-px x x ra ~'K t ~'dK , & lui donner cette forme (F )mj[dx 
-h pxdK x x m ~ ' K f ~ ' . 3®. Il faut dans cette derniere F met- 
tre les valeurs de K Sc de dK prifes de l’équation B, qui font 

K=a bx " •+cx ia -*-ex ta -t-Scc.ècdK— nbx"~‘-*- incx x "-\ 
3 nex' a ~‘ ■+■ Sec. x dx , à la place de Kdx Sc de dK } & l’on 
aura ma ■+■ mbx n ■+■ «fx‘"*t-»ifx'" + Sec. 7 , m _, „ P _, 

^-pnbx U ’i-ipncx iU -*-}pnex ,a -*-Sec.) ax>cx ’ 

N N n n ij 


i 


Digitized by Google 


648 Analyse démonté e'e. 

Il eft évident que c’eft la différence de la fuite ou de l’in- 
tegrale A que l’on cherchoit. 

Second cas. 


53 7- P our trouver la différence d’un produit de plufîeurs fui- 
tes, comme de A. x” x a -h bx “ ■+• ex 1 " - 4 - ex *“ •+• &c. x 
/V gx" - 4 - bx l " 1 - 4 - 6cc. i*. il faut fuppofér B. K-= <* -4- bx" 
- 4 -cx ia ex' B -4- 6cc. & C. gx n ■+■ hx x " -+- &c. Sc 

l’expreflion A féra changée en celle-ci D. x m x K ? l\ i°. Il 
faut en prendre la différence , 6c l’on aura E. mx m ~' K T Pdx 
«+• fx m K ? ~' PdK. -t* qx m K r / ,-1 dl , qu’il faut changer 
en cette équivalente E. mx m ~ 1 K x K v ~ 1 l xl'*~'dx - 4 -px x 
x m -‘A p -if x P-'d K + qx xx m -'KxK ? - l l ‘'-'dl,&düi don. 
ner cette forme F. mKldx -+- pxldK - 4 - qxKdl x 
3 0 . Il faut prendre les valeurs de Kldx, de xldK, 6 c de xKdl 
dans B 6 c C ; ( c’eft à dire , multiplier la valeur de K prifë 
dans B, par la valeur de’/ prifé dans C , 8 c multiplier leur 
produit par dx ; prendre la valeur de dK dans B, 6 c la multi- 
plier par xl, 6c prendre la valeur de dt dans C, 6c la multi- 
plier par xK), 6c fubftitucr ces valeurs dans les termes mKldx 
- 4 - pxldK ■+• qxKdl deF,ôc l’on aura 


maf •+-magx n -t-mahx 1 " 
«+> mbf x" -t- mef x l “ 
•+• ntbgx l “ 


•+■ pbfnx -4- ipefnx 1 " 

-t -pbgnx 1 " 

•+• qagnx" - 4 - xqabnx l “ 

•4- qbgnx 1 " 

Ç’eft la différence de la fuite A que l’on cherchoit. 


>dx xx m ~ , K r ~ t l' l ~ I . 


Troisie'me cas. 

538. 

P our trouver la différence deA.x m K t xf-+-gx n -*-hx lB &cc. 
où l’on fuppofé B. K = a ■+■ bx a ■+■ cx ia h- ex' 1 ' - 4 - 6 Ce. ÔC que 
l’expofânt de la fuite /*4- gx" -t-i* 1 ” - 4 - Sec. eft l’unité, il 
ne faut pas fuppofér cette dernière fuite égale à une feule 
lettre , mais û faut changer l’exprcflkm A en cette équiva- 


» 


* 
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lente C. fx m K* -*-gx m ~ a K t +■ hx m ~ lU K? -+■ &c. & enfuite, 
i°,on prendra la différence de C. qui eft D. rnfx m ~‘ K r dx 
-+- pfx‘K r ~ l dK -• -m-+n x gx m ~"~'K r dx ■+■ pgx m ~ a K f ~' dK 
- 4 - m -+- m x hx m * ia ~ l lCdx -+- fhx m "* l "K t ~ I dK ■+■ &c. qu’on 
changera en Ton équivalente E. mfx m ~ l K x K ? ~ l dx -*-pfx x 
x m - l K i - l dK + m+~nv.gx'' x x m - 1 KxK r ~ t dX’*-p£x a ~ l x 
xr"'K?- l dK-*-m-i-inx hx l " x x m ~ l K x K ? ~'dx *-phx in +'x 
x m ~'K ? ~ l dK -+• &c. à laquelle on donnera cette forme F* 
mfKdx pfxdK m-t- n gx'Kdx -t- pgx"^ 1 +B-m x 
hx l "Kdx ■+• phx ia "' l dK hcc. x * m - '/C* - *. z°. Il faut pren- 
dre dans B la valeur de /C & la différence de /C , c’eft à dire 
la valeurde & après avoir multiplié la valeur de/C par dx, 

mettre le produit dans le premier terme de F à la place de 
Kdx i multiplier de même x par la valeur de dK, & mettre 
le produit dans le fécond terme de F à la place de xdK J fub- 
ftituer.de même à la place de x"Kdx dans le troifiéme terme 
de F le produit de la valeur de K par x"dx, & celui de la 
valeur de dK par x"* I dans le quatrième tenue de F A la place 
de x n '*'dK 5 celui de la valeur de K par x l "dx dans le cin- 
quième terme à la place de x 1 " Kdx ; & celui de la valeur de 
dK par jc 1 "* 1 dans le fixiéme terme à la place de x inj " l dK &c. 
& l’on aura 


maf mabx 
G. -*-fbfnx 




• m-i-n x 


agx 


rnacx 

ipcfnx ta - 

i" 


m ■ 


iBcc. 

&c, 

&c. 

-+- &c. 
m x ahx l “ ■+■ &c. 

•4- pbhnx 1" -+- ico 


m-*-nx cgx 
-*• pbgnx lU 


^dx xx n ~'K r - 


C’eft la différence de A que l’on cherchoit. 


R. £ M A R. Q^U E S. 

I. 

9- Il faut dans ces fuites qu’il n’y ait qu’une même inconnue x, 
& que les expolânts des termes de chacune loient la même 
progreflion arithmétique o, x, m, jn,6tc. &que fi les expo- 
lants font pofitifs dans l’une , quand il y en a plufieurs mul- 

N N n n iij 
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tipliées les unes par les autres , comme dans le fécond Sc le 
troifiéme cas, ils (oient auffi poficifs dans les autres ; & s’ils 
font négatifs dans l’une, ils le (oient auffi dans les autres. 

II. 

J 4 Il faut fê rendre les trois cas precedents très familiers , & 
furtout le 3 e , où fuppofant K. f ~ l = a + bx n ■+■ cx lD h-&c- P_I , 
il y a deux fuites multipliées l’une par l’autre ; & bien remar- 
quer que dans la différence G. chaque terme eft multiplié 
par x m ~ l K v ~' ; que le premier terme mafdx x ^ ra-1 A p-, ,ne 
contient qu’une confiante maf multipliée par dxxx m ~' K?~ 1 - 
que le fécond terme outre cela eft multiplié par x", le troi- 
liéme par x l “, & ainfi de fuite j que l’integrale A du 3' cas 
dont la différence G eft telle qu’on vient de le marquer , a 
tous fes termes multipliés par x‘“JÇ p , fç avoir, le premier n’èft 
qu’une confiante /multipliée par x m K'\ mais dans le fécond " 
terme (on coéficient confiant eft multiplié de plus par x'\ 

& eft gx m ~ u K v j dans le troifiéme terme le coéficient con- 
fiant eft de plus multiplié par x in , & eft hx'"* ia K p , & ainfi 
de fuite. 

III. 

J 4 1. D’où l’on voit que quelque nombre de fuites qu’il y ait 

de multipliées les unes par les a utres dans une différence 
comme H. x m ~' K ? ~’ l‘ l ~'dx x * -4-(2x"-+- x.x‘“ -t-&c. où 
l’on fuppofe K — a-*- bx -h ex 1 " -+- &c. /=/-+. g x n f, x " 

*+■ &c. on connoît toujours les expofànts dex, K , l dans 
chacun des termes de la fuite qui eft l’integrale de cette dif- 
ferenceH. carie premier terme doit être une confiante mul. 
tipliée par x m K r l i î au fécond terme il doit y avoir x m * a K?P ; 
au troifiéme terme, x ra ‘*“'A p / q } & ainfi de fuite. Ce qu’il 
faut bien remarquer pour la troifiéme Partie. 

IV. 

Sur Î exaftitude des dèmonftrations du calcul différentiel & intégral, 
ce fl à dire fur la certitude dei rèfolutions que l on trouve 
far cet calculs. 

541- Quand les anciens Geometres démontroient des raporti 
de plufieurs figures , comme que les cercles font entr’eux 
comme les quarrés de leurs diamètres -, que les pyramides 
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de même hauteur font entr’elles comme leurs baies, &c ils 
fe fervoicnt pour faire la démonftracion de figures infirmes 
ou circonfcnres,dont les côtes diminuant toujours à l’infini, 
* faifoient qu’on en pouvoit concevoir d’infcrites dont les 
côtés étoient infiniment petits, & lefquelles à caufc de cela 
difFeroient moins des grandeurs où elles écoient infcrites 
qu’aucune grandeur^donnée -, mais la diftinction de ces - dif- 
férences infiniment petites ne duroit que pendant la démon- 
ftration , & parcequ’elle leur étoit neceilaire pour faire la 
démonftracion ; &ils fuppofoient que ces différences s’anéan- 
tiiroient à la fin de la démonftracion, & que la figure infcrite 
devcnoit exactement la figure même dans laquelle elle étoic 
infcrite j car il eft évident que fans l’évanouillèment de cette 
différence infiniment petite, le raport qu’ils vouloient dé- 
montrer n’auroit pas été démontré dans l’exactitude géo- 
métrique. 

De même dans la méthode generale des tangentes des 
courbes géométriques de l’article 371 , on fait la diftinction 
de là partie Ce de la fêcante de la parabole (fig. 19 ) pendant 
tout le calcul, & on ne pourroit pas faire le calcul pour trou- 
. ver la tangente par cette méthode lins cette diftinction de 
la partie Ce, ou, ce qui en eft une fuite necefliire, des par- 
ties Ce, ec i mais pour avoir la tangente, on fuppofêque cette 
partie Ce de la fecante s’évanouit, & devient nulle. 

De la même manière quand on employé le calcul diffé- 
rentiel &c intégral dans la réfolution d’un Problème, on re- 
garde les différences infiniment petites comme prêtes à s’éva- 
nouir, & on ne les regarde fubfiftanres que pour le calcul & 
pour découvrir ce qu’on cherche pendant qu’on le cherche } 
& au moment que le calcul fait trouver fe réfolution qu’on 
cherche , on regarde ces différences comme s’évanouifTanc 
& comme devenant nulles -, & par là la réfolution que l’on 
cherchoit eft dans la meme exactitude géométrique que le 
font les conclulïons des anciens Geometres,& la découverte 
exacte que l’on fait des foutangentes par la méthode de l’ar- 
ticle 37 1. 

Des différences fécondés , Aroificmes , &c. 

545 - O N ne vo ' c rien dans l’ancienne Geomerrie qui ait raport 
aux différences fécondés, troifiémes, &c. mais auffi les anciens 
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Gcometrcs fé font bornes à des Problèmes qui n'en avoient 

f ias befoin : On s’eft ouvert de notre temps une voye pour 
a réfolution des Problèmes qui pénétré à l’infini, & qui 
s’étend à toutes les courbes qu’on peut imaginer , geometri- * 
ques, méchaniques & parcourantes j l’on a eu befoin, pour 
n'etre arrêté nulle-* parc , de diftinguer dans plufieurs Pro- 
blèmes, outre les premières différence^, des iecondes diffé- 
rences, des troiflémes, & ainfi à l’infini. 

On en a vu la polfibilité en ce que la grandeur étant divi- 
fible à l’infini, i°, l’on peut concevoir une progreflion géomé- 
trique -ff- a, b, c,e,f, g, bec. dont le premier terme a foit 
une grandeur finie, le fécond b foit une différence premiers 
infiniment petite par raport à*», c une différence féconde 
par raport à la différence première b , de maniéré que c foit 
infiniment petite par raport à b, &c de même c par raport à c » 

& ainfi de luitC; de façon que le raport infini des deux pre- 
miers termes a & b, régné dans toute la progreflion. C’elt 
de cette forte qu’on aura une progreffion de différences pre- 
mières, fécondes, &c. en élevant x-*-dx a à la puiflànce 
dont n eft l’expofant j car on trouvera la fuite x" nx~ x dx 
*+• •+• ”*Y x \xï~ l “"''dx' &c. dont le 

premier terme contient une grandeur finie , le fécond une 
première différence dx, le troifiéme une fécondé différence 
dx x dx ou dx l i 8t ainfi de fuite : Et l’on peut voir une fém- . 
blable progreflion géométrique dans la Geometrie ordinai- 
Fic. II. re > car ff l’on fûppofé dans la fécondé figure l’ordonnée du 
cercle£J5 fi petite.qu’elle foit une différence première prête 
à s’évanouir, 6t tout proche de l’extrémité B du diamètre 
AB \ il eft évident tjue la grandeur finie AD fera à une diffé- 
rence première ED , comme cette différence première ED 
eft au refte DB du diamètre, lequel refte DB eft par confét 
quent infiniment petit par raport i la différence premierefD; 

5c par confequent ce refte eft une différence féconde ; & l’on 
pourrait concevoir aifemenr une différence troifiéme , en 
luppofant que la différence ED eft le diamètre d’un cercle , 

& continuer cela à l’infiiy. 

i°. On a auflî vu la poflibilité de ces différences fécondes, 
troifiémes,&c. en fâifant attention à la formation des lignes - 
Fic.xi.ii, & des figures par le mouvement par exemple fi le point C 

après 


. 
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après avoir décrit la partie finie AC de la courbe, étant mil 
enfuite le long de 2?C, qui elle- même fe meut parallèlement 
fur AB , décrit en un premier inftant la partie infiniment 

f iente Ce U*) de la courbe, pendant que BC parcourt dans 
e même inftant B b ou fon égale Cd(d* r), ôc que le point C 
s’avance fur bc depuis d jufqu’à c , & parcourt dc{dy) fur la 
droite bc: En concevant des mouvemens femblabies dans le 
fécond inftant fuivant, & que bc a parcouru b H = ce , que 
le pointe a décrit une lèconde partie e/infinimcnt petite de 
la courbe, & qu’il a avancé fur la droite bc venue en Hf de 
la longueur infiniment petite ef ; on trouvera des différences 
fécondes. Car fi l’on fuppofé le mouvement de la droite BC 
fur ABbH uniforme, & qu’amfi b H = ce Bb — Cd(dx)\ 

mais que la vitellè du point C fur cette droite Hf en s’éloi- 
gnant de l’axe AB , eft continuellement avancée ou retar- 
dée , en prenant cette dernierc füppofition , Je fécond ac- 
cro]frementc/(^')lcra moindre que le premier accroiffement 
dc(dy), &<.dc — ef qui fera leur différence, fera une diffé- 
rence féconde ; & de même Ce — cf fera une différence 
fécondé; jjiuifque chacune de ces différences fécondes doit 
être infiniment petite par raport à fà diffluence première , 
comme cette différence première eft infiniment petite par 
raport à la grandeur finie dont elle eft la différence premiè- 
re. Si l’on fait attention au mouvement du 3 e inftant, on y 
trouvera de même des différences troi£émes,&ainfi à l’infini. 

On trouve de même des différences fécondes & troifié- 
mes, bec. dans les efpaces; car le petit efpace Crc eft infini- 
ment petit par raport à la différence première CAc du fég- 
ment^C,&. par conféquentCrc eft une différence fèconiîe 
de ce fegment. De même l’efpace Cdc eft infiniment petit 
par raport à la différence première CBbc de la figure CAB. 
11 eft facile de trouver ainfi des différences fécondes & troi- 
fiémes dans les figures folides. 

Enfin on avù l’utilité de cette diftinétiondes différences fé- 
condes &troifiémes,&c. dans la réfolutionde plufieurs beaux 
Problèmes, c|eft pourquoi on lesaauffi réduites au calcul que 

V01C1 ' Supportions ou demandes , & définitions. 

I. 

5 44- L’o n marque ainfi les différences fécondes, troificmes Sec 
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des différences premières -, la différence de dx eft ddx ou d'-xt 
la différence de d'x eft dddx ou d’x, & amfi à l’infini 5 de 
même ddu , d'n , d*u, 6cc. font les différences fécondes, troi- 
fiémes, quatrièmes de * > 6c amfi des autres. On nomme aulli 
les différences premières, les différences du premier genre 5 
les fécondes, les différences du fécond genre , 6cc. Les puifl 
lances d'une différence première font auifi des différences du 
fécond genre , du troifiéme , êcc. amfi dxdx ou dx 1 ; dxdxdx 
ou dx'i dx* , 6cc. font des différences du fécond genre , du 
. troifiéme, du quatrième, Sec. 6 c il faut remarquer que d'x 
eft dddx j mais dx ] eft dxdxdx. Sec. Les produits des différen- 
ces de différentes changeantes font auili des différences du 
fécond genre, du troifiéme, ficc. comme dxdy, dxdy\dx l dy ,6c c. 

• ' I I. -îï. 

j 4 5. Comme les grandeurs fîmes changeantes font les inté- 
grales des différences premières, de meme les intégrales des 
différences fécondes fonc des différences premières } les inté- 
grales des différences troifiémes font des différences fécon- 
des j 6c ainfi des autres. Et comme un nombre fini de diffé- 
rences premières ne fait qu’une différence première, 6c qu’il 
faut une infinité de différences premières pour Taire une 
grandeur finie 5 îl en eft de même des différences fécondes 
a l’égard des premières j des troifiémes à l’égard des fécon- 
dés , ôcc. III. 

546. Comme une grandeur finie confiante n’a point de diffé- 
rence, de même quand une différence première eft fuppofee 
confiante, elle n’a point de féconde différence , c’eft a dire 
fa féconde différence , 6c par conféqucnt les fuivantes fonc 
zéro. D’où l’on voit que comme une intégrale changeante 
h- ou — une confiante a la même différence que s’il n'y avoit 
point de confiante , ce qui eft caufe que pour retourner à 
l’integrale, il faut quelquefois, après avoir trouvé l’mtegrale 
de la différence, ajouter à cette intégrale une confiante finie, 
ou l’en retrancher-, il faut quelquefois de même en retour- 
nant des différences fécondes aux premières qui en font les 
intégrales, ajouter ou retrancher une différence première 
confiante pour avoir l’integrale cpmplete. 

« "l V. 

547. Lorfque plufieurs changeantes comme x, y , Sec. aug- 

mentent ou diminuent cnfémble, on en confidere ordinaire- 
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nientune, laquelle on veut, comme recevant à chaque inflant 
des accroiffemens égaux, ou des diminutions écales , 6c par 
confequent la différence de cette changeante eil confidcréc 
comme conftantc qui n’a pas de fécondé différence pendant 
que les autres en ont, parcequ’elles reçoivent des accroilTe- 
mens inégaux, ou des diminutions inégales. Pour le repre- 
fenter à l’imagination , fuppofé que Ce ,cf loient deux par- Fie.XI.II. 
ties infiniment petites de la courbe, 6c que Ce qui eff aufil 
une partie de la tangente en C, iôit prolongée en g; que du 
centre c dvec le rayon cf on rire l’arc fi ; qu’on prolonge ef 
en g; qu’on mene par /,// parallèle à et , 6c par/ôci, Im , in 
parallèles à H fi en fuppofànt , i° , l’accroilTrmem Cd(dx] 
conllant , c’eft à dire Cd — ce(dx), il eff évident que les 
triangles rectangles Cdc, ceg lont femblables 6c égaux ; par 
confequent eg—dc = dyi d’où l’on voit que dt[dy ) va en 
diminuant , puifque le feconcl dy qui eff r/eft moindre que 
le premier qui eff dc\ leur différence eff et — ef = fg î amfi 
/g eff la différence féconde ddy-, 6c quand les dy vour ainfi en 
diminuant, la différence fécondé /g ( — ddy) eff négative; 
ce qu’il faut bien remarquer. Par la même raifon /g eff ddu, 
étant la différence de eg = Cc = du, 6c de cf =-r/i 6c les Ce, 
cf(du) allant en diminuant, — ddueû négative. x°. Si l’on 
fuppofé dc(dy) — ef = bn , c’eft à dire dy confiant, les trian- 
gles rectangles Cdc , cml feront femblables 6c égaux ; 6c l’on 
verra que fera ddx, 6c/;' fera ddu. }“. Si l'on fuppofé 
Cc{du ) confiant, c’eft à dire Cc(du) r=cf—ct, les triangles 
rectangles Cdc , cni feront femblables 6c égaux, 6c ne fera ddx, 

6c iK lera ddy. Il faut remarquer que quand on fuppofé une 
différence confiante comme dx , fon intégrale x n'eft pas 
pour cela confiante, puifque fa différence efl </* 5 mais clic 
n’a point de différences fécondes, troiflémes, ôcc. 

PROBLEME II. 

S 4 8 - ’T'r OVVE R les différences des ex f reliions qui contiennent des 
differentes . 

On les trouvera de la même maniéré qu’on trouve les difl 
ferences premières par le premier Problème; 6cil fuffira ici, 
pour le faire concevoir, d’en mettre quelques exemples. 

Pour trouver la différence de xdx, on regardera ce pro- 
duit comme compofé des deux grandes changeantes x 6c dx, 

O O o o ij 
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& on prendra la différence de chacune multipliée par l’au- 
tre, & on trouvera dx’-*- xddx pour la différence que l’on 
cherchoit; d’où il fuit que la différence de dx 1 eft xdxddx. 
La démonftration eft femblable à celle qu’on a donnée pour 
trouver la différence des produits xy y xx, Sec. D’où H fuit que 
la différence de =dx~' eft dx~ x ~ l — ddx = — la 
différence de , £-—ydydx~’ i en fuppofant dx conftante,eft 
dy'dx ~ ‘ +■ yddydx - 1 = mais en fuppofant dy 

conftante, la différence de ydydx - ' fera dy'dx ~ 1 — ydydit~ 'ddx 
— ^ > la différence de du 1 =a dx 1 + dy 1 , en fup- 

pofant dx conftante , fera duddu = dyddy i en fuppofant dy 
conftante , elle fera duddu =* dxddx i en fuppofant du conl- 
tante,elle fera dxddx — — dyddy ; & en ne fuppofant aucune 
de ces différences confiante, eljg fera duddu— dxddx -*-dyddyi 

La différence de du => Vdx" -e dy 1 — dx‘ dy 1 1 , en fuppo- 

fant dx conftante, eft ddu= dyddy x dx 1 dy 1 ~ T = 


iyddy 


r j en fuppofant dy conftante, elle eft dd* = 


dxddx 


yïx^Tf ’ w “ “*rr ’ — > 

8c en fuppofant d* confiante , elle eft o = q U , 

fé réduit idxddx— — dyddy. La différe nce de my m ~' dy—dx, 
en fuppofant dx conftante, eft mm — im x y m ~'dy l -y- my m ~'ddy 

= o. De meme la différence de my m dy = f — , en fûp- 
pofant dx conftante, eft mmy m ~ 1 dy 1 my m ddy = o. La 

différence de dx‘ -+- , dy 1 1 x — dxddy , en fuppofant dx 
conftante ( on ne peut pas fuppofér dy conftante , pareequ’il 
y a ddy qui fèroit zéro fi dy étoit conftante , ) eft 3 dyddy x 

dx 1 -t- df X X — dxddy ~ * -- dxâ'y x dx'-U- dy* 1 x — dxdrfy % 
qu'on peut réduire, fi l’on veut, à cette expreffion équiva-, 

dxdÿ x dx 1 


lente 


3 dxdyddy 1 x dx 1 -t- dy 


■dy 1 \ 


dx'ddy 1 

Ces exemples fuffifent pour faire concevoir la maniéré dé 
trouver les différences de toute quantité qui contient des 
différences quelconques. 


Digitized by Google 


Livre VIII. 


tu 

SECTION II. 

Vufage de l'Analyfe dans U réfolution des Problèmes de 
Géométrie compofée , en fe fervant du calcul différentiel. 

Avertissement. 

j 4 9. X/O r. sqjj’on veut refoudre un Problème de Geometrie 
ou des fciences Phyfico- mathématiques par lé calcul diffé- 
rentiel 8c intégral, on commence toujourf la réfolution par 
le calcul différentiel , 8c l’on trouve d’abord l’équation du 
Problème, laquelle contient des différences, dont il ne faut 
plus que chercher les intégrales , pour avoir la réfolution 
du Problème. 

Quand il arrive qu’on peut ôter les différences de l'équa- 
tion du Problème qui en contient , fins avoir recours aux 
intégrales, ( par exemple fi dx, ou dx 1 , ou ddx. Sec. lé trouve 
dans l’équation du Problème , 8c qu’on puiflë foire en forte 
qu’elle le divilè exactement par les mêmes différences , cela 
ne laifîcra dans l’équation que des grandeurs finies làns dif- 
férence,} alors le Problème fe refouc par le léul calcul dif- 
férentiel. C’eft de cette forte que font refolus par le feul 
calcul des différences les Problèmes de l’excellent Livre de 
l'Analyfe des Infiniment Petits de JVf r le Marquis de ï Hbpital , 
où l’on voit un ufage perpétuel de l’Analyle dans les réfolu- 
tions des Problèmes par le moyen du calcul différentiel : 
Mais dans la plupart des Problèmes la réfolution s’acheve 
par le calcul intégral. On fera remarquer ici que dans l’ap- 
plication de l’Analyfe à la Gcometrie compofée, en fe fer- 
vant du calcul différentiel 8c intégral , l’on trouve ordinai- 
rement des formules generales qui donnent la réfolution de 
tous les Problèmes femblables , en fubftituant Amplement 
dans ces formules les valeurs qui conviennent aux Problè- 
mes particuliers. On mettra ici celles de ces formules qui 
font le plus d’ufage , 8c qui ont le plus d’étendue , afin que • 
dans la breveté qu’on eu: obligé de donner à ce huitième 
Livre, les Lecteurs qui commencent, ne laillènt pas d’y trou- 
ver la méthode de refoudre les Problèmes les plus utiles de 
la Gcometrie compofée, 8c ce qui leur eft neccflaire pour en- 
tendre les nouvelles découvertes, &pour en foire eux-mêmes. 
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Les formules des tangentes ér des autres lignes qui ont rapport 
aux tangentes. 

J 5 °- Si l’on imagine que^Cc eftun courbe quelconque dont Ce 
Ei o. XIX. eft une partie infiniment petite , & qui eft par confequent 
une petite partie de la tangente au point C> qu’on mene des 
points C, c les ordonnées CB, cb fur le diamètre A Bi qu’on 
prolonge la tangente cC en S où elle rencontre le diamettre 
prolongé B A, & qu’elle rencontre aulfi au point T la tan- 
gente AT du fofnmet A i qu’on tire aulfi Ce parallèle au 
diamètre AB qui rencontre cbene AT en t ; enfin qu’on 
mene CD perpendiculaire à la tangente au point C qui ren- 
contre le diamettre au point D. 

Quelque angle CB A que fâlïènt les ordonnées BC avec le 
diamètre AB, le petit triangle Cec fera toujours lèmblable 
à chacun des triangles CBS, ATS, CTt. Suppliant AB = x, 
BC—y, l’On aura Ce = Bb = dx,ec = dy , & à caufe des 
triangles lèmblables Cec, CBS, on aura ec{dy) . Ce(dx):: 
BC{y) . BS = £j~ , qu’on fuppolèra, pour abréger, = S. 

Formule de la foutangentc B S ( s ) = > d 1 où l'on déduit A S 

= B S — A B = ^ , qu'on fuppofera = s. 

Les triangles femblables Cec, S AT, donnent aulfi Ce(dx) 
. tc(dy) :: AS ( * >T ~ T * Î ) . AT = , qu’on fuppofera 

= 8 i d’où l’on aura Tt— At ou CB — AT = , qu’on 

fuppolèra = t. 

Ces quatre formules pour trouver les lignes BS(S),AS(s ), 
AT(Ü), T/(t), font toujours Its mêmes, quelque ioit l'an- 
gle des ordonnées avec le diamètre. On luppolè pour les 
lui vantes que cet angle eft droit, ce qu’il faut bien remar- 
quer. 

Nommant l’arc AC de la courbe A Ce ,' u > la partie Ce 
infiniment petite de cette courbe lèra = du i & comme elle 
eft riiypothenufe du petit triangle re&angle Cec , l’on aura 
C c ( du') — Ce 1 -*-~c\dx x -t- dy')-, ainfi Ce {du) = Vdx' -t- dy'- 
Les tri angles r ectangles lèmblables Cec, CBS donnent ec(dy) 
. Cc{VdA +dy) BC (y) . CS—-fVx L a-dy-, qu’on 
fuppofera = T> ainfi CS (T) = £Vdx'- + dy', eft kformulç 
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de la tangente. Les mêmes triangles donnent auflî Ce {dx) 

. Ce (Vdx L dy 1 ) :: AS ( -'JJ — )-ST— * &'**■+■ ¥* 

qu'on fuppofera = t ; d’où l’on déduira CT = CS — ST 
= -fc'ddx' •*- dy ' , qu’on fuppofera = t. 

Les triangles rectangles femblablcs Cec, BCD, {car ils ont 
chacun un angle droit Cec , CBD,Sidc plus ôtant de chacun 
des angles droits B Ce 6c DCc l’angle commun D Ce , le s 
angles eCe,BCD font é gaux, )do nnent Ce{dx) . Cc{Vdx L dy ) 
:: CB {y) . CD = Vdx' -+- dy 1 , qu’on foppofora ~B. C’eft 

la formule de la perpendiculaire CD. Les mêmes triangles 
donnent encore Ce (dx) . ec(dy):: CB {y ) . BD =3-^, qu’on 
fuppofera = p. C'eft la formule de la fouperpendiculairéz?!)» 
d’où l’on déduit AD = AB -*• BD ■— » qu’on fup- 
pofera = pi 6c’SD = SB -*-*BD — , q U ’o n fuppo- 
fera = TT. * 

On a mis toutes ces formules pour faire concevoir dans 
la fuite ce que l’on entend par la méthode inverfe des tangentes. 

Vfage de ces formules. 

• Exemple I. 

J J i. Qa a n d on veut trouver quelqu’une de ces lignes par ra- 
. porc àune cbürbe particuliere,par exemple la foutangente S, 
il faut par le moyen de l’équation de cette courbe particu- 
lière, prendre la valeur de par exemple fi l’on veut la 
foutangente de la parabole dont l’équation eft yy — px = o, 
il faut prendre les différences, 6c l’on aura lydy e= pdx, ce 
qui donnera dj- — ±l ; jl faut enfuite fubftituer cette valeur 
de {jy- dans la formule 5 = -fë-, 6c l’on aura S =-y i i 6c 
mettant pour i y y fâ valeur ipx, l’on aura S=tx : ce qui 
fait voir que dans la parabole la foutangente S eft égale au 
double de la coupée x. Et quand on veut la foutangente pour 
un point déterminé, il n’y a qu’à mettre la valeur détermi- 
née de x qui convient à ce point là dans S = i* , & la fou- 
tangente fera déterminée pour ce point là. Il faut faire la 
même chofe pour les autres courbes. Il faut de même pour 
les autres formules , trouver par les équations d es cour bes 
particulières, les valeurs des différences dy, dx , Vdx'-t- dy 1 . 
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en grandeurs finies qui ne contiennent plus de différences, 
& les fûbfiituer dans les formules, & après la fubftitution, 
l’on aura les valeurs que repreféntent ces formules. 


Exemple II. 

J 5 T o otes les courbes géométriques peuvent être reprefen- 

Fig.XIX, tées par l’équation generale fx m -*-&/’ *4- hx'y' ■+■ a = o, 
dans laquelle x marque les coupées AB,y les ordonnées BCi 
car dans les équations de toutes les courbes géométriques, 
ne pouvant y avoir que quatre forres de quantités qui en eom- 
pofent les termes ; les premières qui ne contiennent de chan- 
geante que x lins y ; les fécondes qui ne contiennent que y > 
les troifiémes des x & des^ mêlés cnlémble, &. les quatriè- 
mes un terme coût connu ou confiant ; le premier terme de 
l’équation generale reprcfént^les premières 5 le fécond, les 
fécondes } le troifié.me,les troifiémes ; & le quatrième repre- 
fence le terme confiant de celles qui en ont un ; g, A repre- 
fentent les coéfkients ; & m,n,r,s reprefentent les expofans 
des changeantes x&cy. Cela fuppofé, il faut trouver par cette 
équation generale, la foutangente de toutes les courbes géo- 
métriques. 

i°. 11 faut prendre les différences des rennes de l’équation 


generale, & l’on aura mfx m 'dx -4- ngy u ~’dy rt)x'~' y*dx 

L r 5 _t J I, VI. _ „ dx — Hgy" - ' — sbx'y i ~' 

-4- shx y dy — o,a oui on aura j- = ^ — 

7 y d > mfx + rbx'-y ' 

i°. Il faut fubftituer cette valeur de dans la formule de la 


foutangente S = ~ , & l’on aura 5 = - ” f y - — — ? -• 

5 mfx"'-' + rhx'-y' 

qui eft la valeur de la foutangente de toutes les courbes géo- 
métriques, ou plutôt une formule pour les trouver, en ïüb- 
ftituant dans cette expreflîon generale de la foutangente, les 
valeurs des indéterminées/; g,h,m,n,r,s, prifes des équa- 
tions de chaque courbe géométrique dont on voudra avoir 
la foutangente. 

Averti (fement. 

On n’a mis ce fécond Exemple, que pour faire voir aux 
Lefteurs la beaucé de l’Analyfe , & l’avantage particulier 
qu’elle a de faire appercevoir à refont le nombre infini de 
toutes les courbes géométriques , fous une expreffion auffi 

fimple 
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/impie qu’eft l'équation generale qui précédé , & de lui faire 
découvrir par un même calcul , en fc fervant de cette équa- 
tion , des propriétés qu’il voit clairement leur convenir à 
toutes. 

R E M A R. Q^U E S. 

I. 

55b Q U and la quantité que l’on trouve par le moyen de l'é- 
quation d’une courbe particulière pour la valeur de eft 
une fraction, & qu’en voulant, par exemple, une foutangente 
déterminée pour un point particulier de la courbe, la fubSli- 
tution des valeurs déterminées de x & de y pour ce point là, 
rend le numérateur & le dénominateur chacun égal à zéro -, 
il faut continuer de prendre la différence du numérateur, 

& enfuite celle du dénominateur , & les divifer l’une par 
l’autre, Sc fuppofer la nouvelle fradion égale à -jf-, Sc après 
avoir Sùbflitué dans cette nouvelle* fradion les valeurs dé- 
terminées de *&dc^, prendre dans cette équation la valeur 
de & la fubftituer dans la formule s = Sc l’on aura 
la valeur de la foutangente, qui convient à ce point-là. Si 
la fubflitution des valeurs déterminées de x & dey rendoit 
encore le numerateur&ledénominateurdela nouvelle frac- 
tion égaux chacun à zéro, il faudroic continuer de prendre 
les différences du numérateur & du dénominateur de la 
nouvelle fraction, Sc continuer l’operation comme on vienc 
de le dire. 

1 1 . 

j j 4 . La considération des tangentes d’une courbe a de grands 
ufages 5 on en mettra Seulement ici quelques-uns. i°. Chaque 
partie infiniment petite de la courbe, étant une partie infini- 
ment petite de la tangente à ce point delà courbe , les angles 

J uefont entr’elles les tangentes des points infiniment proches 
e la courbe, font ceux des petites parties de la courbe. 
z°. Si l’on trace foi même les tangentes d’une courbe qui 
rentre en elle- même comme d’une ellipfo , en commençant 
au fommet, on verra que les foutangentes BS , B S, Sec. Fic.xnig 
priSês Sur un diamètre AB, augmentent à mefure que l’on 
prend des points qui vont du fommet A vers le point Z), 
où fë termine le diamètre conjugué , Sc qu’elles s'augmen- 
tent en allant du côté S vers l’origine * qu'au point D du 
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diamètre conjugué, la fourangente KS devient infinie, la 
tangente DE te détachant là de la foutangente à laquelle 
elle devient parallèle en ce point D 5 6c qu’enfuite les fou- 
tangentes bi des points c, c pris depuis le diamètre conju- 
gue D vers la féconde extrémité (a) du diamètre, palTenr de 
l’autre côté, & te trouvent au côté oppofé à l’origine, 6c 
vont toujours en diminuant ; de maniéré que fi l’on fait les 
premierespofitives, les fécondés feront négatives j 6c au point 
D du paflage des pofitives aux négatives , la foutangente 
devient infinie. 

Si l’on commence à mener les tangentes du fommetZ) du 
fécond diamètre par tous les points C, C de la courbe, juC 
qu'aux points S, S du premier diamètre a^, prolongé vers S, 
on verra que les foutangentes JSS , ES vont en diminuant 
jufqu’au fomrnet A du premier diamètre, où la foutangente 
devient zéro , & continuant enfuite de mener les tangen- 
tes cS , cS par les points c, c, jufqu’à la foconde extrémité d 
du fécond diamètre, on verra que les foutangentes ES vont 
enfuite en augmentant jufqu’au pointé, où Ta ÜMtangente 
devient encore infinie , étant parallèle à la foutangente. 

Si l’on mene hors de l’ellipfe une droite <i»ss parallèle 
au diamètre , les foutangentes <*s, as des points C, C, pris 
depuis le fommet A , juiqu'au diamètre conjugué D , pnfés 
fur cette parallèle depuis le point a qui répond à l’originel, 
feront du côté des négatives , 6c depuis le diamètre conjugué 
D, elles feront du côté des pofitives, 6c les premières iront 
en augmentant , & les fécondés en diminuant ; 6c au point 
D , qui eft le pacage des négatives aux pofitives, la foutan- 
gente fera infinie, pareeque la tangente De te détache en ce 
point-là de la foutangente, fie lui devient parallèle ; fie fi l’on 
mene les tangentes en commençant au point D par tous les 
points D, C, C, A , c , c , d, les foutangentes a s negatives*fijr 
*«.$, iront en diminuant jufqu'à celle du point A, où la fou- 
tangente fera zéro , après quoi elles deviendront poficives 
vers la gauche , 8c iront en augmentant julqu’à la foutangente 
du point d, qui fera infinie. 

Après s’être rendu cette remarque bien familière’, on 
aura, j“, une marque pour cormoître quand on a une équa- 
tion d’une courbe par raport à une droite donnée, fi elle 
tourne fa concavité ou là connexité vers cette droite -, car en 
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trouvant les foutangcntes de deux ou trois points proches 
de l’origine, il n’y aura qu’à voir fi elles augmentent pofiri- 
vement ou négativement f dans le premier cas elle eft con- 
cave vers la droite donnée * dans Je fécond, elle eft convexe. 

On verra clairement, î", que quand une fuite de gran- 
deurs, comme de foutartgentes ou autres, eft d’abord poùcive, 
& devient enfuite négative , l’exprdlîon indéterminée com- 
mune à chaque grandeur de cette fuite, devient au point du 

f iaflage égale à zéro ou à l’infini ; elle eft égale à zéro quand 
es pofitives ou négatives vont d’abord en diminuant & en- 
fuite en augmentant ; elle eft égale à l’infini , quand elles 
commencent par augmenter, ôcqu’après le paflàge ellesvont 
en diminuant * ce qu’il faut bien remarquer * & en fuppofanc 
l’expreffîon indéterminée de chaque grandeur de cette fuite 
égale à zéro ou à l’infini , cela fert à déterminer la valeur 
de l’inconnue de cette cxprelfion, par exemple de l’ordon- 
née/, ou de la coupée x aux points des pallages des gran- 
deurs politivesaux négatives, ou des négatives aux pofitives. 

j°. On vient de remarquer que les tangentes aux fbmmcts 
du diamètre font parallèles aux ordonnées ; par conléquenc 
fi l’on conlidere le petit triangle dont du petite partie de la 
courbe eft l’hypothenulë, dx petite partie du diamètre eft 
un côté , dy petite partie de l’ordonnée eft le fécond côté, 
aux fommets du diamètre, on verra que l’hypothenufe du fe 
détache du petit côté i/y,8dui devient parallèle 5 & par con- 
fequent le petit côté dx entre ces parallèles devient zéro par 
raport à chacune des parallèles qui devient indéterminée ou 
infinie. De même les tangentes aux fommets des féconds 
diamètres conjugués aux premiers, font parallèles aux pre- 
miers diamètres, c'eft à dire, elles font parallèles aux cou- 
pées xi & à ces fommets l’hypothenufe du le détache du 
petit côté dx & lui devient parallèle , & par confèquent le 
petit côté d y devient en cet endroit là zéro par raport au 
côté dx&cà l’hypothenufe du, qui font devenus parallèles & 
indéterminés ou infinis. 

4 °. Cette derniere remarque donne lieu à cette autre, que 
les ordonnées y du côté concave de la courbe vont en aug- 
mentant depuis le fommet jufqu’au diamètre conjugué où 
eft la plus grande y, & enfuite elles vont en diminuant jufqu’à 
l’autre extrémité du diamètre j & au contraire du côté où la 
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courbe tourne fà convexité , les^ vont en diminuant depuis 
l'origine jufqu’au point où le termine le diamètre conjugué 
où ell la moindre y , 8c enlûite les y vont en augmentant } 
ainfi au point de la plus grande ordonnée y du côte concave, 
& de la moindre du côté convexe , dans le petit triangle 
fait des du, dx, dy ; dy eft zéro. En prenant aulli toutes "les 
parallèles aux coupées x, terminées au diamètre conjugué, 
pour les x ; on verra que depuis un des lommets D ou d du 
aiametre conjugué , les x vont en augmentant du côté con- 
cave jufqu’au fommet A du premier diamecre, où fè trouve 
la plus grande x , après quoi les x vont en diminuant jufqu’à 
la féconde extrémité d du diamecre conjugué } & au con- 
traire du côté convexe en concevant une ligne hors de l’el- 
lipfè parallèle au diamecre conjugué , les x prilès fur cette 

S >arallele vont en diminuant depuis celle qui fé termine au 
bmmetD du diamètre conjugue jufqu’à la moindre de rou- 
tes les x qui fe termine au fommet A du premier diamètre, 
après quoi elles vont en augmentant ; par conléquent au 
point de la plus grande x du côté concave, & de la moindre x 
du côté convexe dans le petit triangle , le côté dx devient 
zéro. D’où l’on voit que dx &c dy ne peuvent pas être dans 
ces cas là chacune égales à zéro, ni avoir un raport fini. 

j°. Les remarques qu’on a faites par raport à l’ellipfé,pour 
fixer l’imagination, doivent s’aphquer à toutes les courbes 
où les appliquées vont en augmentant, & enfùite en dimi- 
nuant du côté concave, 8c le contraire du côté convexe, 8c 
de même les coupées ; 8c elles fùffifènr pour en faire faire de 
fémblables fur toutes fortes de courbes. 

I I. 

Des quantités qu'on appelle les plus grandes & les moindres, 

Çf Ut formules pour les trouver. 
Définition. 

JLors qjj’o n a l’équation d’une courbe où les x font les 
coupées, 8c les y les ordonnées, & qu’on veut fçavoir le point 
où le trouve la plus grande ou la moindre ordonnée y, com- 
me aulfi celui de la plus grande ou de la moindre coupée x, 
c’eft à dire la valeur déterminée de x qui convient a ce point 
de la plus grande ou de la moindre ordonnée, 8c, fi l’on veut, 
celle de cette plus grande ou moindre y» 8c de même la va- 
leur d çy ou de x au point de la plus grande ou moindre xi 
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cela s’appelle une queftion ou un problème des plus grandes 
& des moindres. 

Comme au (fi fi l’on a une quantité changeante compose 
de fèules x ou de feules y , 6c que cette quantité aille en aug- 
mentant, & enfuite en diminuant; ou en diminuant, & en- 
fuite en augmentant , 6c qu’on veuille fçavoir de toutes ces 
quantités changeantes qui ont une même exprelfion , celle 
qui eft la plus grande ou la moindre ; il faut concevoir cette 
quantité comme étant l’ordonnée d’une courbe, 6c la fup- 
pofer, fi elle ne contient que des x , égale zyi ou, fi elle ne 
contient que des y , égale à x > 6c concevoir que les x font les 
coupées, &cy l’ordonnée égale à la quantité propofee; 6c il 
s’agira de trouver la plus grande ou la moindre y comme 
dans les courbes 5 6c ce fera aulîî un Problème des plus grandes 
& des moindres. 

Formules pour trouver les plus grandes & les moindres. 

eft la formule pour trouver la plus grande ou la 
moindre yi ôc yf= fera la formule pour trouver la plus 
grande ou la moindre xi où fimplemcnt dy~ o, 6c dy = â 
l’infini, qu’on marque ainfi dy = oo, font les formules pour 
trouver les plus grandes 6c les moindres. 

Usage des formules. 

Qu a n d on a l’équation d’une courbe où il faut trouver 
les plus grandes 6c les moindres, ou une expreffion d'une 
quantité changeante réduite à l’équation d’une courbe, en 
la fuppofant égale à une changeante yi il faut prendre les 
différences de cette équation, 6c réduire au premier mem- 
bre -jf , 6c le relie de l’éauation différentielle où il n’y a plus 
de dy ni de dx au fécond membre; 6c quand on cherche la 
plus grande ou la moindre y, prendre pour formule ; 
c’eft à dire, fuppofer que le numérateur eft zéro, 6c tirer de 
l’équation qui en refulte, en y employant aulli l’cquation mê- 
me de la courbe propofée, la valeur ou les valeurs de xi 6c 
l’on aura la valeur déterminée de x au point de la plus grande 
ou de la moindre yi 6c l’on peut aulîî déterminer la valeur 
de cette plus grande ou moindre y,puifque * eft déterminée. 
Si l’on cherche la plus grande ou la moindre x , il faut fé 
ièrvir de la formule c’eft à dire , fuppofer le dénomina- 
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teur égal à zéro, 8c par cette équation déterminer les valeur» 
de x 8c dey. Si l’on ne peut pas trouver de valeurs, ni zéro, 
pour la plus grande ou moindre x 8c y, 8c qu’on n’en trouve 
que d’imaginaires, c’eft une marque que la courbe n’en a pas. 
On distinguera quand la quantité que l’on trouve par la 
méthode eft une plus grande ou une moindre, far la fécondé 
Remarque , nam. 2 . 

Pour trouver, par exemple, les plus grandes & les moin. 

* J79> dre s de la courbe dont l’équation e(i*fyys= \aa — xx} i”. on 
prendra les différences de l’équation, & l’on aura ~ ydy — 
— xdx ) ce qui donne jff = — ~~ ; 8c en mettant au lieu de y 

fâ valeur y = '/\ap — 4 xx , on aura -S- = ■ — . 

J 4 1 ** aV{ap — *-xx 

2°. On fupoléra, fuivant la formule^-, le numérateur = o } 
ce qui donnera — px — o* 8c divifant par — p , on aura 
x = o : c’eft la valeur de x au point de la plus .grande y. 

En fubftituant cette valeur de * = o dans la propoféé - , au 
lieu de x, on trouvera la plus grande y = \Vap. Pour trou- 
ver la plus grande x , on fuppoicra , fuivant la formule , le 
dénominateur W~ap — J xx — o ; ce qui donnera x =. {a, 
qui eft la valeur de la plus grande x; 8c la fubftituant dans 
la propofée , au lieu de x, on trouvera que la valeur de y au 
point de la plus grande x , eft y = V^ap — ^âp = o ; c’eft 
à dire,^ eft zéro à ce point là. 

R E M A R QJJ E S. 

I. 

. , _ O 'f remarquera que quand on trouve plufieurs valeurs de x 
pour la plus grande ou la moindre y , ordinairement la' 
courbe a plufieurs y plus grandes ou moindres , ou les unes 
moindres, 8c les autres plus grandes; ce qu’il faut aufiî re- 
marquer quand on cherche les plus grandes ou les moin- - 
dres x. On pourra les connokre par la 3 e remarque fuivantç. 

II. 

5 J 8. On remarquera aulfi que ^-eft la même choie que dy in- 
finiment petite par raport à dx,oudy = o; êc^cft la même 
choie que dy infinie par raport à dx , ou dy égale à l’infini. 

559 . Enfin fi l’on fait attention aux points de la plus grande & 
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de la moindre y, aufquels la tangente eft parallèle aux x , on 
verra que^ n’y reçoit aucun accroiflèment ni diminution, 6c 
qu’ainu dy eft zéro à ces points : ôc qu’il en eft de même de 
dx, qui devient zéro aux points de la plus grande 5c de la 
moindre x , aufquels la tangente eft parallèle aux y , x ne 
recevant à ces points là ni accroillèment ni diminution , 6c 
où par confequent dy eft infinie par raport à dx, n’étant plus 
bornée par la petite bafe du, & en étant détachée en ce 
point là : Mais que fi dx 5c dy devenoient chacune zéro , ou 
avoient un raport fini , il n’y auroit ni plus grande ni moindre. 

III. 


Des points £ inflexion & de rebrouffement des courbes , (jr des 
formules pour les trouver. 

y 6 O. Il y a des courbes qui tournent d’abord leur concavité d’un Fio. XLIV. 
côté, 6c qui tournent enfuite leur convexité du même côté & XLV. 
comme ACcf , Cc/x<p. Le point ou la partie infiniment 
pence Ce (fig.44),Ôc/v(fig. 4$), qui fèpare la partie concave 
de la convexe , ôc qui eu: commune à l’une 6c à l’autre, s’ap- 
• pelle le point £ inflexion quand la courbe va toujours du même 
côté -, 6c le point de rebrouffement quand la courbe retourne ou 
rebrouflè fon cht -fin comme Ccw(fig. 44). 

Pour trouver ces points des courbes qui en ont , il faut 
remarquer qu’en prenant les dx confiantes , c’eft à dire éga- 
les, les dy vont en diminuant dans la partie concave , 6c en Fio. XLII. 
augmentant dans la partie convexe , ou bien au contraire: 
car dc(dy) furpaftè c/qui eft le dy fuivant , puifqu’en fup- 
pofant cd = ce, c’eft à dire les dx confiantes, de eft égale 
à eg > ainfi de furpaffe ef. Dans la partie convexe fûppofant 
aulfilesrfx confiances, cd = ce ; les dy vont en augmentant, Fig. XLIV. 
car dc{dy) = eg moindre que eft ou bien fi l’on prenoit la 

Î iarne concave en revenant vers l’origine , on verroit que 
es dy vont en augmentant , 6c que dans la partie convexe 
en revenant auffi vers l’origine , les dy vont en diminuant. 

Ainfi quand une courbe a une partie concave 5c l’autre con- 
vexe , dans l’une les dy vont en augmentant , 6c dans l’autre 
en diminuant. 

D’où il fuit que fi l’on imagine que les dy , ou plutôt des 
lignes finies qui ayent encr’eHcs les mêmes raports que les rfy, 
font des ordonnées mifès de fuite fur la ligne des coupées 
AB H, leurs extrémités formeront une nouvelle courbe, Fic.XLiv. 
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dans laquelle il y aura une plus grande ou une moindre au po : nc 
de la nouvelle courbe , par lequel pafTe l’ordonnée qui va 
au point d’inHexion ou de reorouflèment de la première 
courbe $ ces ordonnées de la nouvelle & de la première 
courbe étant l’une fur l’autre : Il y a plufieurs plus grandes 
ou moindres, s’il lè trouve dans la première courbe plufieurs 
points d’inflexion ou de rebrouflêmenr. 

Il fuit de là que pour trouver le point d’inflexion ou de 
rebrouflement , il faut fuppofcr la différence des dy, qui eft 
f 55 6 . ddy, égale à zéro, & enfuite à l’infini ,* pour avoir la formule 
qui fert à trouver les points d’inflexion & de rebrouflement. 

Formules pour trouver les points £ inflexion & de relroujfemcnt, 
ddy == o, & ddy égal à C infini, qu'on marque 
ainfi ddy = cc. 

Usage de la formule. 

561. Pour crouver le point d’inflexion ou celui de rebroufle- 
ment d’une courbe dont on a l’équation , il faut d’abord 
prendre les différences des termes de l’équation propofée, 
&c mettre dans un membre dy feule, Si les autres quantités 
dans le fécond membre , & ce fera la fécondé équation. Il 
faut enfuite prendre la différence du fécond membre de la 
fécondé équation , en prenant dx confiante , & la fuppofèr 
égale à zéro, puifque la fécondé différence du premier mem- 
bre qui devroit être ddy , efl zéro ; ce qui donnera une troi- 
fiéme équation , laquelle on réduira à n’avoir que la feule 
changeante finie x, par le moyen de la féconde équation, 
& fé lervant aufîi de l’cquation de la courbe ; & l’on trou- 
vera la valeur de x dans cette derniere équation, qui fera la 
valeur de la coupée x au point d’inflexion ou de rebroufle- 
ment i&c l’on trouvera la valeur de y au même point, en fub- 
ftituant la valeur trouvée de x dans l’équation de la courbe. 

Par exemple pour trouver le point d’inflexion ou de re- 
brouflément de la courbe dont l’équation eft axx = xxy 
aay J i°. on prendra les différences de l’équation propofée, 
& mettant dy au premier membre, on aura la féconde équa- 
tion dy = = taxdx — ixydx xxx + aa ' . i°. On 

prendra la différence du fécond membre de cette féconde 
équation, en fuppofanc dx confiante onlafuppofera égale à 

zéro. 
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iero , 8c l’on aura la 3' équation xadx 1 — xydx’ — xxdxdy x 
xx aa — ixdx x xaxdx — 1 xydx x xx-*- aa — o. 

3 0 . On fubftituera dans cette troifiéme équation la valeur 
de dy prife de la fécondé, 8c la valeur dey prife de l’équation 
de la courbe, 8c l’on trouvera xa' — 6a' x x = o } d’où l’on 
tire x — aV\ -, mettant cette valeur dans l’équation de la 
courbe à la place de x, on trouve y = \ai ainfi fuppofant 
la droite des x, 6c prenant fur cette droite une longueur 
x = a Vj , 6c élevant une perpendiculaire y= ±a, fon 
extrémité le trouvera au point d’inflexion de la courbe. 

On auroit abrégé le calcul en diipofânt ainfi l’équation 
de la courbe, y = > ou / = axx * xx -^ aa ’• On ne 

l’a pas fait, pour faire connoître aux Leâeurs qui commen- 
cent, la maniéré d’operer fans feparer ainfi d’abord les_y. 

Remarque. 

S 1 l’on n’avoit pas trouvé de valeur de x en fuppofant la 
valeur de ddy = o , on auroit fuppofc ddy — 00 ; c’eft à 
dire , on auroit fuppofé égal à zéro le dénominateur de la 
fraction = ddy, au lieu qu’on en a lüppole le numérateur 
égal à zéro, en Ce fervant de la formule ddy = o. 

La maniéré de trouver les points £ inflexion & de rebrouffement 
dans les courbes dont les ordonnées partent d’un meme point. 

$ 61 . Si l’on prend dans la partie concave Ce fl les petites parties Fig, XLV, 
égales Ce, cf , qui font les du , 6c dans la convexe ;^x , xç, 
égales aux premières , 6c après avoir prolongé la petite par- 
tie Ce en 1 } 8c v * en 1 , on tire des centres r, x, avec les 
rayons c f, xç, les petits arcs fi, $1 > 6c du centre B , les 
petits arcs Cd, c e J , x» > les petits arcs fi dans la partie * 
concave qui mefurent les petits angles icf , lont au delà 
de la courbe par raport au point B J 6c les petits arcs <p t 
dans la partie convexe, font en deçà dans la partie convexe -, 
ainfi les prenant pofitifs dans l’une des parties concave ou 
convexe, ils font négatifs dans l’autre; par confèquent c es 

Î etits arcs doivent devenir zéro ou infinis * au point d’in- * 
exion ou de rebrouflèment -, où ils deviennent de pofitifs, 
négatifs; ou de négatifs, pofitifs. C’eft pourquoi en fuppo&nc 
Ja valeur changeante de ce petit arc fi égale à zéro ou à 
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l'infini, on aura dans l’équation que fera trouver cette fup- 
pofition, la valeur déterminée de la changeante BC, Bc, 
qui eft l’ordonnée changeante de la courbe propofée ; Sc 
après l’avoir trouvée, en traçant du centre B avec la lon- 
gueur trouvée de la changeante BC y un arc, il coupera la 
première courbe au point d’inflexion ou de rebrouflèment. 

Fie. XL V. Pour trouver la formule qui convient à ce cas, on mènera 

la ligne f/,xA, qui faflè avec la tangente ci, xi qui eft la 
petite partie Ce , vx prolongée , l’angle ici, ixà, le premier 
égal à l’angle cBfle fécond à l’angle *.B<p & par le point », 
r, ou cl, «A rencontre le petit arc fi, ç i, on tirera np, iit » 
la première parallèle à fe, la féconde à ip»; 8c nm, v/j; la pre- 
mière parallèle à ce, la féconde à x*. Après cela on aura 
l’angle Ice égal à l’angk Ccd ; Sc l’angle Ax» ^x’yx.S'. Car 
les angles cle, Ccd, étant les extérieurs, le premier des an- 
gles cgi, legi le fécond des angles 2?gr qui eft le même que 
cgi, 8c cBf égal par la conftruction a le g, font égaux; par 
conféquent les triangles Cdc, cel, re&angles en d & enr, 
font fèmblables. Et comme le triangle cnp eft fémblable au 
triangle cle, il eft auffi fémblable au triangle Cdc, Sc il lui eft 
égal, puifque les hypotenufés en. Ce font égales par la fup- 
pofition des du conftantes. De plus le petit triangle mnf, 
reétangle en wjeft auffi fémblable au triangle cnp', car ôtant 
des angles droits pnm, csj , l’angle commun pnf, les deux 
angles aigus/»»», cnp qui refteront fèront égaux. On prou- 
vera de mêmedansla partie convexe, que les triangles yx^, 
y.iie, nt<p, font fèmblables , Sc que les deux premiers font 
de plus égaux. Ces chofés fuppolées, on trouvera ainfi l’arc 
fi, <P». 

Nommant la changeante BC{y), Cd, ce,^, xt(dx), 
qui vont en augmentant dans la partie concave , Seen dimi- 
nuant dans la convexe ; Ce , cf, y*. , (du) , on les fuppofé 

conftantes, c’eft à dire égales; de, tf, <fn, feront les dy , 
qui vont en diminuant dans la partie concave, Sc en aug- 
mentant dans la convexe dans là fùppofition des du confian- 
tes; pe a? nm, vet = tu feront les ddx pofitifs dans la partie- 
concave, Sc négatifs dans la convexe ; fm, <pn feront les ddy 
négatifs dans la partie concave , Sc pofitifs dans la convexe. 
Les criangles fèmblables Cdc, cpn, fmn, donnent Cd ou 
cp{d*) . Ce ou cnidu ) ::fm { — ddy) ou bien 
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encore de ou f*{dy) . cn[du) :: nm [+ddx) . fn e=: -, 
on trouvera de même le petit arc <p? = j & encore if t 
s=d^ii. Les petits feéleurs femblables Bce, nci, donne- 
ront aufli Bc[y) • ce(dx) en ( du) . ni -= dsft a=3 » 4 ; par 
conféquent le petit ar-c /7 = ni -+- nf = i^L= 2 âeAAi > ou p>j en 
encore fi == — > & <P« = — . 

ou bien encore ç » — Mfezisÿ*., 

Formules four trouver le feint £ in flexion ou de rebrouffement dans 
les courbes dont les ordonnées fartent £un mime centre ou foie. 

56 3. Il faut fuppofer l’expreffion du petit arc changeant /V égalé 
à zéro ou à l’infini, & l’on aura pour la formule, après avoir 
multiplié par ydx & divifé par du, dx l — yddy = o , & dx' 

— yddy = 00 ; ou bien encore dxdy -*~yddx = o ou = 00. 

On pourrait aufli prendre la valeur de ç 1 pour en faire la 
formule. 

Usage des formules. 

Il faut trouver pour chaque courbe dont on voudra 
chercher le point d’inflexion , par le moyen de fon équa- 
tion , la valeur de dx & celle de dx x > & après avoir trouve 
la valeur de du=Vdx' -+- dy l , il faut en prendre la différence 
qui fera égale à ddu , & la fuppofér égale à zéro, à caufè qu’on 
a fuppofé du confiante, & par confequent ddu = o $ on trou, 
vera par l’cquation que donnera cette fuppofition, la valeur 
de ddyi il faudra la multiplier par — y, & après avoir fubfli- 
tué les valeurs de dx' de — yddy dans la formule dx 1 
—yddy = o ou = co, il faudra fuppofer la quantité qu’on 
trouvera par cette fubflitution , égale à zéro , & enfuite à 
Pinfini , & l’on aura l’équation qui contiendra la valeur dé- 
terminée de la changeante BC(y) qui convient au point 
d’inflexion ou de rebrouffement de la courbe propofee. On 
peut de même fé férvir de la féconde formule. 

< Par exemple <çbH efl un arc de circonférence dont le Fie. XLV. 
rayon BD , B H = a ; on nommera l’arc <p h H ( 0 ; 9 xyfcC 
efl une courbe telle que nommant 2?^, 2?x.(^),& par confe- 
quent — y)y & une droite donnée, b, l’équation de 

cette courbe foit b s^ = y y — s. a y -+• a a. Pour trouver le 
point d’inflexion , qu’on fuppofe être en y , on mènera le 

&.QJH *j 
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rayon B X H, & on tirera 


671 Analyse de 

rayon JSx. h infiniment proche du ray? ^ 
du centre B le petit arc X î^, qu’on nommera dx » Ix. fera dy y 
5c Hh fera djj. Pour trouver la valeur de x S'[dx) y on aura 
par le moyen des deux feûeurs ou triangles femblables HBb, 
XBi'iBHia) .B X (y) :: Hh[dt) , X Hdx) En pre- 

nant la différence de l’équation de la courbe, on aura d%_ 
= t-'/’ } par confequent dx = - 1 '— ^ ■ * ■■■ - » & dx' = 
4,*- j-j. * *"_yj_d/ ,&</« = Æ + d/ = -£ V4/ — 

on en prendra la différence = o = 

1 -.-..y ^ »i-»J + 4— J 

^ 4J* — 8-J* — 4— JJ ♦ — ii 


^ir 


•+■4*97 

# 4/ - 8<ÿ 


£f. Après avoir réduit les deux termes au même dénomi- 
nateur , on la fiippofera égale à zéro, & l’on prendra la 
valeur de ddy , qu’on multipliera par — y pour avoir la va- 
leur de — y ddy. On fubftituera enfuite les valeurs de dx' & 
de —y ddy qu’on a trouvées, dans la formule dx 1 —yddy = o ; 
& après les avoir réduites au même dénominateur, on les 
fuppofera égales à zéro ; ce qui donnera une équation qui 
n’aura plus de différences, & qui étant divifée parj» — a , 
donnera 4 y' — nay* -+- 1 xaaÿ — 4 *'yy -4- 3 aably — 1 <t'bb 
— o , qui eft l’équation qui contient la valeur de B C ou 
B X (y ) au P°i nt d’inflexion de la courbe propofée. 


* R E M A R Q^U E S. 

I. 

564. p ouR trouver les formules du point d’inflexion ou de re- 
brouflèment dans les courbes dont les ordonnées partent 
d’un même point, par le moyen des angles infiniment petits 
qu’on conçoit formés à chaque point de la courbe par les 
tangentes des points pris deux à deux infiniment proches, ou 
par deux parties voifînes infiniment petites, lefquels angles 
étant pris pour pofitifs dans l’une des deux parties concave 
ou convexe de la courbe, ils font négatifs dans l’autre * on a 
pris les petites parties de la courbe, c’eft à dire les du, égales 
ou confiantes , afin que les petits arcs qui font les mefures 
de ces angles infiniment petits, euffent les mêmes rayons, ôc 
que l’on vît plus clairement leurs raports. 

* ,ï — • » . 

S 6 j. Les Problèmes que l’on refout par les formules qu’on a. 
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données depuis le commencement de cette féclion, fervent 
quand on a l’équation d’une courbe , à fe former une idée 
de la courbe , 8c à la tracer à peu près telle qu’elle doit être ; 
car on trouve par les formules des tangentes de quel côte 
elle eft concave ou convexe 5 par celles des plus grandes 8c 
des moindres , on trouve fi elle s’éloigne de fon axe ou de 
fon diamètre, ou fi elle s’en approche, 8c en quels endroits 
cela arrive 5 8c par les formules des points d’inflexion 8c de 
rebrouffement,on trouve fi de concave elle ne devient point 
convexe , ou au contraire ; comme auffi fi elle ne rebrouflè 
point fon chemin vers le côté de fon origine. 

III. 

J 6 6 . U faut bien remarquer ici que quand on a fait l’une des 
trois quantités d *, dx, dy confiante , pour trouver la formule 
de quelque Problème ; il faut en appliquant la formule aux 
équations particulières , prendre pour confiante la valeur de 
la différence qu'on a fait confiante tirée de l’équation parti- 
culière , 8c non pas une autre ; autrement on ne trouverait 
pas la réfoludon que l’on cherche, qui eft fondée fur cette 
fuppofition. 

IV. 

567. On peut déduire des formules de ce fécond cas , les for- 
mules du premier cas dans lequel les ordonnées font paral- 
lèles s car en fuppofànt le rayon changeant BC{y) infini, 
alors les ordonnées BC, Redeviennent parallèles } or en fup- 
pofantj/ infini , le terme dx' de la formule dx x — yddy = o, 
devient zéro par raport à l’autre terme — yddy ; 8c en divi- 
fànt par — y , on aura ddy = o , ou = 00 , pour la formule 
du premier cas, qui eft auffi celle qu’on a trouvée. 

V. 

Comme les formules des développées fè déduifènt a ifé- 
ment de ce que l’on a démontré pour trouver les points d’in- 
flexion 8c de rebrouflément , 8c qu’elles font très utiles à la 
réfolurion de plufieurs Problèmes, on va auffi les démontrer. 

VI. 

Des formules four trouver les developée s des courbes. 

y 6 8. On a déjà vû que les rayons de la developée d’une courbe 

font tous perpendiculaires à la courbe ‘dont elle eft la deve- * J07. 
lopée,8cqu’ilsfontles tangentes delà developée; de manière 

ÇLQjh «i 
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* $61, vers 
U fin. 


* j€t, vers 
la fin. 
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3 ue chaque rayon de la developée eft exactement la partie 
e la tangente depuis le point touchant de la developée qui 
convient à ce rayon , julqu’au point de la courbe à laquelle 
ce rayon eft perpendiculaire. D’où il fuit que quand on a 
une courbe , pour trouver tous les points de la courbe qui 
eft fa developéé, il ne faut que trouver l’expreffion chan- 
geante du rayon de la developée. Or l’on a trouvé des for- 
mules generales pour découvrir cecte exprefîîon du rayon 
de la developée de toute courbe donnée ; on va expliquer 
la maniéré dont on peut trouver ces formules. 

Ccf eft une courbe quelconque dont les ordonnées 2?C» 
qu’on nommera ( y ) , partent d’un meme point, & qui repre- 
lentera auffi toutes les courbes dont les ordonnées font pa- 
rallèles entr’elies, & perpendiculaires à leurs coupées, en 
fuppofant BC (y) infime. Qu’on prenne une partie c/infini- 
ment petite de cette courbe , qu’on nommera du ; qu’on 
conçoive auffi ce(dx), ef(dy), & toutes les autres lignes 
comme on les a expliqué** ci-deflus de plus qu’on con- 
çoive cD , fD qui ioient toutes deux perpendiculaires à la 
courbe aux extrémités r,/de la petite partie cfi ces deux per- 
pendiculaires iront fe couper à un point D , qui fera un des 
points de la developée j il faut chercher une formule pour 
exprimer la longueur cD du rayon de la developée, qu’on 
nommera % Pour la trouver, on remarquera que le lêéteur 
ou triangle clûf i rectangle en/ par la fuppoficion, eft fem- 
blable au petit lecteur ou triangle fei rectangle en ri car 
l'angle Dr/taifànt un angle droit tant avec l’angle cD/, 
qu’avec l’angle fei, ces deux derniers font égaux. On aura 
donc cette proportion le petit arc fi (* . ci [du) 

:: cf [du ) . cD (z) = & mettant au lieu de du fa. 

valeur Vdx'~ dy l , on aura pour la formule du rayon de la 
developée, qui fuppofe du confiante, 1 .^== ■ En 

fe fêrvant de la fécondé valeur de l’arc/», qui fuppofe de 
meme confiante, on aura encore /;(* *•***> j (i ^ 

•••• cf[du) . cD [xJ — 7ïiï“Sj7T, > qui devient en mettant pour 

dm fa valeur, ». *= * 

En fuppofant y infinie, l’on aura pour les formules du rayon 
de la developée dans la fuppoficion des du confiantes dans 
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les courbes donc les ordonnées jp font parallèles entr'elles, 
& perpend iculaire s aux coupées x, i. ^ = i r 4 **\+* >*. 




— ddj 


Si l’on fuppofe A confiante , c’eft à dire Cd, ce égales, on 
trouvera d’autres formules de cette maniéré. On a déjà 
prouvéfoue le petit angle gel étantfùppofe égal à l’angle cBf * s ei. 
le triangle Ice eft femblable au triangle Ccd,Sc égal, à caufe 
de Cd —ce i ain ûfl eft — ddy, 8c ni eft — ddu, pareequp 
les dx étant confiances , les dy & les du vont en diminuant $ 
le petit triangle Ifn redangle en », eft femblable au trian- 
gle Ice redangle en e, ayant l’angle nlf commun; on aura 
donc cl {du) . ce {dx) :: fl{ — ddy) . fn — — */fd > on aura 
encore el{dy). ee{dx) :: nl { — ddu) .fn — ~j dd ‘ . Les deux 
fedeurs ou triangles fèmblables par la fuppofîtion c Bf, icn, 
donneront auffi Bc{y ) . ce{dx) :: ci {du) . in = par 
confequent/V = in-*-fn = d ' , ' dx ~f dxddy , 8c encore fi = in 
+~fn— emexey^-yexeem _ j_ es fadeurs ou triangles fèmblables 
icfcDf donneront//' { -- d *-j?* ddy ) . ci{du) :: cf{du) . cD(ÿ 
= d\u*-“ùrddy ’ & en mettant pour du’ f à valeur, on aura la 


pour i 

première formule, r. 


Les mêmes 


triangles donneront encore fi{ d “ Jxd, fJ dxdd ") . ci {du) :: tf{du\ 
.cD{k) = , où mettant les valeurs de du , du\ 

l’on aura pour la féconde formule, i. zy= - 




. _ dxdy Jdx' — A)* — ydrddn 

En fuppofant^ infinie, on aura les formules pour le rayon 
de la developée des courbes , dont les ordonnées y font pa- 
rallèles entr’elles, 8c perpendiculaires aux coupé es x, dans 

la fuppofîtion des dx confiantes ; la x" x^= d *‘ * d, ‘ * JUxX t *>' 
la 


r - dx a ifj-*Jy* 

\ -dxddu * 


-dxddj 


Enfin fi l’on fuppofè dy confiante, il faut tirer fs parallèle 
à ce, qui rencontre cl en x, 8c mener sr parallèle à fe. Scies 
triangles cCd redangic en d,csr redangle en r, feront fem- 
blables 8c égaux par la ûppofirion de dc(dy) = rs = e f{dy)i. 
par confequent rr = x/W ddx, Sc x» —ddu, l’une & l’autre 
pofîtives , ies dx 8c ^«augmentant dans la foppofîtion des dj 
confiances 5 8c de plus les triangles csr, cle,Sc »x/redangles 
en r, en e, ôc en », font fèmblables. 4 eau le des parallèles. 
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On aura donc c l(du) . el(dy) :: sf{ddx) .fn = on aura 
encore ce{dx) .el{dy) :: sn{ddu) . fn = • On fçaie par 

les cas precedents que in = î par confequent fi — in 

+. n f— & encore y, — .+. n f — + * * 1 

A prefent les triangles femblables icf, cDf , donnent fi 

( •••• tfW • cD «> = TP *”™* » oi 

mettant les valeurs de dm 1 , du', on aura la première formule, 
i"> «.= Lcs m£mes trian g Ies Semblables 

donnent encore fi ( ■ ci {du) ::cf(du) . cD(zJ 

= rn- OT, , où mettant les valeurs de du, du 1 , l’on aura 
la fécondé formule, x\ 

}74‘ En fuppofant y infinie , on aura les formules pour le rayon 

de la developée des courbes dont les;» font parallèles entre 
elles, & perpendiculaires aux coupées x, dan s la fiipp ofition 
des dy confiantes , qui font la i rc -• » * a *'» 

dxl + dxdj* 

— ç azr - * • * 

Ufag e de ces formules. 


S 7 5' Il faut prendre dans l’équation de chaque courbe dont on 
voudra trouver le rayon de la developée , les valeurs des 
différences premières & fécondés marquées dans celle des 
formules dont on aura fait le choix, en fuppofant pour avoir 
les fécondés différences, celle des trois différences premiè- 
res du, dx, dy, pour confiante, qui a été fuppofée confiante 
dans la formule qu’on aura choifie ; & l’on trouvera en fub- 
ftituanr ces valeurs dans cette formule , une quantité déli- 
vrée de toutes les différences qui fera connoître le rayon 
fD (O de la developée. 

r y g Pour trouver , par exemple , le rayon cD ( sQ de la deve- 

lopée de la courbe ACcf, qu’on fuppofe être une parabole 
* dont l’axe cPtAB, chaque coupée Ab = x, chaque ordon- 
née bc—y, le paramètre =f, & dont l’équation cApx—yyi. 
il faut choifir laquelle on voudra des fut formules qu’on a 
données pour les courbes dont les ord onnées font p erpen- 

dicuîaircs aux coupées, par exemple d "' * — , où dx 

<ft fuppofée confiante ; fie trouver enfuite par le moyen de 
* . l’équation 
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l’équation à la parabole px —yy, les valeurs en y de dx, dx\ 
dy'y&c — ddy , en füppofànt dx confiante , & les fubfliruer 
dans la formule. On trouvera, en prenant les différences de 
l’équation de la parabole, dx~ &en fuppofant dx con- 
fiante, o = Uy - , d’où l’on déduira — ddy = i~- -, & 


en quarrant dx = on aura dx * — ^jfdy 1 s par confe- 

quent dx ‘ -+- dy'= fl> & vÆT‘ -t- dy' ’= 

On mettra dans la formule les valeurs de dx, dx 1 , — ddy , & 

l’on aura rl> = *== _w+n*%-xrJT+J, 


ixddjT 


*jj -* rr 


JdiL 

t 


ipt 


x V4yy -*-/>/>. C’efl la valeur indéterminée du 
rayon de la developéc , qui convient à chaque point de la 
parabole. Et fi l’on veut trouver pour chaque point particu- 
lier de la parabole, le point de la developée qui y répond, 
y étant déterminée pour chacun des points de la parabole , 
il faudra mettre cette valeur dey dans le rayon qu’on vient 
de trouver, & il ne contiendra que des connues; mener par 
ce point de la parabole la perpendiculaire à ce point-là, c’cfl 
à dire à la tangente delà parabole en ce point-là, Sc lui don- 
ner la longueur déterminée du rayon, & Ion extrémité fera 
le point correfpondant de la developée. 

Si l’on veut trouver la longueur du rayon de la developée 
pour le fomniet A où 7 = o; il n’y a qu’à fuppofer y — o 
dans la valeur indéterminée du rayon qui convient à cha- 
que point de la parabole, & elle deviendra ~p pour le rayon 
du point A qui efl le fommet ; & comme l’axe AB eft per- 
pendiculaire au fommet A de la parabole , en prenant fur 
AB une longeur = i/> , l’on aura fur l’axe le point de la 
developée qui correfpond au fommet A. 

Si l’on veut trouver l’équation de la developée , on mè- 
nera du point D la perpendiculaire D Vi l’axe AB, & la 
prenant pour une des ordonnées de la developée qui paflè 
par tous les points D, on fuppofera D V = t ; on prendra 
AV, qu’on nommera u, pour la ligne des coupées -, &il fau- 
dra trouver une équation dont les changeantes foient u &ct 
de cette maniéré : AP — * — , où fubflituant les va- 

leurs de x , dx, dy, on trouvera*^/’ = -y bp 

KK11 


H». 

S!°> 
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& en fubftituant les valeurs de dx, dy , on trouvera bP= 

? SS o. c p => *-j-Vdx‘ -+-dy\ 8c e n fubftitu ant les valeursde dx, dx l , 
dy 1 , on trouvera cP =~ V^y y + pp; par confcquent PD — 
cD — cP — —fy/^yy+pp. L’on aura en fui te, à caulc des 
triangles fêmblables, Pcb, PDV, cP({^y-yy -*-pp ) . cb (y) 

:: PD ( yp V^* 4 - PP) • i ZW) = On aura auflî cb{y) 

. bP[{p) :: Drit — -#-) . PV = ~^. Par confequent 
AP'(x) = AP -h PV— \p- Ayant les valeurs de u. 

Ôc de t en y, il eft facile de trouver l'équation de la developée 
qui ne contienne pas d’autres changeantes que a & ti 8c le - 
calcul étant plus court en mettant au lieu de^ fa valeur y 
= Vpx, on aura u — 3* -♦-{/>, & a — \p =3*, (qu’on fup- 
polêra pour abréger ) «= si ainfix = ir. Mettant dans t 
= , la valeur de^ en x, on aura r = ^’Wpx , où fubfti- 

tuant la valeur de x en j, on aura t — jpV\ps, qui le réduit 
à iJIs: z=s\ qui eft l’équation de la developée de la para- 
bole j d’où l’on voit que cette developée eft la féconde 
parabole cubique, dont le paramétré y \p eft ~ du para- 
métré p de la parabole donnée 5 l’axe s = s — \p fc prend, 
fur l’axe AB, 8c le fommet eft éloigné du fommet A de 
On trouvera de la même maniéré les équations des deve- 
lopées des courbes données. 

Remaiu^ues. 

L 

57 9* Q ua n d une courbe eft la developée d’une courbe géo- 
métrique , il eft évident qu’on peut trouver une ligne droite 
connue égale au rayon de la developée pour chacun des 
points de la developée; 8c comme le rayon d’un point de la 
developée eft égal à la partie delà courbe developée, qui 
eft depuis le point de cette courbe où commence le develo- 
pemenr, julqu’au point du rayon, en y ajoutant dans quel- 
ques developées une droite connue, (ce que l’on peut con- 
noître, comme on Ta Vu ci-deftus,par l’équation de la deve- 
lopée, 8c même par l’expreflïon du rayon de cette deve." 
lopce} ; il eft clair que l’on peut trouver la longueur de la 
developée, ce que l’on appelle la rePiification de la courbe ; 
c’eft à dire, on peut trouver une droite égale à la longueur 
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de la developée 8c de chacune de lès parties ; d’où l’on voit 
par l’exemple precedent , que la fécondé parabole cubique 
peut être rettifièc. ^ 

On a déduit les fix formules du rayon de la developée des 
courbes dont les'ordonnées font perpendiculaires aux cou- 
pées, des formules des courbes dont les ordonnées partent 
d’un même point, pour être court 5 mais on en a mis fix pour 
chacun de ces cas , lèlon les trois fuppofitions qu’on peut 
faire de l’une des trois différences du, dx, dy, confiance ; parce- 

J iu’il y a des cas où le calcul eft plus facile dans l’une de ces 
uppofitions que dans les autres 5 ce que l’on diftinguera faci- 
lement dans la pratique. 

I I I. 

On auroit pu faire des formules pour les courbes qui tour- 
nent leur convexité vers l’axe ouverslepoledes ordonnées} 
mais comme l’on trouve le même rayon avec les formules 
que l’on a données pour le côté de la concavité , avec cette 
feule différence qu’il eft négatif, il auroit efté inutile de les 
mettre ici .• On remarquera feulement que dans les courbes 
qui ont un point d’inflexion ou de rebrouflément , c’eft à 
dire , dont une partie eft concave vers l’axe ou vers le pôle 
des ordonnées, 8c l’autre convexe, les rayons de la deve- 
lopée font poiitifs dans la partie concave , 8c négatifs dans 
l’autre , ( ce qui eft vifible même par les figures 41 , 44, 45, 
où deux rayons infiniment proches vont fé rencontrer au 
point de la developée D , qui eft d’un côté dans la partie 
concave, & du côté oppofé dans la convexe) , 8c le point 
d’inflexion ou de rebrouflément eft celui où fé fait le 
changement de pofirifs en négatifs ; c’eft pourquoi * il faut * 
que le rayon de la developée foit infini ou zéro au point 
d’inflexion ou de rebrouflément. 

IV. 

Tous les Problèmes qui fe refblvent par les formules 
qu’on a données depuis le commencement de cette fèdion , 
n’ont befoin que du feul calcul différentiel. La réfolurion 
des fuivants le commence par le calcul différentiel , qui 
donne l’équation du Problème , 8c elle s’acheve ordinaire- 
ment par le calcul intégral. 
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SECTION III. 

OÙ l'on fait découvrir les formules des principaux Problèmes 
dont la réfolution commence par le calcul différentiel t 
& s’ achevé par le calcul intégral. 

I. La formule four la réel ificat ion des courbes. 

581. nommant u la courbe ou l’arc de la courbe dont on 
cherche la longueur, du marquera chaque partie infiniment 
petite de la courbe ; & fuppolànt dans les courbes dont les 
ordonnées, qu’on nommera^, font parallèles, qu’elles font 
Fxo.XLii. auffi perpendiculaires aux coupées x ; S c dans les courbes 
■ ■ dont les ordonnées y partent d’un même point qu’en pre- 
nant les ordonnées infiniment proches de chaque petite 
partie d u de la courbe , on tire du centre commun avec le 
rayon y un petit arc de cercle, qu’on nommera dx, jufqu’à 
l’ordonnée infiniment proche 3 il eft évident que chaque 
petit triangle dont du eft l’hypotenufe, dx &c dy les cotés, 
eft toujours re&angle. Par confequent la formule generale 
de la rectification des courbes eft du = Vdx' ■+- dy\ 

Usage* de la formule. 

S 8 J. Pour trouver la longueur d’une courbe ou d’une partie 
de cette courbe, il faut trouver par l’équation de la courbe 
la valeur de d'y 1 en x, dx,dx l j ou la valeur dçdx 1 en y, dy,dy‘i 
& fubftirucr l’une ou l’autre de ces valeurs dans la formule, 
& alors vWx’ dy 1 fora changée en une quantité qui n’aura 
qu’une foule inconnue avec fos différences, qui fora égale 
à du. Ce fora l’équation que l’on chcrchoic par la formule 
pour la rectification de la courbe 3 il ne reftera plus qu’à en 
trouver l’integrale 5 ce que l’on enfoignera dans la Partie 
fuivante. 

J84. Pour trouver, par exemple , la longueur de la l' parabole 
cubique, dont l’équation eft x' — pyy J on prendra d’abord 
les différences de l’équation, & l’on aura 3 xxdx — ipydy # 
ce qui donne <^y = 4yy dx , & dy 1 = fubftituanc 

au lieu de pyy fa valeur x\ on aura dy 1 = {ydx\ On fubfti. 
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tuera cette valeur de dy x dans la formule generale , & l’on 
aura du—^-x C’eft l’équation que l’on cherchoitj 

il ne faut plus que trouver les intégrales de chaque mem- 
bre, qu’on verra dans la troifiéme Partie être u = x 

4p 9 * t — ^7 • Cfoft I* longueur de telle partie de la i* 
parabole cubique qu’on voudra , en déterminant la valeur 
de la coupée x de cette partie , & la fubftituant au lieu de x 
dans cette équation. 

Définition. 

5 ^ S - L’exp RE s s i on * ' / * e ~ 9x de chaque partie infiniment 
petite d’une courbe particulière dans cet exemple, de la z® 
parabole cubique , tirée de l’équation de cette courbe , & 
qui ne contient qu'une feule des changeantes de cette courbe 
avec les différences de cette meme changeante , s’appelle 
F élément de cette courbe ; la fomme des élemens de la cour- 
be , qui eft l’integrale de l’élement, fait la courbe entière : 

Pour marquer cette fomme ou cette intégrale par l’expref- 
fîon de l’élement, on met au devant la lettre S. ainfi S. * 
v/f p 9*, marqua l’integrale de cet élément. 

Il faudra entendre la même chofo dans les formules fui- 
vantes de l’aire des courbes , des furfaces courbes, & de la 
folidité des corps formés par la révolution des courbes au 
tour d’une ligne droite, 

Elément de leüiffe, 

J 8 6. Supposant que le grand axe stea fbit = i as fbn parame- Fio.xtYr. 
tre —p i que les coupées KB, .K b, Kb, &c. font = x, les 
ordonnées BC, br, bx, &c. =y, 8c que l’équatfon de l’el- 
dipfe efl: y- y y — aa — xxi ce qui donne xayy — aap — fxxi 
en prenant les différences on trouvera ±*-ydy = — xdxi d’où 
l’on aura Ce, (dy) = — ££, & if = i&dx 1 = (en 
mettant la valeur de layy) r ,v -1^7 x </**• Subftituant cette 
valeur de dy 1 dans la formule generale du — vV*‘ ■+■ dy\ on 
trouvera Ce, %x.(du) = dxV fiI -prîr^~- • C’eft l’élcment 
de i’ellipfe > quand p p= i a, du = . 

R R. r r iij 
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Elément àe l'hyperbole. 

js 7 - E n fuppofânt tes mêmes dénominations pour l’hyperbole 
ti«. xlvii. par raportà fon premier axe, 1 KA — ia,Sc que l’equation 
efl ~yy = xx — aa ; on trouvera de la même maniéré que 
Ce (du) = dx quand p = 1*, du — dxVt£ç=£. 

Mais par raport à fon fécond axe DKd, qu’on «nommera 1 b» 
fon paramettre v, la coupée Kb pri/é fur le fécond axe (x) ; 
l’ordonnée bC(y) parallèle au premier axe KA, l’équation 
fera ^-yy == xx -+- bbî & l’on trouvera de la même maniéré 

Ce (du) -= dxV ^’ r pJ~p j .\ il } quand v == l [, — la dans ce 
cas, du dx 

Maniérés particulières de trouver l’élement des courbes. 

1°. L' élément d’un arc de cercle. 

J 8 S. En nommant le rayon CA ( r ) du cercle AF E, la coupée 
F 10. xxxv. AB (x) , l’ordonnée B F ( y = Virx — xx*), menant l’or- 
* c 8 y. donnée Gg infiniment proche delà première , & Fi parallèle 
à AC, le triangle CB F re&angle en F féra femblable au 
triangle iFg rectangle en i ; car ôtant les deux angles droits 
BFi, CF g, l'angle commun CFi, les angles aigus reliants 
B FC, iFg fône égaux. On aura donc B F ( y — \irx — xx) 

. CF ( r) :: Fi (dx) .Fg(du) — ~ ~±t* . C’efl l’element d’une 

a u/irx—xx 

demi- circonférence AFE, ou de tel arc AF qu’on voudra 
de la demi- circonférence dont AB(x) eflle finus verfé : 
ainfi«=S. • ■’ dx -- = à. l’arc AF. 

«/ Ira —xx 

J 8 9. Si l’on nomme la coupée CB ( x ) en prenant l’origine au 
*18?. centre C, alors B F — Vrr — xx*, & les memes triangles 
fémblables donneront B F ( Vrr — xx) . CF(r) :: Fi(dy) 
Fg(du) = -^====-, C’efl l’élement du quart de circonfé- 
rence, ou de tel arc MF qu’on voudra moindre que le quart 
de la circonférence dont la ligne CB (x ) efl le finus droit : 
ainfi # = S ~— = à l’arc MF. 

* nirr— xx 

Fi«. x LJ. Si l’on imagine que F H efl une partie infiniment petite 
de la demi -circonférence AHFE, & qu’on tire les cordes 
AH, AF, EF, EH, on aura le petit triangle F LH, qu’on 
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peut regarder pendant le calcul comme rectangle en Z, puis- 
que l’angle exterieur.FZ.ff ne diffère du droit inrcrieurZ/fy* 
que de Fangle intérieur F AH qui eft fuppofé infiniment 
petit, & n’avoir aucun raport fini avec aucun angle d’une 
grandeur finie & donnée quelque petit qu’il puiflè etre. Or 
le petit triangle F LH eft femblable au triangle AHE rec- 
tangle en H, car les angles aigus LHF , EAH ont pour 
melure, le premier l’arc EF , le lècond l’arc EF H , qui ne 
diffère du premier que de l’arc infiniment petit F H } ainfi 
nommant le diamertreÆ£(ir) , la corde AH (x),LF fera 
dx , EH fera V4 rr — xxi &C l’on aura EH(Vqrr — xx) . 
AE { 1 r) :: LF (dx) . HF = - l,dx . C’eft encore l’élement 

de la demi -circonférence AHE, & de tel arc AH qu’on 
voudra , dont AH(x) fera la corde 3 ainfi l’arc AH ( # ) 


590. Enfin fi l’on prend l’arc Rr infiniment petit , & que du 

centre O on mene les deux fecantes ORN, Orn à la tan- 
gente tnN , & qu’on tire du centre O avec le rayon On 
Parc nq, en nommant le ray on Or (r), la tangente eN(x), 
Fin fera dx 3 la fecante ON fera = Vrr xx , fa différence 
q N fera = , & les triangles femblables OcN, Nqn, 

4 */tt XX ** _ 4 

redangles en r & en q, donneront ON (Vrr -t-xx) . 0 * (r) : : 
Nn(dx) . gn — — ^ } & les fecleors femblables ORr, onq 

donneront On (Vrr -h xx) . Or(r) :: qn ( - 1 * 1 — \ . Rr(du) 

= C’eft encore l’élement du quart de circonférence, 
ou de tel arc r R qu’on voudra moindre que le quart de la 
circonférence dont eN(x) fera la tangente 3 ainfi » = S. ~~ 
—’â l’arc eR. 

2 . Vilement de la parabole. 

591. Supposant que ACc eft une parabole dont l’axe eft AB(x), 
l’ordonnée BC(y ) le paramétré (p), l’équation /y — px, 
la foutan gente BT = * ix, & par confequent la tangente 
C T — Vy y q.xx = (en mettant pour y y fa valeur px) 
V px -4- yxx. Les triangles femblables Cdc, CBT donneront 
BT(ix) . CT( Vpx ■+■ qxx) :: Cd (dx ) . Ce (du) = i~Vpi q.xx 
= ( en multipliant le numérateur & le dénominateur par 


no. y u. 


Fie. XLII, 
*S}t. 
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Vpx -t- y**, & divifant par x)— u* ***** . L’une & l’autre 

expreflîon eft l’élément d’un arc de parabole dont la coupée 
eft x. 

y\ L’ élément des paraboles de tous les degrés, & des hyperboles 
de tous les degrés par r a port aux afymptotes. 

59i- L ’eqjjation x m =iy reprefente les paraboles de tous les 
degrés quand l’expofant m eft un nombre poficif entier ou 
rompu , & les hyperboles de tous les degrés par raport aux 
afymptotes quand l’expofant m eft négatif. On prend l’unité 

• Jjo. pour le paramétré, ■afin d’abregerle calcul. On trouvcra*que 
la foutangentc eft = & que la t angente = y '~xx -r- y y 

= (cn mettant * ira aulieu d eyy) -t- mmx'“'~\ L’on aura 

donc (à caufé des triangles fémblables TBC, Cdc , BT{^x) 
.Cr(Lv Vi + m'x uu - 1 }. Cd ( dx ) . Ce {du) = dx VÏ+ï* 5 ^ 
C’eft l’élement de routes les paraboles & hyperboles; il n’y 
aura qu’à fubftituer au lieu de m l’expofant particulier de 
chacune de ces courbes; par exemple pour la fécondé para- 
bole cubique, m = ± } l’équation x m — 1 y fera x' = 1 y y, èc 
du — {d jev^f ■+■ 9 jc. On peut change r par la multiplication 
l’exprelfion generale du=dx>i 1 -t- m 1 x uo ~ 1 en ces deux autres 

équivalentes du — ~vi xx •+■ m x ,du — — __ . — . 

1 *V ixx-*-m’x' m 

^ Remarque. 

5 9 y Qu a n d on peut trouver l’integrale de l’élement d’une 
courbe, cette courbe peut être rectifiée ; mais on ne connok 
pas encore la rectification de celles qui ont des élemens dont 
on n’a pas pu trouver les intégrales ; la circonférence & les 
arcs de circonférence, la parabole du premier genre, l’ellipfe 
& l’hyperbole font de la derniere forte , aulli-bien qu*un 
très grand nombre de courbes plus compofées géométri- 
ques Ôc méchaniques. Quand on ne peur pas trouver la 
rectification des courbe* plus compofées que les frétions 
coniques, on tâche de réduire leur rectification à celle des 
féCtions coniques , de maniéré que la rectification de ces 
dernieres étant fuppofée , on a la rectification de ces autres 
plus compofées qu'on peut y réduire. C’eft pour cela qu’on a 
mis ici les élemens de la rectification des fcctions coniques ; 
on en verra l’ufage dans la troijiémt Partie. 

II. Les 
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1 1. Les formules generales pour trouver £ élément de l'aire 
des courtes. • 

S 94* L’aire d’une courbe comprifè par la feule courbe entière Fjg.xlh. 
quand elle rentre en elle- même comme le cercle, l’ellipfè 
& les autres fèmblables-, comme aufü l’aire comprifè par les 
courbes qui ne rentrent pas en elles- mêmes comme les pa- 
raboles , les hyperboles & les autres fèmblables , & par des 
lignes droites comme font leurs coupées fie leurs ordonnées j 
enfin une partie finie de l’aire d’une courbe comme un feg- 
ment , un fèéteur , &c. chacune de ces aires ou de ces plans 
curvilignes ou mixtes, c’eft à dire, en partie curviligne, en 
partie rechligne , peut être conçue partagée en une infinité 
de figures rectilignes, donc l’aire ou l’efpace eft infiniment 

f >ctit par raport â l’efpace entier. Ces petites figures rech- 
ignes qui rempliflènt î’efpacc entier, peuvent être, félon les 
différentes courbes, de petits rectangles, ou de petits trian- 
gles, oudepetits parallélogrammes, ou de petits trapèzes, &c. 
chacune eft la différence ou P élément de l’aire entière ; & leur 
fomme , qui eft l’integrale de l’élement, eft l’aire entière de 
la figure. On appelle la mefùre de l’aire d'une figure curvi- 
ligne ou mixte, la quadrature de la courbe qui fait le circuit, 
ou une partie du circuit de la figure. On rapportera à deux 
cas la connoiflânce de l’aire des courbes , ou la quadrature 
des courbes. Le premier comprendra les courbes qui ont 
des ordonnées parallèles, &‘on les fuppofera perpendiculai- 
res aux coupées , afin que les élemens de l’aire fbient de 

f ictifs rectangles. Le fécond comprendra les courbes donc 
es ordonnées partent d’un même point, & leurs clemens 
feront de petits triangles dont chacun fera compris entre 
deux ordonnées infiniment proches, & aura pour bafe une 
partie infiniment petite de la courbe. Il y a des courbes qui 
peuvent appartenir aux deux cas, comme le cercle, l’ellipfè 
& autres fèmblables. Car en concevant dans un demi-cercle 
& dans une demi ellipfè les ordonnées infiniment proches, 
perpendiculaires à l’axe, les élemens feront des rectangles 
& en concevant du centre dans le cercle & dans l’cllipic des 
rayons infiniment proches terminés A la courbe, & encore 
dans l’ellipfè concevant des lignes tirées d’un des foyers A 
• l’ellipfe, les élemens feront de petits triangles. Les fegmena 

S S f 1 
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d’une courbe comme A CA( fig. 41 ) , peuvent fe rapporter 
au fécond cas. 

Premier cas. 

Formule generale four trouver F élément de lé aire des courbes 
dont les ordonnées font perpendiculaires aux coupées. 

S 9 5 * En nommant les coupées AB{x ), les ordonnées BC{y), 
F1C.XUJ, la différence Bb(dx) de la coupée fera la largeur de l’éle- 
rnent CBbc de l'aire 5 l’ordonnée BC ( y ) fera Ja bafé de ce 
petit rectangle ; 8c ce petit rectangle CBbc ferzydx; ainfi 
nommant l’aire entière ACB> ou cet efpace entier ( r) , l’on 
aura de —ydx. C'eji la formule pour trouver la quadrature des 
courbes. 

Usage de la formule. 

596. Jl faut, pour trouver l’aire des courbes , prendre par le 
moyen de l’équation de»chacune , la valeur dé y en x , 8c 
quand il y a dans l’équation dy, la valeur de dy en dx m , 8c 
fubftituer ces valeurs dans la formule , qui n’aura , après la 
fubftitution , qu’une feule inconnue x 8c fa différence dx, 
ce fera l’élement de l’aire ; il ne reftera plus qu’à prendre 
l’integrale de cet élément pour avoir la quadrature de la 
courbe, ou de telle partie qu’on voudra déterminer donc la 
coupée fera x. On pourroit aufii trouver l’élement de cha- 
que courbe en y &cdy au lieu de x 8c de dx. 

L‘ élément de taire de la parabole & fa quadrature. 

J 9 ?• Pour trouver , par exemple, l’aire de la parabole dont 
l’équation eHyy =/x , on prendra la valeur de y en x , 8c 

l’on aura y = Vpx> on fubftituera cette valeur dans la for- 

JL J. 

mule, 8c l’on aura de = dxVpx — p l x l dx pour l’élemenc 
de l’aire de la parabole. Si l’on veut trouver ici l’integrale de 
* jji. cette différence, on la fuppofera repreféntée * par nax"~'dx , 

8c fbn intégrale qu’on cherche par ax n j ainfi l’expofanc 

»=-£, x = x , dx — dx , p\ —a. i°. Il faut mettre dans 
1 a-t ~ ~ 

I’élement , x 1 = x 1 à la place de x x , ce qui donnera 
a a 

p l x 1 dx. i°. Il faut multiplier dx par t, 8c l’on aura le divi- 

_|_ j_ 

fçur \dx. 3 0 . Il faut divifer p'-x l dx par ce divifeur , 8c l’on ' 
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I 1 

aura le quotient ±p l x l = f xVpx => e pour l’integrale que 
l’on cherche. Subftituant dans cette intégrale y — Vpx à la 
place de Vpx, Pintegrale fera *=*. Cette intégrale mar- 
que qu’en déterminant la coupée x d’un efpace de parabole, 
en fuppofânt , par exemple ,x —b, 8c lôn ordonnée y = c , 
cet efpace e=.\bc ; ainfi un efpace parabolique eft toujours 
les deux tiers du rectangle de la coupée de cec efpace par 
fon ordonnée. 

lï élément de Pain de toutes Us paraboles & de toutes 
les hyperboles par raport aux afymptotes 
. & Uur quadrature. 

598. L’e QdJ at 1 o n à toutes les paraboles eft * m —y , quand 
l’expofant m eft un nombre pofîtif entier ou rompu 5 c’eft 
auffi l’équation à toutes les hyperboles quand l’expofant m 
eft négatif’. En fubftituant la valeur de 7 dans la formule de 
r=ydx, on trouve de = x m dx. C’eft l’élement de l’aire de 
toutes les paraboles 8c hyperboles. On trouvera par la mé- 
thode de l’article * que l'integrale eft e = -^- r x m * 1 > & en * 531. 
mettant dans cette intégrale^/ = x m à la place de x m , l’inte- 
grale eft ~-r xy. Ce qui fait voir que l’efpace parabolique 
de telle parabole qu’on voudra déterminer, en fuppofânt m 
égale au nombre qu’on voudra , 8c fes coordonnées x 8c y 
égales à celles grandeurs qu'on voudra , eft au rectangle des 
coordonnées de cet efpace qu’on aura déterminé, comme 
l’unité eft au nombre reprefênté par mari. Il en eft de même 
de l’efpace hyperbolique entre les afymptotes dont on vou- 
dra déterminer les coordonnées 8c l’expofant. Mais on 
trouvera des genres d’hyperboles où l’integrale eft infinie, 

8 c d’autres où elle eft finie ; par exemple dans l’hyperbole 
du i cr genre i — xy, où m — — i, l’integrale eft e =— '~x° 

= § , c’eft à dire infinie. Mais en fuppofânt que m = — i 

l’équation fera xyy = i , 8c l’integrale fera e = — j — xy 

T 1 

= i xy. D’où l’on voit qu’on ne peut pas quarrer l’efpace 
contenu entre l’hyperbole ordinaire xy = i , 8 c fon afymp- 
totej mais o* peut le quarrer dans l’hyperbole xyy — i, êcc, 

SSff ij 
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L'élement de taire de teUipfe. 

S 9 9- L’eqjjat i o y de l ’ellipfe étant ~‘~yy — au — xx , qui 
ïic, XL vl. donne y = y/ “ r , il faut fubftituer dans la formule dt 

s= =ydx , cette valeur de y, & l’on aura l’élement de l’aire de 
l’ellipfe d e = dxy /^l^îZL = jBCcb, 8c l’efpace KBCD{e) 
= S. dxV ~f~J“ :x . Quand l’origine eft au fommet de l’axe, 
& non pas au centre, l’équation eft y-yy — iax — xx , d’où 
l’on tire y = y- w* - e x * , Subftituant cette valeur de y dans 
la formule, l’on trouve de — dxVKO^Jîf = BCcb pour 
l'élement de l’aire de fellipfe -, 8c l’efpace ABC A (e) = S. 

l' élément de taire de t hyperbole. 

6 O O. L’equation par raport au premier axe étant ~yy = xx 
Ylc-XLVII* — aa ^ p on déJuit/ =y/ , il faut mettre cette 
valeur dey dans la formule, 8c l’on aura de — dxV lr *~/— 
zs^BCc b pour l’élement de l’aire de l’hyperbole s 8c 1 ’ef- 
pace ABCA(e) — S. dxV fJA . Quand l’hyperbole eft 
équilatere, c’eft à dire, quand p— xa , l’élement eft de = 
dxVxx — aai 8c l’efpace ABC A ( c ) = S. dxVxx — aa. 

L’équation de l’hyperbole en nommant Ion fécond axe 
KD{ib ) j la coupée K b prifè furie fécond axe(* ) ; l’ordon- 
née b C parallèle au premier axe ( y ) ; 8c le paramétré dit 
fécond axe v } l’équation fera ±Kyy = x x ■*- bb , Scy = 
y Subftituant cette valeur de y dans la formule, 
l’élement de l’aire de l’hyperbole fera d e — dxV ™**^ 
= ^Cc 0 j 8c l’efpacc KbCA(e) = S. dxy/^pj~. Dans l’hy- 
perbole équilatere l’on aura de = dx V xx -t- aa —bCc(i t 
8c l’efpace K b CA ( e) = S. dx y/xx -+- aa. 



g 0 j KM , KG faifânr l’angle droit MKG, font 1^ afymptotes 

ïig.xlvii- l’hyperbole équilatere A Ce. K A eft le demi axe; A eft 
le fommet; AH, CM font perpendiculaires fur KM-, l’an- 


I 
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gle A KH étant demi droit , AH = K H, qu’on fuppofera 
=%, = i, en prenant KH(a) pour l'unité. Soit la coupée 
H M — x i chaque ordonnée MC — y i l’équation eh a y 
xy=;aai ou bien xy iy = i ; d’où l’on tircj' = V^T • 

Subftituant cette valeur de y dans la formule generale de 
z=ydx, on aura MCcN[de ) = C’eft l'élement de 

l’cfpace hyperbolique H MC A {e) — S. -y——. 

L'élement de Paire du cercle. 

6 01. No m mant le rayon CA ( r) , CB(x) } BF{y) ^l’équation Ftc.XXXV. _ 
eft y y = rr — xxi ainfi y — \ Irr — xx. Subftituant cette 
valeur de y dans la formule de = ydx, on trouvera GBFgi.de ) 

= dxVrr — xx î ainfi l’efpace CÈFM (e) — S. dxVrr — xx. 

Si l’on prend l’origine des coupées x au fommet A , c’eft à 
dire , fuppofant A B = x , l'on aur a B F ( yy ) = irx — xx. 

Par confequent y — Vixx — xx , Si GBFg(de) = ydx 
= dxy/irx — xxj Si l’elpace AFB [e] — S. dxVïrx — xx. 

Second cas. 

Formule generale pour trouver P élément de P aire des courbes 
dont les ordonnées partent d’un point. 

6 ° J* Supposant que toutes les ordonnées BC,Bc, qu’on nom- Fig.XLV. 
mera y, partent d’un même point B , Si que les deux B C, 

Bc font infiniment proches, & forment le petit triangle CBc 
qui eft l’élement de l’aire de la courbe ; fi du centre B avec 
le rayon BC on tire le petit arc Cd, qu’on nommera dx , Si 

3 u’on pourra prendre pour une petite droite perpendiculaire 
u fommet C fur la bafo Bc(y) du triangle CB ci il eft évi- 
dent que Cd x \Bc = \ydx — de, fera, l’expreflîon du petit 
triangle CB ci Si par confequent la formule pour trouver 
l’élement de l'aire des courbes du fécond cas. 

ÜSACEDELA FORMULE. 

6O4. Xi/faut par le moyen de l’équation d’une courbe du focond 

cas, prendre la valeur de^ Si celle de x,de maniéré que ces • 
deux valeurs n’ayent qu’une feule & meme inconnue avec 
fa différence , & fubftituçr ces valeurs dans la formule de 
= {ydx, 6c l’on aura l’élement de l’aire de la courbe parti- 
culière, dont l’integrale fera l’aire de la courbe. 

S S f f iij 
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Il clement de Faire du cercle. 

6° 5- Si l’on imagine deux rayons infiniment proches, qifon 
nommera (r), terminés à un arc infiniment petit de la cir- 
conférence, lequel on nommera du, & la circonférence *r, 
l’on aura un petit triangle formé par ces deux rayons & par 
le petit arc , qui fera l'element de l'aire du cercle ; & l’on 
peut concevoir qu’un des rayons r en eft la baie, & le petit 
arc du la hauteur; par confequent ce petit triangle de ~^~-du, 
dont l’integrale eft e=~ru ; c’eft à dire, l’aire du cercle eft 
égale au produit du rayon rpar la demi-circonference \u. 
Si u n’exprime qu’une partie de circonférence, \rdu fera, 
l’élement de l’aire d’un fedeur dont l’aire —~ru. 

L'element de Faire cFun ferment de cercle. 

Soient menées les deux cordes AH, AF, qu’on nom- 
Fig. XLI. niera (y) , de l’extremité A du diamètre AE , qu’on nom- 
mera (ir), aux deux extrémités de l’arc infiniment petit 
HF( du ) , & tiré du centre A avec le rayon AH l’arc infi- 
niment petit HL, qu’on nommera dx , &qui peut être re- 
gardé comme la hauteur du petit triangle A H F, dont la 
bafè eftAF(y),&tLF—dy. Or l’on a trouve 'F H—- lr — 

Vy - JJ * 

* jSj. (on nomme ici AF {y) qu’on avoit nommé** ); ainfi FH L == 

-JZ-dfi par confequent 771' — ~HE — TV — ~ , 

d’où l’on déduit HL = — - iy — ; par confequent le petit 
triangle AHF = l i AF*HL= C’eft l’element 

UArr-jj 

du fegment AHF — S- ~ê=. 

Differentes exf reliions de l'element F CH d’un [e fleur 
de cercle. 

6oy. Nommant le rayon CA[r), AB [x) , B F (y ■=Vs.rx — xT) , 
Fig. XLI. l’arc AF (»)-, on a FH-=du , & l’élement HCF du fedeur 
eft égal à F H x ~CH = {rdu = (en mettant la valeur de 

* ;S8. du—* — *<*— ) — J ainfi le fedeur ACF — S - ■ ” d * -- ■ 

</irx — xx • irx — xx 1 Jxrjt —xx • 

f io. xxxv. Mais fi l’on prend l’origine des x au centre *C en fiippolant 

* CB — xi comme du — * — - , l’élement { rdu —FCg 

= — J ainfi le fedeur MC F = S. . 

lVrr—xx X^rr — xx 
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Z' élément de Faire d’un feïleur déeüipfe. 

608. Soit le grand axe^a = i<*,fon paramètre —p, le fec«nd Fio.XLVI. 
axe iKD = ib, Ton paramétré =v, chaque coupée Kb=x, 
l’ordonnée bx —y,&c l’équation de l’ellipfe -- g-yy = a a — xx j 
d ’où l’on tire y y = - p , & b*, {y) = —~x 

Via 1 p — lapxx. Pour avoir l’élement du fècleur a K* dont 
le fbmmet eft au centre K> c’eft à dire , pour avoir l’aire du 
fèéleur infiniment petit xKx. * il faut tirer du centre K avec 
le rayon K*, le petit arc jt.<p ; & il eft évident que l'élement 
ou le petit fe&eur xKy — x.<p x \Kx- Or K% = 

= = P _ J_ x Vÿaaxx — lapxx -t- la'p. 


La différence de Kx-—XQ = 


t*xdx — fxdx 


y^AAX 1 •— VlfX * 1 **£ 


> fon quarré 


eft -Ço == x dx \ on a aufli trouvé 

= du' — dx 1 x ^ -*“*■*: xgSLTTJ g** -*Ï Ü>. 

M* — t*‘y — mfxx 

_ r 1 1 1 Mxx — t«Pxx -+- uiU , t 

Par confequent *«> = — g? == lA , f ^ iafxx - * ** 

Cette quantité fe réduit à 


1 


— 4**xx A xpxx — fpxx ^ 

4MXX — utpxx l»'f 

4«V<*‘ 


l»’p — txpxx X 4. XXX — ulpxx -t- IX 
tx'/i* 


> d’où l’on déduit x.<p = 
Par confequent l’élement 


— iXpxx X 4»«xx — ixpxx -4- w'y 

x? x ^ JCv = _ . C’eft la quandré où fe réduit le 

iViX'P — ixfxx 

produit que l’on trouve de la valeur de x<p par la valeur 
de } K%. C’eft aufli le petit feéteur %Kx-, qui eft l’élement 
du iècteur a K* au centre de l’ellipfe. 

L'élement de taire et un feFleur ou triangle hyperbolique K AC 
par raport au premier ake KA. 

609. P o u k trouver le petit feâeur CKc — Cgx -jÆTC, qui eft Fi g.XLVIL 
l’élement du fectcur ou triangle hyperbolique AKC, foit la 
moitié du premier axe KA — a, fon paramétré = />, la 
coupée KB = x, l’ordonnée BC—y ; & l'équation de l’hy- 
perbole par raport à fon premier axe *j-yy=xx — aa, qui 

donner = ; ainfi W = KB [xx ) h- BC (yy ) => - 


*J8 7 . 


6x0. 


6 1 1. 
rw.xxvn. 
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f* Tr "T ** L , &C KC =Yj-V^aaxx -t- xapxx — la'pi 
la différence de KC x=zcg — — IJv A f xJx __ — » 

Y 4»«« -t- tapxx — 1 »>p • 

= ^xx -t-nxx I. f xx + „xx- v ,, t J 

♦«** - 4 - 1*/** — u‘t ax - M3lS CV — „ fxx ** . 

Donc Cg = VcT— 77 ‘=— - 

ŸlMpXX X -fW-XX -t- Vlfxx * 

Par confequent Cgx|/CC = — , C’eft l’élemenc 

lYiapxx — »*</ 

CA^f du triangle hyperbolique KAC. Dans l’hyperbole 
cquilatere, où p — ia, CKc = Cg x{KC = - 


aadx 


*y xx — 

Le meme élément CKc = Cg x { KC par raport 

au fécond axe DKd. 

Supposant la moitié KD du fécond axe = b, fon para- 
métré = -nr, la coupée K b = *, l’ordonnée bC ~y, ôc 
l’équation H-yy — xx -t - bb , on trouvera KC — .* 

<T J, 


1 ibxxx -4- wxxx - 4 - 


ib*xx « 
xb*x 


’L^dÜLdx'; Cg=.Vcï-rg = 
; & l’élement CAV = Cg x 


V xlr* xx -4- 4./» , V X 4 6£xx -4“ i£»xx -4- 

A/CC = —=~^==pz' Dans l’hyperbole équilatere où 

1 i> ibnxx - 4 - xb^x 

‘K = ib = ia,CKc = Cgx\KC= “ dx 


iYxx . 


On peut trouver de la même manière l’élement d’un 
jfè&eur elliptique & hyperbolique dont le lommet eft à l’un 
des foyers. 

On doit faire ici une remarque fcmblablc à celle de l’ar- 
ticle 593. 


Avertissement. 

Que l’on imagine qu’une figure plane ABCte rmrnée par 
une courbe quelconque AC , & par des lignes droites per- 
pendiculaires l’une à l’autre AB , BC, tourne autour d’une 
droite comme AB, qu’on nommera l’axe de révolution, ou 
pour abréger, taxe-, il eft évident que le plan ABC décrira 
dans une révolution entière un fohde , 4 c que la courbe A C 

, décrira 
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décrira en même temps la furfacc courbe qui entoure ce 
lolide. L’axe de révolution peut être la tangente au fommct 
Ab , ou l’ordonnée BC, ou la ligne des coupées AB , ou 
telle autre droite qu’on voudra parallèle à la ligne des cou- 
pées AB, ou aux ordonnées B C. Le plan qui tourne peut 
aulïi être le plan ABC , ou le plan AbC qui eft toujours 
terminé par la courbe AC , loit du côté cdUcaye comme 
ABC , ou du côté convexe de la courbe comme AbC. 
Pour une plus grande clarté on confiderera le lolide formé 

Î >ar la révolution du y\anABC, tournant autour de l’axe^i?» 
es Leéteurs appliqueront ce que l’on en dira aux lôlides 
formés par la révolution du meme plan, ou du plan AbC 
autour du même axe, ou de tel autre qu’on voudra. 

6 1 a. Si l’on conçoit de toutes les parties infiniment petites Ce 
qu’on nommera du, delà courbe AC qu’on nommera*, 
des perpendiculaires comme CB, cb qu’on nommera^, à 
l'axe AB dont l’origine eft en A, (quand c’eft un autre axe 
qui ne pallè pas par l’origine A, l’origine en eft au point où 
tombe la perpendiculaire menée du lommet^ à cet axe,)& 
dont les parties AB depuis l’origine feront nommées xi il 
eft évident que chaque petjMuaclrjlatere BbcC formé par 
deux ordonnées infiniment proches BC,bc , dont l’épaifleur 
eft Bb ( dx ) ou une partie infiniment petite de l’axe , d’écrira 
dans la révolution un cercle ou plutôt un petit cylindre , la 
bafe en fera le cercle donc l’ordonnée y lcra le rayon , &c 
I’épaiflèur en fera dx. Chacun de ces petits cylindres eft la 
différence ou l’élément du folide qui en eft l’integrale, c’eft 
à dire la fomme de tous ces petits cylindres, Ôc l’expreflîon 
generale de ce petit cylindre eft U formule pour trouver l’cle- 
ment du folide. 

613. Il eft de même évident que chaque partie infiniment 
petite Cc(du) de la courbe AC, décrit dans la révolution 
une petite zone, dont la bafe eft une circonférence , dont 
BC(y) eft le rayon, & dont la largeur eft la petite partie de 
la courbe Ce (du). Chacune de ces petites zones eft l’élemenc 
de la furfacc courbe qui entoure le lolide formé parla révo- 
lution, laquelle furface eft l’integrale de cet élément } & l’ex- 
preffion generale de cette petite zone eft la formule pour 
trouver l’élément des furfaces courbes ainfi formées. 

TTct 
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III. Formules pour trouver 1‘ élément des fur face s courbes 
& bêlement des folides. 

7 °. Pour Us fur face s courbes. 

6 1 4 - Pour, avoir la formule de l’clement des furfaces courbes , 
Fio. xui. on fuppofera ^ue ~ exprime le raport du rayon à la circon- 
férence, aindr.c :: BC{y) =à la circonférence qui efb 
la bafe de la petite zone. Multipliant df par Ce {du) largeur 
de la petite zone , on aura — du, pour la formule qui fera trou- 
ver £ élément des furfaces courbes > & comme l’on fuppofè que 
les lignes BCiy) parallèles entr’elles, font perpendiculaires 
f ur l'axe ou Car les x, on peut mettre la valeur de du == 
V dx ' -*- dy l à la place de du , fit la formule fera encore 
Vdx 1 -t- dy\ 

2 °. Pour P élément des folides. 

6 ï y. Pour, trouver la formule de l'clement des folides , on 
tio.XLiI. fuppofera que f exprime le raport du quarré du diamètre 
au cercle dont il eft le diamètre , ainfî R . C :: i Bc ( iy x iy 
= 4 y 1 ) . 4^ = au cercle qu^^f! la bafe du petit cylindre, 
qui eft l’clement du folide, duquel cercle y eft le rayon , fie 
x y le diamètre. Multipliant cette bafe par la hauteur Bb[dx) 
de ce petit cylindre, on aura *fdx , pour la formuU qui fera 
trouver P élément des folides. 

R. E M A R U E S.' 

6 1 6 . En nommant la circonférence d'un cercle r, & le rayon r, 
f eft l’exprelfion du raport du rayon à la circonférence } fi c 

* 6 o y. comme l’aire du cercle.= f-f il eft clair que le raport du 
quarré du diamètre ir à l'aire du cercle -^-eft fff — dfi 

T" 

ainfi l’expreffion qu’on a fuppofée | = fie la formule 
Afyydx eft fvyydx. 

II. 

6 1 7 . Quand l’axe de révolution n’eft pas une des droites qui 
Fib.xlu. fait une partie du circuit du plan qui tourne autour de cet 
axe, mais qu’elle le touche ou le coupe feulement en un point, 
comme dans le cas où le planer tourne autour de l’axe AR t 
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ou de l’axe Rc ; oü bien quand c’cftleplan^Xc qui tourne 
autour de l’axe y! B , ou autour de l’axe b c , il y a alors deux 
operations à faire ; en prenant ici pour exemple le plan Abc 
qui tourne autour de l’axe A R , i° , il faut trouver par la 
Geomerrie ordinaire le folide qui eft un cylindre. i°. 11 faut 
trouver par la formule precedente ^ 1 dx , l’élement du folide 
formé par la révolution du plan A R c autour de l’axe A R î 
& apres en avoir trouve l’integrale par les méthodes de la 
troifiéme Partie , il faudra ôter ce dernier du premier, & le 
refte fera le folide formé par la révolution du plan Abc, 
autour de l’axe A R. Il y a des cas où il faut ôter le cylindre 
du folide qui eft l’integrale trouvée parla formule ; comme 
par exemple fi l’on cherchoit le folide formé par la révolu- 
tion du planer autour d’un axe qui ferait au deffous de Ab, 

& parallèle à cette droite AB. Ce que les Ledteurs diftin- 
gueront facilement : comme aulfi qu’on doit partager le plan 
par une ligne droite parallèle à l’axe, ou qui lui foit perpen- 
diculaire quand il eft curviligne par tout comme un cercle, 
une cllipfe, Sec. Se que l’axe eft entièrement hors de la figure : 
on pourrait donner ici des formules pour trouver l’élement 
du lblide dans ces cas ; mais la méthode de cette remarque 
étant luffifante, il eft inutile d’en groflir ce Traité. 

III. 

Où i on donne une fécondé formule four trouver bêlement 
des folide s. 

6 1 8 . Pour faire concevoir clairement cette féconde méthode, Fio. xld. 
on prendra pour exemple le folide formé par la révolution 
du plan Abc autour de l’axe AR i on prendra fur ABb per- 
pendiculaire à l’axe à l’origine A, les AB, Ab qui feront 
les y; 8c concevant des perpendiculaires BC, bc infiniment 
proches, des pentes parties Çc de la courbe fur cette perpen- 
diculaire^/? à l’a xeAR, on nommera x ces parallèles BCi 
l’axe AR. Il eft évident que dans la révolution le petit qua- 
drilatère BbcC , dont l’épaifleur eft Bb (dy) , décrit un cylin- 
dre creux, ou une furface cylindrique qui a pour bafe la cir- 
conférence dont AB (y) eft le rayon, & pour hauteur BC{x), . 

& ce petit cylindre creux eft l’élement du folide décrit par 
la révolution du plan Abc autour de l’axe AR , lequel folide 
eft l’integrale ou la fonune de tous ces petits cylindres creux, 

TTC t ij 
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dont les extérieurs renferment les intérieurs. On trouver* 
la formule pour avoir cet élément , en fuppofânc que ~ ex- 
prime le raport du rayon à la circonférence ; 6c faifant r . e 
:: AB ( y ) . —, ce 4' terme exprime la circonférence qui eft: 
la bafe de chaque petit cylindre creux ; la multipliant par 
l’épaifîèur Bc (dy) , on aura la petite couronne qui eft la bafe 
du petit cylindre ; 6t enfin multipliant cette bafe par la 
hauteur BC(x) du petit cylindre, on aura ‘-Çdy pour la fécondé 
formule qui fera trouver i' élément du folide. Ce que l’on vient 
de dire de ce folide doit être appliqué aux autres par raport 
à leurs axes. 

Quand l'axe touche ou coupe la courbe en un point, comme 
AR, Rc, on n’aura befôin que de la formule pour trouver 
l'élement du folide, 8c l’integrale de cet élément fera le folidej 
mais quand l’axe ne touchera pas la courbe , il y aura un 
vuide entre l’axe 8c le folide , 8c alors le folide 6c le vuide 
feront un cylindre , ou le feul vuide fera un cylindre, 6c l’on 
trouvera le cylindre par la Géométrie ordinaire, 6c l’autre 
folide par la formule 8c par I’integrale de l’element que fera 
trouver la formule ; 6c ôtant le moindre du plus grand , on. 
aura le folide que l’on cherchoit. 

Usage des formules. 

6 1 9. Pour trouver par les formules precedentes l’élement de 
la furface courbe, ÔC l’élement du folide formé par la révo- 
lution d’un plan borné par des lignes droites 6c par une 
courbe ou une partie de courbe , ou par une feule courbe 
comme le cercle, ou l’ellipfê, 6cc. il faut par le moyen de 
l’équation de cette courbe , trouver les valeurs des chan- 
geantes 6c des différentielles des formules, de manière que 
ces valeurs ne contiennent qu’une même changeante 6c fa 
différence , 6c fûbftituer ces valeurs dans les formules , 6c l’on 
aura, après la fubftitution, l’élement delà furface ou du 
folide que l’on cherche. Il ne faudra plus qu’en trouver l’in- 
tegrale pour avoir la furface ou le folide. 

6 xo. Pour trouver, par exemple, la furface de la fphere formée ' 
Fia, xxxv. P ar 1 * révolution de la demi - circonférence AME autour de 
l’axe ACE 5 on nommera l’axe A £ ( ia), la circonférence 
E MF A ( * ), AB (a), B F ( y ) ; ce qui donnera BG = Fi — dx, 
Fg— du i ÔC l’equation du cercle fera yy^=xax — xx h 
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Sc y = Vixx — xx i 6c l’on trouvera * du = -~ë=r. On * 588. 
fubftituera les valeurs de y 6c de du dans la for mule EL d u , 

& l’on aura l’élemenc de la furface de la fphere f Vi ax—xx x 

- *** = ^-dx, donc l'integrale eft En fuppofant AB[x) 

— AE(ia), que c eft la circonférence u , 6c que r eft le rayon 
AC [a), l’integrale ^ deviendra ~ = tau ; c’eft la furface 
de la Iphere qui eft égale au produit de la circonférence en- 
tière u par le diamètre ia. Si l’on ne vouloir qu'une portioif 
de cette furface, il n’y aurait qu’à déterminer la valeur de x 
6c de y pour cette partie. 

6 11 . Pour trouver la folidité de la fphere en fuppofant les Fio, XXXV. 
mêmes dénominations, il n’y a qu’à fubftituer dans la for- 
mule de l’élemenc des folides LLyjdx, la valeur de 77= iux 

— xx , & l’on aura ^ dx x -lux — xx pour l’élement de la 
folidité de la Iphere, dont l’integrale*-^ x a x iax x — -ÿ x ' , * ^ 
fera connoîtrc la folidité de la fphere en fûppofant ~ = 

que c eft égale à la circonférence u de la fphere, r éjjale au 
demi - axe a , &que AB{x) =-AE — ra , car cette intégrale 
deviendra x { x 8,*' — x j- x 2 J = ~a*u , qui fait voir 

S |ue la folidité de la fphere eft égale au produit zau de fa 
urface par | a le tiers du rayon. 

Si l’on veut fe fervir de la féconde formule r -—~ > on me- Fro. XXXY« 
nera par le centre c la perpendiculaireCJl/à l’axe fur laquelle 
fe prendront les y 6c dp 6c l’on imaginera fur tous les points 
de CM des perpendiculaires jufqu’à la circonférence , qui 
feront les hauteurs des furfaces cylindriques, 6c qu’on nom- 
mera xi 6c l’équatio n du cercle étant yj = aa — xx , on 
aura y = 'J ua — xx , 6c dy = ~ *--- • • On fubftituera ces 
valeurs de y 6c de dy dans la formule 6c l'on aura l’éle- 
ment de la demi - fphere dont l’integrale eft* X 7 x \ * jji; 

dans laquelle fuppofant que c eft la chcon(cvcnceAMEA(u) y 
r = au rayon CA(a),6cx aufü égal au rayon CA ( a ) , l’in- 
tegrale deviendra \aac qui fera la demi - fphere ; 6c la mul- 
tipliant par 1 , on aura jaac poux la folidité de la fphere. 
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I V. Les formules four trouver le centre de fefanteur. 

On fuppofe comme une chofé évidente, que le centre de 
pefanteur d’une ligne, ou, fi l’on veut, d’un prifme ou d’un 
cylindre, dont l’épaiflèur eft fi petite qu’on le peut prendre 
pour une ligne fenfible , eft au milieu de la ligne ; que le 
centre de pdànteur d’un re&angle dont la largeur eft infini, 
ment petite , eft dans la ligne qui le coupe perpendiculai- 
'rement par le milieu des deux côtés les plus longs ; que le 
centre de pefanteur d’un cercle qui a une épaifleur infini- 
ment petite, eft dans la perpendiculaire à fon plan, laquelle 
l’enfile par le centre, c’eft à dire dans l’axe de ce cylindre 
d’une hauteur infiniment petite j que le centre d’une circon- 
férence qui eft comme une zone d’une très petite largeur, 
eft aufli Ion centre de pefanteur : car il eft clair qu’il y a des 
pdànteurs égales & des efforts égaux des côtés oppofés de 
tous les centres de pefanteur dont on vient de parler. 

Il fuie de là que la ligne qui coupe perpendiculairement 
toutes ^es ordonnées dune courbe chacune parle milieu, 
parte par le centre de pefanteur de la figure plane curviligne 
que forme cette courbe fi elle rentre en elle -même, ou de 
la figure plane mixte formée par la courbe & par la plus 
grande ordonnée qui fe termine de part d’autre à la cour- 
be ; qu’elle parte aufli par le centre de pefanteur de tous les 
points ou de toutes les parties infiniment petites dont le cir- 
cuit de la courbe eft compofé, c’eft à dire par le centre de 
pefanteur de la courbe, fuppofant que le dedans en eftvuide; 
qu’elle parte par le centre de pefanteur du folide formé par 
la révolution de la figure plane que forme la courbe autour 
de cette ligne prifé pour l’axe, & par le centre de pefanteur 
de la furface courbe de ce folide j enfin qu’elle parte par le 
centre de pefanteur de chacun des élemens de la courbe, de 
chacun des élemens de la figure plane que forme la courbe, 
de chacun des élemens du folide formé par la révolution de 
cette figure plane autour de cette ligne prifé pour axe , & de 
chacun des elemens de la furface courbe de ce folide. 

D’où il fuit qu’en concevant un plan perpendiculaire à 
cette ligne qui parte par les centres de pefanteur des éle- 
mens d’une courbe, d’une figure plane ou folide, & d’une 
furface courbe , la partie de cette ligne depuis ce plan per- 
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pendiculaire au fommet ou hors de la figure jufqu’à chaque 
clement , fera la diftance du centre de pefanteur de chaque 
élément jufqu’à ce plan : Ainfi prenant l’origine de cetce 
ligne des diftances des centres de pefanteur des élemens, au 

f »oint où elle eft coupée par le plan perpendiculaire , qu’on 
uppofera être ici la même que l’origine des x de la figure , 
& nommant ces diftances x J prenant aufli ces élemens pour 
les petits poids dont la courbe , ou la figure plane , ou le 
folide , ou la furface courbe eft compofée , la fomme des 
produits des x , chacune par Ton élément *, eft égale au pro- 
duit de la diftance du centre de pefanteur par la fomme des 
élemens. Ainfi la fomme des produits des x multipliées chacune 
par fon élément , étant divtfée par la fomme des élemens , donnera 
pour quotient la diflance du centre de pefanteur de la fomme des 
élemens ; c’eft à dire , la diftance depuis l’origine des x. Or 
la fomme des clemens d’une courbe, c’eft la courbe même, 
& c’eft la même chofë des figures planes ou folides ôc des 
fiirfaces courbes. 

Nommant donc x les coupées prifcs fur la perpendiculaire 
qui divifê les ordonnées parle milieu,^ chacune des ordon- 
nées , u la courbe , s ~^. fera la formule pour trouver le centre 
de pefanteur des courbes. ^ ra formule pour trouver le cen- 


tre de pefanteur des figures planes. A , * fera la formule pour 

z.rydu 


S- xyydx 

trouver le centre de pefanteur des furface s courbes, , 

, S . Ÿr xyydx r . r . ’ ' 

‘ _ fera la formule pour trouver le centre de 


ou bien ’ 


S. fryydx 
pefanteur des folides. 


Usage des formules. 

6 * 4* I l faut prendre dans les équations des courbes dont on 
cherchera le centre de pefanteur, les valeurs des changean- 
tes & des différentielles des formules , & faire en forte que 
ces valeurs fuient exprimées par une même changeante 8C 
par là différence , 8c les fùbftituer dans les formules , & il ne 
reftera plus qu’à prendre les intégrales du numérateur & du 
dénominateur, qu’on a marquées par S. qui fignifie fomme, 
& à les divifêr l’une par l’autre > 8c l’on aura la diftance du 
centre de pefanteur. 


}}?• 


*Si6. 
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Par exemple pour trouver le centre de pefanteur d’une 
demi-fphere, l’équation du cercle étant 77 = iax — xx, la 


C . S +rxyydx , . , S.Î 7 X 14 .KX — —x'xdx 

formule — - — - — — deviendra ■ .. — » 

S. -ïïjydx S. ■— x lax — xx x dx 

l’integrale du numérateur eft* ~ax ’ — x* ; Pintegrale du 

dénominateur eft-^x* — -jf &la diftance du centre 


de pefanteur efb f- 


J-ax' — 


yr •* T 1 


: — ±xx 8 ax — y,xx _ 


raxx — fr x i# — jx 11a — 4X 

& x étant égal au rayon a dans la demi-fphere, cette diC. 


tance fera \a. 


SECTION IV. 

Où l’on explique la maniéré de trouver les fuites qui font 
les intégrales des élemens quon trouve par les formules 
de la feclion precedente ; & en même temps l’u fage des 
méthodes des fuites du fécond Problème du feptiéme Livre 
art, 17 y, pour la réfolution des Problèmes de ta Geometrie, 
de l’Aflronomie , grc. On explique aujjt les logarithmes 
hyperboliques. 

Avertissement. 

l$. Quand on peut trouver par les méthodes qu’on donnera 
dans la rroificme Partie , les intégrales des élemens de la 
longueur des courbes, de leur aire , de la folidite des corps 

3 ui fe forment par leur révolution , & des furfaccs courbes 
e ces corps , lefquels élemens fe trouvent par les formules 
precedentes ; on a la reélifîcation des courbes , leur quadra- 
ture, la folidiré des corps qui fe forment par leur révolu- 
tion, & l’aire des furfaces courbes de ces corps, & l’on a 
auflî la diftance de leur centre de pefanteur par le moyen 
de la formule pour trouver cette diftance : mais il y a beau- 
coup de ces courbes qui ont des élemens dont on n’a pu 
trouver les intégrales , comme l’élement de la longueur de 
la circonférence ou d’un arc de circonférence , les élemens 
des longueurs de la parabole, de l’ellipfe, de l’hyberbolcj 
les élemens de leurs aires, excepté celui de la parabole ; les 

élemens 
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élemens dé leurs fe&eurs, &c. ce qui leur eft commun avec 
beaucoup d’autres courbés plus compofèes géométriques & 
mcchaniques : Alors on peut par le moyen de ces élemens & 
par les méthodes du fécond Problème du feptiéme Livre, 
art. 17 j, trouver par le calcul , des fuites qui expriment ces 
intégrales, & qui en approchent autant près qu'on voudra. 
On peut encore par les mêmes moyens trouver les valeurs 
des lignes droites inconnues qui entrent dans ces élemens, 
& de celles qu’on y peut faire entrer : ce qui donne la réfo- 
lution d’un très grand nombre de Problèmes très utiles, dont 
on en va mettre ici quelques-uns qui ièrviront aux Lecteurs 
à refoudre les autres femblables. 


I. 

Problèmes où l’on fe fert des élemens des longueurs des courbes 
pour trouver ces longueurs , & les lignes inconnues 
qui entrent ou peuvent entrer dans ces élemens. 

TROVFER la longueur d'un arc exprimée par fa tangente. 

6- En nommant la tangente cMx), ou, pour mieux marquer 
la tangente, la nommant(/),&le rayon OR ( r) , l’arc eR(u), 
l’clement de l’arc eft * du = -^ r — , qui fe réduit à 

— rr= o. Pour trouvera (#), on fuppoiêra’# = at-t- bd 
et' et 7 &c. & l’on trouvera par les méthodes du Pro» 

blême 1 7 5, u = / — -frt ! f?t' — frt 1 &c. & fi l’on 

% fuppolb le rayon OR = 1 l’on aura rA(«) = / — 

— &c. J 

La mime longueur exprimée par le ftr.us droit. 

En nommant le finus 2 ?/(x)de l’arc A F qu’on nommera (*), 
& le rayon AC( t ) , CB fera — xx ; Sc les triangles fem- 
blables CBF,Fgi donneront CB(Vî^lcx) . CF(i) ::gi(dx) 
.Fg(du) = - , qui fe réduit à 1 — -** ~Tx ‘~— °* On 

trouvera la longueur de l’arc A F {u) =jt + j*' 

■ ou bien « = x 


rfï*' 

ixixut 


_I 

1 X \ 


40 


iXU4Xf^ 


+ I x " Tx4xT x 7* 7 » 8 e0 * com me dans Part. «y, où cctcc cqua- 
tion fêrt d’exemple -, on y marque par / Si. d y 1 ce qui eft ici 
marqué par x St par dx l } & par dx l ce qui eft ici marqué 
par du\ 

V Vuu 


Ti*. XLI. 

* J90. 

*‘7 î- 

Fie. XXX/. 
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Fie. XXXV. 
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Fie. XXXV. 
& XLI. 
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Si l’on vouloit que le rayon fut exprimé par une lettre r, 
& non par l’unité, l'on trouveroif l'arc AF(u) — x 

x’ -+■ 8cc. qu’on peut réduire à cette 


40 r« ' 




JJ- 

njlf» 


expreïïion équivalente * = *-*- — x’ 

ix;xix;x7 >7 


1XIX ÎX !_ 


F* ■+■ 


1X> 
xx } X4xjfi' 

-I- 8cc. 


EX*X4XjX*X7r<~ ~ r ~ 1 X 1 X 4 X î X6 X 7 X 8 X Vf* ** 

On peut trouver de même l’exprdfion de l’arc AF 'par le 
finus cfc complément CB, comme auiïï parle finus verf cA&. 

La même longueur exprimée par la corde. 

En nommant le diamètre AE{ i ) , la corde AH{x), l’arc 
AH(u), les triangles fêmblables *AHE , LH F donneront 
£H(Vi—xx).AE(l):: LF{dx). HF(du)=-^=,<\m 
fë réduit à i — 77 •** = o , qui eft fêmblable à l’équa- 

tion précédente -, 8c l’on trouvera par confequent la même 
fuite pour la longueur de l’arc AH(u). 

Si l’on vouloit que le diamètre A E fut exprimé par une 
lettre D , on trouverait l’arc AH ( u ) = x -4- ~ ■+• -^r x 1 
•+‘77u> r * 7 ■ + 'I7^r x? & c - qu'on peut réduire à cette cx- 

prelfion équivalent eAH(u) =x a- 

IX1X7X7 „7 . IX1XI X7X7 X7 


+ IXlX4X(X«X7fl' 

core à celle-ci AH (#) 


>XIX4XfX(X7X!X XX>* 

X -4- ' 


i A xx 


. — --i 

1XIX4XIC’* 

’ -4- 8cc. fie en- 
1 Bx x 


7X7 C XX 


xxio' " A ' 4X(C' 

pfiÿExx -+- 8cc. dans laquelle ^ fignifie 
tout le premier terme x, qui multiplie le fécond ; B , tout le 
fécond terme 77^7 A xx t par lequel le troiliéme eft multiplié; 
C , tout le troifiéme ; 8c ainfi des lettres capitales fuivantes ; 
ce qui fère à abréger les formules, 8c à faire connoître la 
maniéré facile de les continuer. 


Trouver la longueur de P une des lignes inconnues de P élément^ 
comme du finus droit BF(x) ; ou de la corde AH(x) exprimée par 
la longueur de P arc AF ou de Parc A H , quon (uppofera connus. 

I l faut fé fervir de la méthode du retour des fuites 234 . , 8c 
l’on trouvera le finus droit B F (a), ou la corde A H {x) 

r— u — ^ — i- U 1 *4- — - — U * — — u 7 -i. 1 n 9 &rç U eft 

» 6 u “t- , 10 » JÔ40* OLt. U Cil 

l’arc AF ou AH. Si l’on veut exprimer le rayon par la let- 
tre r , l’on aura B F ( x ) = u — £- r u 1 h- 8 te. Si l’on 
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▼eut exprimer le diamètre par D, il n’y aura qu’i mettre D 
au lieu de r, 8c l’on aura la valeur de la cordc A H ( x) ; l’on 
pourra encore réduire la formule à cette expreflîon équjva- 
lente^(x) = *-^_^_/^_ if ^._ & c. 
dans laquelle A fignifie le premier terme •+■ u ; B , tout le 
fécond terme avec fon figne — ; C, tout le troifiéme 
terme ~l. avec Ion figne — * 8c ainlî des autres lettres ca- 
pitales fuivantes. 


63O -"V N arc, qu'on nommera a , étant donné de tel nombre de degrés 
qu'on voudra , & fa torde c étant connue , mais indéterminée 
four marquer la corde connue de tel arc qu'on voudra 5 le diamè- 
tre étant D ; trouver la corde x d'un autre arc U , qui ait avec 
le premier arc a un raport quelconque exprimé par j . 


i°.I l faut exprimer l’arc donné a par là corde c, 8c l’on 

1 xi £ i . ixiioxi 

lXlX4XfÛ , ‘ 1X1X4MX6X7^ 


aura’ a 


— r 1 — i c* 


1 X )0' 


&c. Il faut auffi exprimer l’arc u que l’on cherche par fil 


corde x, 8c l’on aura u — x -+■ 


1XIXÎX1 


1X1X4 X(X4X7l>* 


8c c. 


ix u>' 


7*’ 


ixt 


1 x 1 x 4 x jrx* ‘ 


617* 


i°. Il faut faire cette proportion donnée, a . u :: t . ni ce 
qui donnera , en multipliant les extrêmes 8c les moyens , 8c 
mettant les valeurs de a 8c de u à leur place, x -4- 




IX JX 4 X f O* 

1 x 1 x 1 x f » 

tXJX4XfX<X7D‘ 


X 1 -4- 8cc. = ne -4- 


1 X)D 


-.c' *+• 


1X1» , 

1 x J x 4 x J D * 1 


■ SCC. 


3 0 . Il faut chercher par la méthode du retour des fuites , 
art. 238, la valeur de la corde x qu’on demande , exprimée 
par une fuite qui ne contienne que des c ,c\ 8cc. 8c l’on rrou- 
vera,en réduilantàun même dénominateur les grandeurs qui 
font les parties du coéficient du même terme, la corde x=nc 

t nxt — n» , mxi — nn X 9 — nn ^ f ^ n x 1 — nn x 9 — nn x zy — nn 7 
1X}D‘ C ■* 1 x 1 x 4 x I D* iX(X 4 xf x<X7 D 9 C 

^ nXl-wiXf-M Xif-»w X44-n« r > ^ a Xi- ni» xj-iwx il -a» X 49 - an X gr-n» „ 

1x1x4x1x4x7x8x70' 1 XI X 4 X 1 X «X7X 8X9X 10 X 1IÛ‘“ * 

-f- 8cc. C’eft la formule que l’on cherchoit , 8c qu’il eft facile 
de continuer à l'infini, 8c qu’on peut encore abréger de cette 

V V u u i) 
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ürü* Fc’ 

*x»o* 


I — nn 
ixj'o* 
n — ■» rv 


DEMONTRE' E. 


£c 7 


4 XfD*"'' ’ *X 7 D‘ 

Sec. en fuppofant que A re- 


prefenrele premier terme ne, 2?, le fécond terme ■k-'—^Ac'i 
Sc ainfi des lettres capitales fuivantes. 

Cette formule fuffit pour conftruire les tables des finus, 
car le finus d’un arc eft la moitié de la corde du double de 
cet arc; ainfi une feule corde d’un arc étant connue (plus 
l’arc dont elle fera la corde fera petit, & moins il faudra de 
termes pour avoir une valeur très approchante des cordes 
de tout autre arc ) , on pourra trouver les valeurs des cordes 
de tous les autres arcs qui auront avec l’arc donné tel raport 
qu’on voudra ; par exemple fi l’on veut la corde de l’arc qui 
eft le tiers du donné, il n'y aura qu’à mettre la corde de l’arc 
donné dans la formule à la place de c, & j à la place de n , 
&fuppoferque x eft la corde que l’on cherche, & la formule 
après les fubftirutions donnera fa valeur. Quand l’expofant 
du raport de l’arc dont on cherche la corde , avec l’arc dont 
la corde eft donnée, eft un nombre impair, comme 
Z , Sec. il eft vifibléque la fuite qui eft la valeur de x fera finie. 
On peut de même trouver une formule pour conftruire les 
tables des tangentes, par l’art. 616. 

Remarque. 

Ç es Exemples ou Problèmes fuffifent pour faire voir claire- 
ment aux Lecteurs qu’ils peuvent trouver de la même ma- 
niéré par le moyen de l’élement de la longueur de la para- 
bole, de l’ellipfe, de l’hyperbole & des autres courbes , en 
fe fervant des méthodes du fécond Problème, du feptiéme Livre 
art. 1 F r> Ô- des méthodes du retour des fuites art. a/4, & les fui- 
vants, la longueur de tel arc qu’on voudra de ces courbes, 
& de plus la valeur des lignes inconnues qui entrent dans 
l’element de la longueur de chaque courbe , ou qu’on y peut 
faire entrer. j j. 


Problèmes où l'on fe fert des élemens de l’aire des courbes pour 
trouver ces aires , & les lignes inconnues qui entrent 
ou qu’on peut faire entrer dans ces élemens. 

6$i. O n fuppofe que A Ce eft une hyberbole équilatere entre 
. Fig.XLVII. les afymptotçs KL, KM qui font un angle droit en K i que 
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le demi-axe eft KA, le fomrnet A, la perpendiculaire du 
fommet AG ■= a — KG > ( on remarquera que le produit 
connu aa, qui eft égal au produit de chaque coupée par fon 
ordonnée correfpondanre , comme KF x Ff, s’appelle La 
puiffance de t hyperbole) ; les coupées font fur l’afymptote KL » 
les ordonnées CP, fF, il, IL font perpendiculaires aux coil. 
pées, Sc parallèles à l’afymptote KM. Il faut trouver l’efpace 
fFli, qu’on nommera/, du quadrilatère hyperbolique fFIi. 

Soit KF = b, FI — x, Ii — y ; l’on aura*//(y) = 

(j^r) j multipliant par dx, on nurzydx = ^ pour l’éle- 
ment du quadrilatère fFIi(l) > ainfi / = S. — , Sc dl= 
d’où l’on déduit — o. On trouvera par les méthodes 

du 2 Probl. J/f,fFIi{l) =aa x±x — £ xx -t- x> — -fcx* 

■4- &C. , v . . 

Corollaire. 

633- NommantK/ , (c), P F [x) , Kl {e) , I L[^) i fi l’on prend 
fur l’afympcotc KL quatre coupées en proportion KP ( c) . 

KF[c -+-x) KJ[e) . KL[e le quadrilatère CPFf fur 
PF ( x ) , qui eft la différence des deux premiers termes , fera 
égal au quadrilatère HLl fur JZ{xJ , qui eft la différence 
des deux derniers termes: car l’on aura ce -4- ex=. ce -+- cz^i 
ce qui donne ex = Sc f- — j- . Or le quadrilatère CPFf 
—'aa x L x — jt-xx-»- $ — &c. Sc le quadrilatère HLl * Cp. 

— aa x ^ — Par confequent chaque 

terme de la valeur du premier quadrilatère eft égal au terme 
corrcfpondant du fécond ; ils font donc égaux. 

Avertiffement. 

L’invention des logarithmes hyperboliques, par le moyen 
defquels on forme bien plus facilement les logarithmes des 
tables que parla méthode ordinaire des tables des logarith- 
mes, dépend du Problème précèdent Sc de fon Corollaire ; 

on va l’expliquer en peu de mors. 

■ 

Des logarithmes hyperboliques. 

PREMIERE SUPPOSITION. 

634. O n peut concevoir fur l’afymptote K L des coupées KH , Fig. XLVii. 
KfLKP, KG,KF,S<.c. en progreffion géométrique à l'infini, 

* V V u u ùj 
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de maniéré que le raport qui régné dans la progreflîon ne 
diffère du raport d'égalité que d’une quantité infiniment 
petite j le terme K où commence la progrelfion eft zéro j le 
premier terme KR eft une grandeur infiniment petite au- 
deflùs de zéro j le fécond terme /C^Jurpallc le premierd'une 

Î jrandeur infiniment petite, Sc de même le 3 e , le 4 e , &c. à 
'infini 5 la coupée K G qui fè termine à l’ordonnée AG du 
fommet A , Si qui lui eft égale, fc prendra pour l’unité ; Sc 
comme l’on peut concevoir tous les nombres poffîbles dans 
cette progrelfion , tous les nombres moindres que Tunité 
feront depuis K jufqu’à G> tous les nombres qui furpafTènt 
l’unité pris de fuite iront depuis l’origine K jufqu’au delà 
de G à l’infini. 

Corollaire I. 

Op eut imaginer toutes les ordonnées de ces coupées } & 
* 6 )i il eft clair’ que tous les quadrilatères hyperboliques qui ont 
à" pour baies les différences des coupées voifines, feront égaux 
entr’eux. Par exemple fi PG, GF fo nt deux différences ou 
deux relies des termes voifinsdela progrelfion géométrique, 
en ôtant les moindres, de ceux qui font immédiatement plus 
grands ; les quadrilatères CPGA, AGFf feront égaux. 

Corollaire II. 

6 J 6 . Il fuit de là que les fommes de tous ces petits quadrilatères 
prilés de fuite , font une progrelfion arithmétique , dont la 
différence eft l’un de ces petits quadrilatères égaux. Par 
exemple nommant 1 l’un de ces quadrilatères , la Ibmme 
des deux fera 1 , celle des trois féra 3 , & ainfi de fuite. 

Seconde supposition. 

^ } 7- On exprimera tous les nombres qui féront plus grands que 
l’unité par l’unité plus la quantité dont ils lùrpalïent l’unité, 
& ceux qui feront moindres que l’unité léront exprimés par 
l’unité moins la quantité dont l’unité les fiirpalle j ainfi 9 , 
10, &c. féront exprimés par 1 -h 8 , 1 9 , Sec. i, -j- feront 

exprimés par 1 — 1 — ■£, &c. & en générai tout nom- 
bre qui furpaffè l’unité féra exprimé par 1 0; & ceux qui 

font moindres par 1 — - ». 

On nommera auffi reciproaues les termes de la progreflîon 
géométrique, entre lefqucls l’unité eft moyenne proportion. 
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celle i ainfi } eft réciproque à 3, car f . 1 :: 1 .3 ; & en gene- 
ral eft réciproque à 1 -*-n, car . 1 :: i . i ■+■ ». 

Corollaire I. 

M- I l fuit de là & des Corollaires qui precedent , que fi l’on 

S «rend quatre termes de la progre/fion géométrique qui 
oient en proportion , les quatre lomraes des quadrilatères 
hyperboliques priiès depift le pointG de l’unité, qui auront 
ces quatre termes moins/CGpour baies, feront une proportion 
arith metique. Par exemple fi l’on prend KF. Kl:: KL . Kn, les 
quatre ibmmes des quadrilatères hyperboliques priiès depuis 
AG, içavoir AGFf, AGli , AGLl, AGnm , feront une 
proportion arithmétique ; 8 c de même fi KR . KSl^j: KQ. 
KP , les quadrilatères hyperboliques fur GR, GQ, GP feront 
une proportion arithmétique - y car quatre termes de la pro- 
greflion géométrique, comme KF, Kl, KL, Kn, ne içau- 
roienc faire une proportion géométrique qu’il n’y ait un égal 
nombre de petits raports égaux à celui qui régné dans la 
progreflion entre le premier KF 8 c le fécond KJ, 8 c entre le 
troifiéme KL 8 c le quatrième Kn i ainfi il y a le même nom- 
bre de ces petits raports égaux entre F 8 c I, qu’entre L 8 c ni 
il y a donc le même nombre de petits quadrilatères hyper- 
boliques égaux fur FJ 8 c fur Ln > par conièquent l’exces de 
AGli fiir AGFf eft égal à l'excès de AGnm fur AGLh ce 
qui fait une proportion arithmétique. Il eft évident que la 
même dcmonftration convient à quatre termes tels qu’on 
voudra de la progreflion géométrique, qut feront une pro- 
portion géométrique. 

Corollaire II. 

<> J 9- Qu and deux termes de la progreflion géométrique font 
réciproques , comme /CR-fégal par exemple à { ) , & K/( égal 
à 3 ) , les deux quadrilatères hyperboliques fur GR , GJ , qui 
font fur les différences G R 8 c GI de l’unité à ces deux ter- 
mes , font égaux : car KR . KG :: KG . KJ par la iùppofition ; 
donc par le Corollaire precedent le quadrilatère iur GR eft 
égal au quadrilatère fur G/. 

TROISIE ME SUPPOSITION OU DEFINITION. 

6 40. S 1 l’un conçoit écrits de fuite fur une même ligne, ou fi l’on 
veut dans une même colonne, tous les nombres depuis zéro 
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de la progreflion géométrique dans laquelle régné le raporr 
qui ne diffère duraport d’égaiité que d’une grandeur infini- 
ment petite, 6e qui vont en augmentant, de maniéré que 
l’unité fe trouve placée entre tous les nombres moindres 
que l’unité 5c les nombres plus grands , c’cft à dire que l’unité 
jfoic précédée de tous les premiers mis de fuite, 8c fuivie des 
% autres aufli mis de fuite ; 6c que une ligne au-delTus, ou 

dans une colonne à coté, l’on conçoive zéro écrit vis à vis 
de l’unité; la valeur d'un des petits quadrilatères hyperbo- 
liques écrite à coté du nombre immédiatement plus grand 
que l’unité avec le figne ■+■ , 6c encore vis à vis au nombre 
immédiatement moindre que l’unité avec le figne — ; la 
fournie de deux de ces petits quadrilatères écrite vis à vis du 
fécond nombre plus grand que l’unité avec le figne -4- , 6c 
encore vis à vis du fécond nombre moindre qui la précédé 
avec le figne — ; la fomme de trois quadrilatères écrite vis 
à vis du troifiéme nombre qui fuit l’unité avec -+• , 6c encore 
visa vis du troifiéme qui la précédé avec — ; 8c ainfi de fuite ; 
la fécondé ligne ou la féconde colonne contiendra une pro- 
greflion arithmétique, dont chaque terme s’appelle le loga- 
rithme hyperbol que du terme de la progreflion géométrique 
qui eft vis à vis ; qu’on appellera fon terme cône (pondant ; zéro 
fera le logarithme de l’unité, 6c fe trouvera entre les loga- 
rithmes négatifs qui le précèdent, 6c qui font les logarith- 
mes des nombres moindres que l’unité , 6c entre les pofitift 
qui font les logarithmes des nombres plus grands que l’unité. 

Corollaire ci ton explique lufage des logarithmes 

«4* L ’u s a g e des logarithmes eft pour diminuer la peine du 
calcul dans les Mathématiques pradiques, comme dans la 
Geometrie pradique,l’ Agronomie, 8cc. on change par leur 
moyen les mulriplications8c les formations des puiflànces en 
de Amples additions, 6c les divifions 6c les extradions des 
racines en de Amples fouftradions > car le quatrième terme 
b -t- a d’une proportion arithmétique dont zéro eft le pre- 
mier terme o, a, b, b ■+- a étant la fômme des deux moyens 
a, b i 8c le troifiéme terme a d’une proportion arithmétique 
dont zéro eft le dernier terme b ■+■ a , b ; a, o étant la diffé- 
rence du premier terme b-*- a 6c du fécond b, c’cft adiré b-*- a 
— b — ai quand on a une multiplication à faire , c’eft à dire 

qu’il 
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qu’il faut trouver le quatrième terme d’une proportion geo. 
métrique dont l’unité eft le premier terme, & les deux nom- 
bres à multiplier le fécond & le troifiéme terme; il n’y a qu’à 
prendre la fomme des deux logarithmes du fécond & du 
troifiéme terme , Si chercher dans la table le logarithme qui 
eft égal à cette fomme; le nombre qui eft vis à vis fera le pro- 
duit que l’on cherche : Et de même quand on aura une di- 
vifion à faire, c’eft à dire qu’il faudra trouver le 3' terme d’une 
proportion géométrique dont le nombre à divifér eft le 1“ 
terme ; le diviféur le z c terme ; le quotient que l’on cherche 
le 3' terme, Si zéro le 4 e terme ; il n’y aura qu’à ôter le loga- 
rithme du 1' terme du logarithme du 1“ terme, Si le loga- 
rithme qui fera égal au refte, fera vis à vis du 3 e terme , qui 
eft le quotient que l’on cherche. 

é 4 z. Les formations des puiflances n’étant que des multiplica- 
’ tions réitérées , Si les extradions des racines des divifions 
réitérées, pour trouver la i c , la 3 e puifTance, Sic. d’un nom- 
bre ; il n’y aura qu’à prendre le double , le triple du loga- 
rithme de ce nombre, &c. Scie chercher dans la colonne 
des logarithmes , le nombre qui fe trouvera vis à vis fera la z e , 
la 3 e puifTance , Sic. du nombre propofe. De même pour 
trouver la racine i e , 3% Si c. d’un nombre, ij n’y aura qu’à 
prendre la moitié, le tiers, Sic. du logarithme de ce nombre. 

Si le chercher dans la colonne des logarithmes, Si le nom. 
bre qui fera vis à vis fera la racine i,i\Sic. que l’on cherche. 

Ce Corollaire eft une fuite de la notion des logarithmes, Si 
de ce que quatre termes de la progreflîon géométrique cor- 
refpondante à la progrelfion arithmétique des logarithmes, 
faifànt une proportion géométrique, leur quatre logarith- 
mes font une proportion arithmétique. 

Les formules pour trouver les logarithmes hyperboliques. 

6 4 3- P otjr trouver le logarithme hyperbolique d’un nombre Fie. xtvn. 
quelconque plus grand que l’unité , qu’on marquera par 
1 -4- w, il faut imaginer que ce nombre eft une coupée, par 
exemple KF fur l’afymptote KL, Si l’ordonnée correlpon. 
dante eft Ff, que fa première parrie 1 eft KG, & fà féconde 

{ >arrie»=G.FJ Si laqueftion fé réduira à trouver le quadri- 
atere AGFf, qu’on nommera l, c’eft à dire logarithme. 
L’équation à l’hyperbole équilatere eft-^^ = yÿ— _ j__ 

XX xx 
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La différentielle de KF — i-+-neftdni ainfi Pclement du 
quadrilatère / eft dl = -—2. > qui fe réduit à - ‘f - " - — i = o. 
Or on trouvera comme dans [ article 227, où eft ce même 
exemple, excepté que U) y eft nommée xi dl,dxi n,yi &cdn, 
dy 5 le logarithme l — \n — Ÿim-t-ja 1 — ^» 4 -t- ÿs’ — &c. 
C’eft lu formule pour trouver le logarithme d’un nombre 
qui furpaflè l’unité. 

Quand le nombre propofé fera moindre que l’unité, on 
le nommera 1 — m &c l’on aura l’équation — 1 = o 5 
& l’oit trouvera par la fnême méthode le logarithme l = in 
-►{«‘-t- j»’ •+- -+• -j-s' •+• &c. C’eft la formule pour trou- 

ver le logarithme d’un nombre moindre que l’unitc ; il fau- 
dra feulement, quand on l’aura trouvé, mettre le figne — . 
audevant de la fomme qui contiendra tel nombre que l’on 
voudra des termes de la fuite que fera trouver la formule. 

'Usage des formules. 

644- X l n'y a qu’à fubftituer le nombre dont on cherchera le 
logarithme à la place de t -t- n ou de 1 — n dans les formu- 
les , ou fimplement la différence de ce nombre d’avec l’unité 
à la place de la fomme qu’on trouvera fera le logarithme. 
Mais comme il faut que les termes de la formule aillent en 
diminuant, &C que les logarithmes d’un nombre moindre 
que l’unité, & celui de fon réciproque plus grand que l’uni- 
té, font égaux ; il vaudra mieux fc fervir de la féconde for- 
mule, & mettre le nombre reprefenté par à la place de 
1 — n dans la fécondé formule; c’eft à dire qu’il y faut met- 
tre — ~ à la place — ni car = 1 — nbr- 

Lu manière de réduire les logarithmes hyperboliques 
aux logarithmes ordinaires des tables. 

64J. D ans les logarithmes des tables, le logarithme du nom- 
bre 10 eft l’unité précédée d’un grand nombre de zéros; les 
logarithmes de 100, de 1000, de 10000, &c. font 1,3, 4, &c. 

E récedés du même nombre de zéros. Or en concevant les 
>garithmes ordinaires des tables écrits dans une 3' colonne 
àcotédes logarithmes hyperboliques correfpondants, il eft 
clair que le logarithme hyperbolique de 10, (qu’on trou- 
vera a, 30238509199404568401799143468 , fi l’on veut le 
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calculer jufqu’à trente rangs), eft au logarithme hyperboli- 
que d’un nombre quelconque, par exemple de 30, comme 
le logarithme des tables qui convient à 10, qui eft l’utfité 
précédée de tel nombre de zéros qu’on voudra, eft au loga- 
rithme du même nombre 30 qu’il faut mçrrre dans les tables. 
Ainfi on réduira par cette proportion les logarithmes hyper- 
boliques à ceux des tables. 


Quand on a le logarithme 1 £un nombre , trouver ce nombre. 

646. I l faut fc fervir de la méthode du retour des fuites 134 & 
13 j, où l’on a mis ce même Problème pour exemple j c’eft 
à dire, il faut par le retour des fuites, ayant l=n — \nn 


J-»’ — ^n*, Hcc. ou /= n ■+■ ~nn •+• &c. trouver la 
valeur de n exprimée par / & par les puiflances de /, & y 
ajouter l’unité pour avoir la valeur du nombre 1 n , ou 
retrancher la fuite qu’on trouvera de l’unité pour avoir le 
nombre 1 — niée l’on trouvera i+» = i + i _i_/> 


-/+ -+- &c. 80 — » =• 1 — | 


1X1X4* 


— ficc. On trouverait les mêmes formules par les équations 


= 0. 


dl — ^ , & dl = en reduifant la 1" à 1 -t- n- M y 

& la r c à 1 — n^x, — o , & y appliquant enfuite la méthode 
du fécond P robl.t/j. 


Avertiffcmcnt. 

On ne s’arrêtera pas ici à donner plufieurs moyensdefaci- 
liter &c d’abreger le calcul de ces logarithmes, étant obligé 
d’être court; pour dire cependant beaucoup de chofes en 
peu de mots , on s’attache dans ces ufages de l’Analylê à 
faire concevoir clairement aux Lecteurs les méthodes gene- 
rales qui leur feront refoudre une infinité de Problèmes. 


R H M A R Q^U E. 

6 47’ Tl< e s lignes droites peuvent avoir leurs logarithmes hyper- Fic.XLVII. 
boliques comme les nombres; pour le concevoir clairement 
il faut mener la droite K ST, qui fade avec l’afymptote KG 
tel angle qu’on voudra ; prendre fur cette ligne la partie 
déterminée KS telle qu’on voudra, & la nommer a ; &. nom- 
mant l’indéterminée ST{x), a-t-x reprefentera telle droite 
qu’on voudra. Il faut mener SG au point G où fe termine 
l’unité KG, & par chacune des ST (*) , mener TF parallèle 

X X x x ij 
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à SG > & le quadrilatère AGF/ Ce ra le logarithme hyperbo. 
lique de la ligne KT. Si l’onprenoit Kt(a — x),fon loga_ 
ritfime feroir AG PC. Or KS (a). KG ( i ) :: ST ( * ) . GF = ± i 
ce qui donne KF = i = & Ff— ,6c la diffé- 

rentielle du logarithme AGF f [il) — £r x , qui fe réduit à 
— a — o j d’où il eft facile par le Problème art. 1 7 p, 
de trouver le logarithme l de la ligne aa-x. Ce qu’on peut 
aifément appliquer à la ligne Kt ( a — x ) > mais la différen- 
tielle du logarithme négatif A G PC fera négative 6t égale 

A — sd* 


Trouver taire à' un feïleur elliptique aKG exprimé parla tan- 
gente aT au fommet a du grand axe K a. 

6 4 8 . Le fé&eurGKa, en fuppofânt les deux tangentes a T, GT, 
Fic.XLVI. eft partagé par la moitié parA7’i car en concevant les deux 
ordonnées GM, a M au demi-diametre K*, l’on aura pour 

• Ü6. l’une & l’autre ordonnée * KT . K*. - K*. . KM> ainfi le 

point M leur eft commun, 6c elles font une meme droite , 
&c Kx partage cette droite aG par la moitié en M, d’où l’on 
déduit aifément que Kx partage le fecteur entier a KG en 
deux moitiés. Pour trouver la première moitié a Kx, on 
fuppoféra la tangente AT—t, la moitié K* du premier axe 
égale àr,la moitié KD du fécond axe égale à 1. On tirera/Cr 
infiniment proche de KT, 6c les petits arcs t A, x<p du centre 
K avec les rayons Kt, Kx> &c l’on aura les triangles rectan- 
gles femblables K&T, t\T, qui donneront KT(ylxl‘ •+■ àr' 
= Vrr-t-tt) . K*(r) :: Tt{dt ) . t\ —^==7, . 

En nommant xb[y), l’on aura à caufé des triangles fém- 
blables KaT, Kbx i Ir' ( tt ) . k Y ( yy ) kâ‘ ( rr ) . EF = 

* jSo. On aura aulfi par la propriété de l’cllipfè * Fo ( 1 ) . Vt' ()y) 

:: ïï‘ (rr ) . kT — rï‘ = rr — ^2 S d’où l’on déduit rryy — rr 

yy^~, = ith i a>nfi E* = Kl' + Zb' = 1^, 

6c Kx = V~%. 

Les petits fecteurs femblables tK\, xKç do nneront Kt 

{y/rr + tt) . tx ( -’/=.) K x ).x<p=zrdtx Fj t . 

vrr tt-+- ixrr-f-/r 

Par confequent le petit fecteur qui eft l’element du 

lecteur aKx , eft K x * i * ? = rdt x v' — — x x y/zzjj. 5—. 

w * ir — 1 U"+l 


Digitized by Google 


L I V R E VIII. 71$ 


. ainfi nommant / le feéteur a2Cx, on aura dt —j^L, 

tt~ f- I * . j. j «•*-! 

• y. ' J • J I - n 

qui le réduit à — j, ï r — 

On trouvera par cette équation , en employant la mé- 
thode du Problè me , arti cle 17 f, le lecteur a K* (s) ~{r * 
xt — y* 1 ÿr* — jt 7 6 cc. Scie fadeur aXGjdpuble de 
aK*-,— r x î7 — y/ 1 j t' — &c. 

On trouvera par la même méthode precifément la même 
fuite pour un lecteur femblable du cercle , & la même fuite 
auflî , en rendant tous les termes pofitifs , pour un lecteur 
femblable hyperbolique, dont le lômmet eft au centre de 
l’hyperbole, en fuppofânt l’hyperbole équilatere , ou, ii elle 
ne l'eft pas, en fuppofant fon lecond axe = 1. 


Un fecleur elliptique AFC dont le fommet F efl à un des foyers F 
de l' elhpfe , ou à un autre point du premier axe A K a, étant regardé 
comme connu , trouver t ordonnée CB du point C qui eft [ extrémité 
de Han AC de C elhpfe qui fait la baje du feÜcur. 

^ 4 9 * O n fuppofe la moitié KA du premier axe connue = qi Fic.XLVI. 
la moitié K.D du fécond axe, auifi connue, = r > la partie FA 
du grand axe connue, = r> l’ordonnée inconnue CP = xi 
le leéteur AFC regardé comme connu , mais pourtant in- 
déterminé, afin qu’il puiHb reprelènter tel lecteur qu’on vou- 
dra, égal à \y. 

* j8o- Par la propriété de l’elli plë * T jp 1 (rr) .KA l {qq) :: ~kd 1 
— BC'{rr— xx).KB' —l~x r r—xxi a infi KB = fVrr—xxi 
KA — KB — B A = q —iy/rr— xx, & FA — BA — FB 
= t — q r — xx. Or la différence B b de B A = q 

— -2 V'rr — xx, eft ■+• î la multipliant pHr l’ordonnée 

BC(x), on aura . —3 - '■ ï*p ir . p our l’élément BCcb 
du demi - lègment B CA. Multipliant auflî F B par -j- BC, 
on aura le triangle F BC = l rx +iJ y 'Li:fJL. Sa dif- 
ferentiell e fera donc, étant réd uice au même dénomina- 
teur, *=r * + n TV*» y '« , Mais le triangle FBC 

& le dem i-fegment BCA failânt enfcmblele facteur CF A (jy), 
la Ibmme de leurs différentielles doit être égale à la diffe- 

X X X x iij 
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6 Si. 

*i»4. 
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rentieiJe ou à l’élenient du feéteur CFA qui cÇt{dy. On aura 


donc cette équation 


qr +-t — tj x y rr — xx 
1 Vrr — xx 


dx = |</y,"qui le 


réduit 7—q x Vrr — xx — Vrr — xx = o. C’eft 

i équation par le moyen de laquelle on trouvera , comme 
dans t article qui contient ce même exemple, la valeur 

de l’ordonnée CB [ x) — 2ii_ s 

I807J *504^/ — . 7 O.- flr n 1X0 r, ‘ , * 

jô+oV^T 71 — — / -+■ &- c - Ce qu il faüoit trouver. 

On auroit pù trouver l’élement du même fecteur en cher- 
chant immédiatement le petit lecteur CFc = Cg x c . 
mais le calcul ctanc bien plus embaraftè , on s’eft déterminé 
à la voye qu’on a luivie , où il eft bien plus court & plus 
facile. ‘ 

Avertissement. 

L e Problème précèdent donne la rélolution direéte d’un 
Problème d’Aftronomie dont avoir beloin Kepler , & qu’il 
n’a pu trouver que par des voyes indirectes. Après avoir fait 
voir dans le chapitre jp de fon Ajlronomic nouvelle touchant les 
mouvemens de Mars, que cette planette décrit une ellipfe^Da 
dont le Soleil occupe l’un des foyers F , que le temps entier 
de fon mouvement moyen autour du Soleil, par exemple 
depuis le point A où elle eft plus éloignée du Soleil , iufqu’à 
fon retour à ce point, doit être mefuré par l’aire entière de 
l’ellipfc qu’on peut concevoir exprimée par le nemibre 360 
& chaque partie du même temps par l’aire d’un fecteur’ 
comme CFA de la même ellipfe dont le fommet eft au 
foyer F , & qui lèra une des parties de 360 ; nommant cha- 
cun de ces leste urs CFA l' anomalie moyenne , il falloir trou- 
ver l’angle CFA de ce fecteur au foyer F, ce qu’il nomme 
t anomalie véritable. Le Problème précèdent fait trouver cet 
angle CFA pour tel fecteur CFA qu’on voudra alîîgner ; car 
nommant le fecteur {7, l’on trouve par le Problème précè- 
dent la valeur de I 'ordonnée BC(x) qui eft un côté du trian- 
gle rectangle FBC, ScBC(x) étant connue on trouve le 
fécond coté F B = r — q +1 Vrr— xx i & l’on aura par 
conlequent l’angle CFA qu’il fallait trouver. 

En prolongeant BC jufqu'au point H de la circonfé- 
rence AI a qui a pour diamètre le grand axe ^a, l’on aura* 
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BC .B H 1: KD . Kl = K A ; ce qui fera aufli trouver B H. 
& l'angle HE A , que cherchoic aulG Kepler. 

R E M A R Q__U E. 

Les exemples qu’on a mis pour trouver l’aire des courbes 
par l’élçment de cette aire, &c pour trouver les lignes incon- 
nues qui encrent ou qu’on peut faire entrer dans cec clement, 
fuffifent pour faire voir clairement qu’on trouvera de la 
même maniéré les aires des autres courbes par leurs élemens , 
& qu'on trouvera aufli les lignes inconnues qui encrent dans 
ces élemens ; ce qu’on doit aufli entendre des élemens des 
folides & des furtaces courbes. 



yi6 


Analyse demontree. 


H> ^ ^ ^ <1- ■(><> -O- (> -!>•<)■<><)■<► -0- <>•!><><> <1- 

TROISIEME PARTIE. 


Oit l’on fait voir lu fage de l’Analyfe pour découvrir 
les réglés du calcul intégral , CT où l’on explique 
les u fage s de ce calcul. 

PREMIERE SECTION. 

Où ton fait voir tu fige de tAnalyfe four trouver les réglés 
du calcul intégral. 

PREMIERE DEFINITION. 

6 ji. Quand on a une différentielle quelconque, la maniéré 
de trouver la grandeur entière ou l'intcgrale dont elle eft 
la différentielle, eft ce qu’on appelle le calcul intégral. 

Première Proposition fondamentale. 

6/3- Quand une grandeur différentielle eft incomplexe, qu’elle 
ne contient qu’une feule changeante x multipliée ou divifée 
par une confiante, &, fi c’eft une fradion, que le dénomi- 
nateur ne contienne que des confiantes , on en trouve tou- 
jours l’integrale, i°,en augmentantdans la différentielle don- 
née l’cxpofant de la changeante d’une unité ; i°,cn divifant 
enfuitela différentielle par l’expofant de la changeante ainfî 
augmenté de l’unité éc multiplié par la différentielle dx de 

* 53 *. la changeante x linéaire ; car le quotient fera l’integrale. * 

Ainfi axdx a pour intégrale f x*: -J x^dx a pour inte- 
g rale û ** •’ a pour intégrale -£j== : x x'dx a ' 

pour intégrale \x‘ x ÿ~f : ax~'dx a pour intégrale § = oo j 
c’eft à dire, -la méthode donne une intégrale infinie, ou 
plutôt elle ne fait rien découvrir } il faut avoir recours à 
d'autres maniérés de trouver l’integrale : en general nax~ 'dx 
a pour intégrale ax u i & ax n dx a pour intégrale ~fx'‘*‘. 
Cette propofition eft une fuite évidente du calcul diffèren- 

* jj*. riel*. Il faut faire ici la même remarque qu’on a faite dans 

l’art. 53 j. 

Corollaires 
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Corollaires de la première proportion. 

L 

6 S 4- Q u a N d on a une grandeur différentielle complexe qui 
n’eft élevée à aucune puiffànce, & que tous les termes n’ont 
chacun qu’une feule changeante élevée dans ce terme à quel- 
que puiffànce que ce puifle être, on en peut toujours trouver 
l’integrale : Par exemple l’integrale de ax'dx — bbxxdx 
•+■ c'ydy — e*dx eft — ^x’’ '~yy — e'xi car chaque 
terme fe peut regarder comme s’il étoit feul. 

S’il y avoir des fractions , & qu’elles n’euflênt au dénomi- 
nateur que des confiantes , on en trouveroit de même les 
intégrales ; ainfi fxdx — T^t^ydy a pour intégrale —x’’ 

6 y y. Quand une différentielle dx eft multipliée par la puiffànce 
d’une grandeur complexe entière , ou qui n’a que des con- 
fiantes au dénominateur , fie que l’cxpofànt de la puiffànce 
eft un nombre entier pofitif , & qu’il n’y a qu’une même 
changeante x, on en peut toujours trouver l’integrale par la 
première propofition , en élevant la grandeur complexe à 
cette puiffànce. Si l’on a dx r. a -i-^-x , il faut lâ réduire à 
al •+• & l’on trouvera enfuite que l’integrale 

eft 

6 s 6. Mais quand une différentielle dx eft multipliée par une 
grandeur complexe élevée à une puiffànce dont l’expofànt 
eft un nombre entier négatif au-deflùs de l’unité, on en 
trouvera l’inregrale fans l'élever à cette puiffànce , & fl elle 
y étoit élevée, il faudroit la réduire à fa racine, &lui don- 
ner l’expofant négatif de la puiffànce : Par exemple dx * 
aï—Tx ~ ‘a pour intégrale — £ x al—bx ~ Mais fi l’on a dx x 
aa — ia x -t- xx , il faut la réduire à dx x a — x , donc 

on trouvera par la i" propofition l’integrale — a — x~‘ 

" ' <« — x * 

R E m a R. E. 

a dit que l’expofànt entier négatif de la grandeur 
complexe devoir être au-defïus de l’unité s car quand c’eft 
l’unité l’on trouve zeroj ainfi il faut avoir recours ï une 

Y Y y y 
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autre méthode , qu’on donnera dans la fuite , pour trouver 
l’integrale dans ce cas ; l’on doit aufli remarquer que la gran- 
deur complexe élevée à une puiflànce dont 1 expofant eft 
négatif, ne doit avoir que deux termes dont l'un n’ait que 
des confiantes , & l’autre la changeante x linéaire; car dans 
les autres cas on n’en peut pas trouver l’integrale par la feule 
première propofition; il faut d’autres méthodes qu on don- 
nera dans la fuite. 

Corollaire IV. 

658. Quand une différentielle eft une grandeur incoirmlexe 
qui n’a qu’une changeante élevée à une puiflànce quelcon- 
que dont l’expofànt eft un nombre rompu pofidf ou négatif, 
on en trouve toujours l'integrale comme dans la première 

propofition : Par exemple dxy/ax = ax l dx a pour inté- 
grale \a * ** 1 : fe se * ** * * P our intégrale 1a 

x — i-»* 1 __ sc en general ax“dx a pour intégrale 

d ü ■+" ' n » a 

A-t-I* n -t- 1 X 

Seconde x> e* r i n i t i o n. 

6 $ 9. Lousqu’üne grandeur complexe ou incomplexe eft 
élevée à une puiflànce dont l’expofant eft une fradion pofi- 
tive ou négative, ou bien une grandeur entière négative & 
même pofitive, on dira que cette grandeur eft fous le figne i 
& quand elle eft en même temps multipliée par une gran- 
deur entière , on dira que cette grandeur qui eft une parti e 
du produit, eft hors du fane. Ainfi dans \*'dx ibxdx x 

a x +-ÙX 1 a'x -+• hx' eft fous le figne & {adx ■+■ ibxdx 
eft hors du figne. 

Corollaire V. 

660. L, o R s qu’ o n a une grandeur complexe fous le figne mul- 
tipliée par une différentielle hors du figne, qui eft la différen- 
tielle de cette grandeur complexe confiderce hors du figne-, 
on en peut toujours trouver l’integrale par la première pro- 
pofition ; comme aufli quand la différentielle hors du figne, 
telle qu’on l’a dite, eft multipliée par une grandeur confiante 
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7*9 

_ , 

quelconque; ainfi l’integrale de \xadx itxdx xa'x + ùx 1 1 

i. i 

eft bx l x : l'integrale de ixdx xw + x^'eftix 

aa xx 1 . 

Remarques. 

■n L 

6 6 i. Pour connoître facilement les cas qui fe rapportent au 
cinquième Corollaire, on peut y employer P Anal y fe, en 
fuppofànt la grandeur complexe, qui eft feus le figne, égale 
à une feule lettre changeante 8c apres avoir trouve la 
valeur de d il faudra changer toute l’exprefïion de la 
grandeur différentielle complexe qui eft donnée en ç 8c dx^ 
& dans les cas qui fe rapporrenc au cinquième Corollaire , 
on trouvera une exprelfion plus fimplc de la différentielle* 
dont l’integrale fe pourra aifemenr trouver par la première 
proportion; 8c après l’avoir trouvée, il faudra y febftituer 
les grandeurs fuppofèes égales à s^, 8c l’on aura l’integrale 
qu’il falloir trouver: Cette méthode que fournitl’Analyfè 
par fes expreffions indéterminées qui fert à changer les dif- 
férentielles données en d’autres équivalentes pluf /impies ôc 
plus propres à y pouvoir appliquer la réglé de la première 
propoficion fondamentale, eft de grand ufâge pour décou- 
vrir les intégrales les plus compofecs , connue on le verra 
dans la fuite. 

Par exemple pour trouver l’integrale de | x a l dx-+ibxdx x 

i i 

Sx-*-bx l on fuppofera x==* l x + èx l ‘jd’où l’on déduira 
V = a ' x ■+■ bx- , 8c x^== a l dx -*- ibxdx. On changera 
rexprefhon donnée en ^8c d en fubftituant dans la pro- 
pofee za^à la place de a'dx zbxdx, 8c la place do 

a x -+- bx L 1 ; on la changera, dis-je, en cette équivalente 
qui eft très fimple; on trouvera par la i" propofirion que 
fon intégrale eft On febftituera dans cette expreflion 

la valeur de 8c l’on aura | x Sx+bx * * pour l’in- 

tegrale de la différentielle propofée. 

II. 

6 6 z. Il faut quelquefois préparer les exp refilons différentielles 
pour les réduire au cas du cinquième Corollaire. Cette pré- 

Y Y y y ij 
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paration fê fait ordinairement en multipliant la partie qui 
eft hors du ligne par la changeante x ou par une de fes puif- 
fànces, ou par une grandeur qui contient des confiantes 8c 
la changeante x , 8c divifànt en même temps la partie qui eft 
fous le ligne par cette même grandeur ; ou bien au contraire 
en divifànt la première partie par cette grandeur , 8c multi- 
pliant en même temps la fécondé par la même grandeur j 
par cette préparation la différentielle confèrve toujours la 
même valeur. Cette préparation s’exprime ordinairement 
en difant qu’il faut mettre fous le ligne une grandeur qui eft 
hors du ligne , 8c ôter de deffous le ligne une grandeur qui 
y eft, pour la mettre hors du ligne, lans changer la valeur 
de la grandeur propofée. 

Pour faire mieux concevoir la maniéré de faire cette pré- 
paration , on la fera remarquer fur un exemple limple 8c 

general, comme x m x ax " • Suppofo qu’on veuille multiplier 
la partie x m par x q , il faut écrire x m *‘ l , 8c en même temps 
divifêr la fécondé partie par x q pour confcrver la même 
valeur ; mais comme la féconde partie eft fous le ligne dont 
l’expofant eft p, il ne Itiffit pas pour en faire la divifion par* 1 
d’écrire ax"~‘ l f , mais il faut divifer l’cxpofànt q par l’ex- 
x 

polant p, 8c l’on aura x ? i 8c pour divifer enfuire la féconde 
S. 

partie par x p , il faut écrire ax"~ r , & la grandeur propo. 

P , r p 

Ice x ra x ax" fera changée en •v ra ' 1 " <1 x ax" r qui lui eft 

équivalente. La raifon de la féconde operation eft que la. 
grandeur qui divilé la féconde partie doit être égale à celle 

qui a multiplié la première partie , 8c x p = 

Si l’on vouloir divilêr la féconde partie par x ", c’efti dire 
ôter x" de deffous le fîgne, 8c multiplier en même temps la 
première par il faudrait écrire x m *" I, x *x"~“' |, =e x m ^' v x 

..... .p 

a p — x n 'xax“ . La raifon en eft que dans la féconde par- 
tie x" eft élevée à la puiffance p > ainfî en divifànt la fécondé 
partie par on la divife par * ,,p ; il faut donc pour con- 
îërver la même valeur multiplier la première par *“ p . 
Quand l’expofant p du ligne eft unç fraclion , comme 


Digitized by .Google 


Livre VIII. yu 

i. 

dans x 4 x ax* x , & qu’on veut multiplier la première partie 

. _ I 

par x\ & divifer la fécondé par x', l’on trouve x 4 * ’ x ax g 
= x 7 x ax ‘ 1 , alors £ exprime une multiplication au lieu 
d’une divifion , puifque T = i x 3 = 6. 

Quand l'expofantp du figne eft négatif, comme dans x* x 

— — _ X. 

ax' ~ x , & qu’on veut multiplier la première partie par x 1 , 
& divifer la féconde par x 1 , on trouve x 4 * 1 x4x ! ‘ï 

i. — i. 

c=x s xax l ~* l =x < xrfx 7 1 =x 4 x<*x i x , alors — j- 

_ j devient = — -t-4; ce qui marque que 

dans ce cas la première & la fécondé partie font multipliées 
par la meme grandeur, pareeque dans ce cas la grandeur 
propofée eft une fra&ion. Ces choies fuppofées : 

Pour réduire, par exemple, la différentielle dx x a‘x' 

3 a*bx* -*-} a'bbx' 6 ' x e 1 au cas du cinquième Corollaire, 
je remarque que cette expreflkm eft égale à celle-ci dx x 

a' x-*-t>x l 1 x m v x+ 6 x'' * ; je multiplie la grandeur qui eft 
hors du figne par a l x éx l , & je divife en même temps 
celle qui eft fous le figne par la même grandeur, & je trouve 

. I iinr » - . «. 

a xdx -+- bx^dx x 4 l x-t~ bx l 1 qui fé rapporte au cinquième 
Corollaire. 

1 

De même pour réduire la différentielle dx x aax 1 •+■ x 4 x 
il faut multiplier dx par x, & divifér par x la grandeur qui 

jr 

eft fous le figne , & elle lé changera en xdx x a a -t- x 1 l qui 
lé raporte au y c Corollaire. Au contraire pour réduire au f 

Corollaire la différentielle 3 ax'dx ■+■ 4x*dx x *x -«-x* il 
faut divifer la partie qui eft hors du figne par x, & multiplier 
telle qui eft fous le figne par x, & elle fera changée en fon 

équivalente iax l dx-^^x'dx x<tx' + x 4 *, dont on trouvera 

Y Y y y iij 
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par le cinquième Corollaire l’iDtegrale j xax' - t- x 4 S 
On réduira de même au cinquième Corollaire la differen- 


tielie adx -+- xdx x y a -t- ix l , en multipliant la première 
partie &c divifânt la féconde par x, & l’on aura l’cquivalente 

axdx -t- x'dx x 3 axx -+- zx 1 1 , dont on trouvera l’integrale 

par le cinquième Corollaire ou par la première remarque , 
__I 

en fuppofânt 3 axx ■+■ ix* 1 = d’où l’on déduira ■== 

3 axx -*- ix» 1 , & zf l — 3 «*xx j &; — 6</x<£v 

6x l dx, & — |^ _J ^^=rfxdx x l dx; par conféquenc 
2 . 

— {C Vj^= axdx -+- x'dx x 3<xxx-«- îx* 1 » Or l’integrale 
de — l^rV^eft, par la première propofition ou par le troi- 
fiéine Corollaire , ~ sf~ ' ; où fubflituant la valeur de on 

trouvera -j- x y axx ix' 1 pour l’integrale que l’on cher- 

choit. 

1 

On réduira au contraire la différentielle ax l dx x^’x -t-x 4 *- 
au cinquième Corollaire , en divifant la première partie 6c 
multipliant Inféconde par x, & l’on trouvera l’équivalente 

* ix dx xm + xx 1 1 dont l’integrale eft a xaa - 1- xx 1 . 

III. 

Où ton explique la marque qui fait difimyter tes cas où t intégrait 
qu'on trouve cjl complété ; & la règle pour trouver quand elle nt 
l'tfi pas, la grandeur confiante qu'il faut lui ajouter ou retran- 
cher pour avoir t intégrale complété . 

6 6 3. Po u r faire voir aux Leéleurs la raifon de la réglé par la- 

3 uclle on connoît fi une intégrale eft complété , éc la gran- 
eur confiante qu’il lui faut ajouter ou en retrancher quand 
elle ne l’cfl pas , afin de la rendre complété, en même temps 
qu’on expliquera cette réglé; onleurfera remarquer qu’une; 

• différentielle complexe ou incomplexe, qu i n’a qu’une meme 
changeante x, peut être regardée comme l’élement de l’aire 
>i«.XLVin. d’une courbe VD E dont x eft la coupée } ou la partie chan- 
geante de la coupée quand elle contient une confiante 6c 
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«ne changeante, & dont Ja quantité multipliée par dx eft 
l’ordonnée. Pour avoir l’équation de cette courbe VDE , il 
faut effacer dx de la différentielle propoice , Sc fuppoiér une 
changeante^ ou ^égale à la quantité qui rcfte apres en avoir 
effacé dx. 

Par exemple on a trouvé*que I’élement de la longueur *584. 
de la fécondé parabole cubique^cC, dont l’équation eft x' 


— PyYt croît 4 * 9 X = dx x { x - *f ^~r ~ 1 » c l lJ î 

exprime Je petit arc cd on peut regarder cette différen- 
tielle comme l'clement de la quadrature de l'aire d’une 
courbe VDE , dont x eft la coupée ou la partie changeante 

de la coupée V AB, de | x r , l'ordonnée BE> te 

Pi i 

l’équation de cette courbe fera_y = i x »* * ; & ren- 


dant cette équation commcnfurale , on aura yy = 
qui eft l’équation d’une parabole fimple VDE, dont la cou- 
pée V A B ié trouvera (en comparant- cette équation avec 
celle de l’art. 417, comme l’on a fait dans l’art. 441 ) égale 
à -+- x, c’eft à dire, la partie confiante f p eft VA, Sc la 
partie changeante x eft A B, Sx. commence au point A. Le 
paramétré VP — -fc. 

On remarquera ici que l’on dit que la rectification d’une 
courbe , ou la mefure de la iolidité du corps formé par la 
révolution de cette courbe autour d’une ligne droite don- 
née , ou la mefure de la furfàce courbe de ce corps, dépend 
do la quadrature de la courbe qui a la même différentielle 
pour l’élement de fon aire ; ainfi la rectification de la fécondé 
parabole cubique dépend de la quadrature de la parabole 
fimple. 

Il eft évident que la différentielle propofée , par exemple 

I * 

dx x 1 x4/» + ox l , qui eft l'élément de la longueur 
1 * P t 


de la parabole cubique , eft auflî l’élement de l’aire de la 

x 

parabole fimple^ = { x 1 . L’integrale de cette dif- 

férentielle, qu’on trouvera parle cinquième Corollaire,* ou * 66 ». 
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par la première remarque * égale à ^ 1 L x 4/>-+- 9* 1 , 

doit exprimer la longueur AcC de la parabole cubique ; 
elle doit auiîï exprimer l’air tVABEDV de la parabole 
limple. 

Pour voir à prefênt fi cette intégrale exprime exactement 
la longueur AcC de la parabole cubique, on fera ce raifon- 
nemenc 5 la quantité qu’exprime cette intégrale doit être 
égale à zéro a l’originel où commence la parabole cubi- 
que AcC, c’eft à dire, elle doit être égale à zéro â l’originel 
des x , où x = o. Il faut donc fuppofer dans l’integrale 

, 2 

trouvée — - x 4/» -t- 9 x 1 , que x = o ; fc fi l’integrale 

devient elle -même zéro par cette fuppofition , elle fera, 
exacte 5 fi au côntraire elle contient encore une grandeur 
confiante apres cette fuppofition, comme en effet on trouve 

en fuppolânt x = o , la grandeur confiante — 1 , x 4 p* 

= •+■ -rfp, il eft clair que cette confiante eft de trop ; ainfï 
il faut la retrancher, c’eft à dire, l’ccrire après l’integrale 
avec le figne — , fi elle avoir le figne -t- ; & avec le ligne -+■ , 
fi elle avoit le figne — , afin qu’en la joignant avec un figne 
oppole à l’integrale trouvée, elle la rende égale à zéro à 
l’origine des x, où la valeur de l’integrale trouvée doit être 
égale i zéro. L’integrale exacte qui exprime la longueur 


de la parabole cubique VcC eft donc 
— £p- 


* 7 * P t 


T * 4 P •+■ JX 4 


Afin de prévenir une difficulté qui pourroit naître dans 
l’elprit des Lecteurs , fur ce que la même différentielle dx x 

i ' *p . x 4 p-*-yx 1 a une intégrale qui eft trop grande 

de xj p pour exprimer la longueur de la parabole cubique * 
& qu’au contraire elle exprime exactement l’aire entière 
VAJBEDV de la parabole fimple, on leur fera remarquer 
que fi l’on vouloit examiner fi rintegrale de cette différen- 
tielle eft exaéte par raport à l’aire delà parabole fimple , 
il faudroit auifi ne prendre l’aire qu’exprime l’integrale de 


cette 
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cette différentielle qu’à l’origine A des x , c’eft à dire , ne 
prendre que l’aire A B ED , & fuppofer que l’aire exprimée 

par l’integrale ^ x 4 p*-yx 1 commence à l’origine A 

des x , & qu’elle eft égale à zéro au point ^oùx = o i & 
en fuppofânt pour l’aire de la parabole fimple comme on a 
fait pour la longueur de la parabole cubique , que x — o 
dans l’integrale trouvée , on verra que l’integrale contient 
encore la confiante •+• -£jp. Ce qui fait voir que l’air cABED 

[ 

exprimée par cette intégrale eft ^ ■ ± x 4 — jjf. 

En effet l’aire de la parabole fimple étant égale aux deux 
tiers du reftangle de la coupée & de l’ordonnée * , l’aire 

l’aire VABEBA = f x VAB [%f*rx)*BE *) 

+ P . 


i7xzxpi 


T *«/> 


27x11 


f * 


». x x 4 p-+- yx 


*7 *p 


I x 4/> ■+■ 9 * x 4 /> -*• 9 * 1 = * 


1 x 4.? * 

2 7x/»t 


9 * 


D’où l’on voit clairement, 1”, qu’il n’y a que l’efpace^^£Z> 
de la parabole fimple qui commence à l’origine A des x qui 
foit égal à la longueur AcC de la fécondé parabole cubique * 
2“, qu’il faut fuppofer x =t o dans l'integrale qu’on trouve 
d’une différentielle propofée pour avoir l’integrale complété, 
tant celle qui exprime la grandeur à qui appartient la diffé- 
rentielle propofee (comme dans notre exemple, la longueur 
de la fécondé parabole cubique,) que celle qui exprime l’aire 
de la courbe qui a la même différentielle propofée pour l'éle- 
ment de fon aire, en fuppofânt que cette aire commence à 
l’origine des x. 

Comme l’on n’a pris cet exemple que pour faire conce- 
voir clairement la réglé, & qu’elle peut s’appliquer de même 
à tous les autres, on la mettra ici comme generale. 


597 - 
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Revit pour connoitre quand une intégrait qui ri a qu'une même 
Mangeante eft compléta & quand elle ne te fi pas , pour connoitre 
la grandeur confiante qu’il faut lui ajouter ou en retrancher pour 
la rendre complété. 

664 - Il faut fuppofer la grandeur changeante * de l’integrale 
égale i zéro ; & fi l’integrale devient zéro, c’cfl une marque 
qu’elle eft exade ; fi après cette fuppofition de x — o , il 
relie une confiante dans l’integrale , il faut la joindre avec 
un figne contraire à l’integrale qu’on a trouvée, & elle fera 
l’integrale complété qu’on cherchoit. 

On remarquera que dans les intégrales des fécondes 
différences , ce peut être une différence première fuppofée 
confiante qui foitla grandeur qu’il faut ajouter à l’integrale 
trouvée , ou qu’il en faut ôter. 

IV. Remarque. 

6 6 S- Qu a n d on trouve une intégrale négative, il faut la pren- 
Fjc.XLIX. dre non depuis l’origine, mais du côté oppoféj par exemple 
fi l’origine des x eft en A ( fig. 49 ) , & que l’équation de la 
courbe ECG par raport à l’aiymptote ABF foit, en nom- 
mant AB{x ) , BC(y} > i—xxp- y l’élement de l’aire fera 
x x x~ l dx, dont l’integrale efl la quantité négative — \x~' 
= — i » ce qui marque que l’aire qu’exprime cette intégrale 
n’efl pas DABCE , mais l’aire CBFG qui commence à l’or- 
donnée BC(y), & va vers B F qui efl le côté oppofë d l’ori- 
gine A -, car alors les différentielles dx font négatives , ce qui 
marque que ces dx viennent de F vers B, & non pas de A 
vers B ; & qu’ainfi la fournie des petits paralletogrames 
compofée des ydx dont les — dx font les bafes, qui efl l’inte- 
grale , efl fur la ligne qui vient de F vers Bi ce qui efl encore 
évident en ce que les x augmentant dans l’integrale — , 
l’integrale devient plus petite, ce qui convient à l’aire CBFG , 
& non pas à l’aire D ABCE, celle-ci devenant plus grande i 
mefure que les x augmentent. 

CoiOUAIRE VI. 

6 6 6. peut encore réduire quelques différentielles qui con- 
tiennent une grandeur complexe incommenfurabie , à la 
propofition fondamentale ou aux Corollaires qu’on en a 
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déduits , en rendant commenfurable la grandeur complexe 
qui ne l’eft pas, fans pourtant introduire de nouvelle in- 
commenfurable. Par exemple pour réduire la différentielle 

J_ 

x’x - 'dx %ax — x' 1 à la première propolition , on fuppo- 
fera la grandeur qui eft fous le ligne ax — x l = <*‘x\ -1 ; 

1 1 i 

ce qui donnera x = az^ x a 1 h- ^ y zj== a x x 1 x a—x 1 

» — i --1 

dx = la'zdz^x a L i ax — xx 1 = a\x a 1 - 1- ^ j & 

la différentielle propofée fera changée , après avoir fait les 
fubftituwons, en cette équivalente i a'z^ l dz^, dont on trou- 
vera par le troilîéme Corollaire , ou par la première propo. 
fïtion, que l’integrale eft — la'xj 1 i & fubftituant dans cette 

i _ i 

intégrale la valeur de , on aura l’integrale — xaax 1 x 
1 ^ 

a — x 1 =— xaa de la différentielle propofée a'x~ 'dx x 

i_ 

ax — x' 1 . 

Corollaire VII. 

66 y. cinquième Corollaire peut Être rendu plus general, 
quand la grandeur complexe qui eft fous le ligne n’a que 
deux termes , dont l’un n’eft qu’une grandeur confiante. 
Par exemple x 11- 'dx x a-*- bx " 1 eft une exprcllion différen- 
tielle, où x"~'dx étant la différence du terme bx" qui eft fous 
le ligne, on en trouve l’integrale par la première propofi- 
tion, i", en augmentant l’expofant p d’une unité , ce qui la 

fait devenir x"~'dx x a -i- b x" $ z°, en divifant cette dif- 

férentielle parle produit de l’expofant ainlî augmenté p- 4-1, 


multiplié par la différentielle bnx a ~ 'dx du terme bx" -, car le 
"~'dx x a b x" l 


quotient 


x a t- bx 


p-*-i 


p-*-i x bnx"~ 'dx p i x bit 

eft l’integrale de la différentielle propofée. 

On la trouve encore par la i" remarque, en fuppofant 


a -+ bx" = zj ce qui donnera a ■+■ bx" =^,x' = — 

7 ~ l d\ ; 5c la différentielle x"~'dxxa-i- bx' ! 

Z Z z z i] 
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deviendra égale à -4-; x 2 'J * K.d *J= jh * xjdx., dont l’*®- 

* i I 

tegrale eft par la première propofition _? ■- ^ xJ j & en 
y fubftituant la valeur de 2^enx, on aura l’integrale -==r^r x 

a + 6 x"*s-*-bS ? ~j=—y n y.a^-bx"^ 1 . Cela fup- 
pofé , on peut étendre le cinquième Corollaire à tous les 
cas compris dans cette expreflion x ,u * x u ~ l dx bx a • 
__ x a +-bx A P > où l’on voit que x u ~' eft multi- 
pliée par x’", dont l’expofant qn eft fuppofé un multiple de n % 
c’eft à dire q eft fuppofé un nombre entier poiîtif quelcon- 
que , comme 1,3,4, ficc. car en fuppofant a -+• bx" =x^o a 

aura 5=5 * " • ~Wf ** dx = x a -'dx i S-pt— 

. = x ,n i par confequent x ,B ~° - 'dx x a ■+■ bx dxjx 


—j s 

x J — a Or q étant un nombre entier, on peut toujours 

"p* 

trouver l’integrale de cette différentielle, x°, en élevant 

—j ‘i 

_r a à la puiflànce du nombre entier reprefêntc par q t 

■ L 

& multipliant enfuite chaque terme par JT*-„p x A* 

j°, en prenant par la première propofition Pintegrale de 
chaque terme } 3 0 , en réduifant enfuite l’integrale trouvée 
par le moyen de x . , à l’expreffion dont la changeante 
eft x. 

Par exempte fi la différentielle propofée eft cx* n ~'dx x 

Vx bx“ = cx tn * u ~ 'dx * a+éx* 7 , il faut fuppofer q = 1, 

— — — i I 

p = i ; par confequent f—t, x~=a+- *x“ * , & ~g ï'~' n p * dz* 

Zj — a = £-*<d^x£ — a * a -*L x 2^.— • ia£d^ 
h- *ta£dx^, dont l’intégrale eft par la première propofition , 
op par lç fécond Corollaire , jji * *~ T**' 3=s 
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fa* \aa — ■ 7^ x c*’, qui fe rcdüit, en mettant les 

valeurs de ks = «* ■+■ £ x", & de = a* iabx" -+■ *»■ 

dans le i* & le 3' terme ,lfa* + x ^ . oq 

< 1 

laiflè, pour abréger, ^ à la place de a -t~bx l = x-*-bx‘ 


.«T 


R E M A R. QJJ E S. 

I. 

668 . L ‘intégrale de toutes les différentielles reprefentées 
par fx ' 1 "* u ~'dx x a-*-bx " p , où l'on fuppofe que q eft un nom- 
bre entier pofitif, & par conlêquent q ■+■ 1 l’eft auffi , a autant 
de termes multipliés par x -*■ A*" p *, qu’il y a d’unités dan* 
le nombre entier q 1. Il n*y a qu’à en faire foi-même quel- 
ques exemples pour en voir clairement la raifon. 

II. , 

669. Si l’exprelfion différentielle étoit cx m ~'dx x a -+• bx" , 8c 
que = fut un nombre entier pofitif, cette cxpreffîon lèroit la 
même que cx v '* a ~ , dx x-f + W'i car puifque = eft un nom- 
bre entier, il faut que m loit un multiple de », qu’on peut 
fuppolër reprefenté par y-*- i x » > ainfi »i — 1 = qn » — 1. 
De même Ci~i eft un nombre entier pofitif, l’exprefiion 
ex™ dx x a -t-bx“ P eft encore la même que cx v '* a ~'dx x a-*- b x** j 
car ne peut pas être un nombre entier, que m-t-ine 
fuit u n multiple de», qu’on peut fuppolër reprelénté par 
q 1 xni ce qui donnera m — qn n — 1. 

I I I. 

670. On peut par le Corollaire précèdent , faire une rablc qui 
contienne les intégrales d’une’infinité de différentielles qui 
ont fous le ligne une grandeur complexe de deux termes , 
ce qu’on appelle un binôme j on en* mettra feulement ici 
quelques exemples. 

I. y/a-^-bJ 1 a pour intégrale . ^-xa+bx* 1 

a. Cx"'-'dxxVa->-bx a • • ~ x c x a -s- bx" » 4,1 

3. cx^-'dxxVa-y-bx' 7— tt-t-H 

+• Cjf"-'dx xVrf+ bx 7?^~»44<«4* n - " 11 

S+JnM Xr X a -*"0X 

Z Z z z ii] 
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On peut continuer ces exemples tant qu’on voudra, comme 
. auifi ceux qui fuivent. 

' -I ^ — i ' 1 , ~ x 

I. cx"~'dx x<* + bx" * a pour intégrale . y a bx u * 
1 1 


a. Cx xn ~ 'dx x a -+■ ^ je 11 1 

3 . f x' a -'dxx7+b?~ !i 


— A* 1 rfAyO 
* $ i**4> 

I&t* — 84ixr° •*> 6LI/X 1 n 

Ïf5ï r 


xfx«-t- &*“ 1 



xcx a-*- bx ax 


IV. R E M A R Q^U E. 

6 7 ü o N peut de meme faire les formules des différentielles 
binômes, dont le ligne radical eft ÿ, ÿ, &c. comme aullî de 
celles dont l’expolànt eft un nombre entier négatif plus 
grand que l’unité, en remarquant, par exemple, que cx a ~‘dx% 
aa i.ibx" •+■ bbx ia ,doit ctre réduite à cx"~ l dx x a->rlix“ 

& ainli des autres. 

Usage des formules precedentes. 

«7*- Ces formules qui contiennent les intégrales des différen- 
tielles binômes étant ainli toutes préparées dans une table, 
fervent à ceux qui s’appliquent à la relôlution des Problèmes 
par le calcul intégral , pour trouver tout d’un coup par de 
limples fubftirutions les intégrales des équations différen- 
tielles qu’ils trouvent en cherchant à réfoudre les Problèmes, 
& à découvrir d’abord la réfolurion de ceux dont lès équa- 
tions peuvent lè rapporter à ces formules. 

Avertissement. 

Les Leéfeurs peuvent s’etre formé une idée diftin&e de 
la maniéré de trouver les intégrales des différentielles les 
moins compofées, & qui lè peuvent facilement rapporter à 
la première propofftion fondamentale, par le détail où l’on 
eft entré dans les Coaollaires & les Remarques précédentes. 
Us n’auront à prefent nulle peine à entendre la manière dç 
•faire les formules generales des intégrales des différentielles 
compofées, qu’on va aullî réduire, pour être court, à des 
formules generales. 

Tro.isie'me De' finition. 

* 7 3* Lors qjj e dans une grandeur complexe les expofans des 
puiflànces de la changeante x qui diftingue les termes, font 
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une progreflion arithmétique, on l’appelle un binôme quand 
il n’y a que deux termes j un trinôme , quand il y en a trois ; 
& ainfi de fuite. Ainfi bx" + eft un trinôme ; 

mais a -1- b x" ex 1 " eft un quadrinome ; &c il faut fous - en- 
tendre le troifiéme terme o*" 1 qui eft zéro, comme s’il 
y avoit a bx"-*. ox ia cx ,u . 

674 - On rapportera ici toutes les exprefiions des différen- 
tielles des grandeurs complexes à ces formules generales. 
Les binômes fe rapporteront igx m dx * a •+■ bx" ' , les trinômes 
à gx n dx *a bx -*-cx l " r -, & ainfi de fuite 5 & gx m dxx 
a -t- bx" ex'- ' ex'" P -+• &c. reprefentera une grandeur 
complexe qui a des termes à l’infini. Les grandeurs g,a,b,c,&cc- 
reprefenteront les coéficients des différentielles particu- 
lières ; x reprefentera leur changeante ; /> reprefentera l’ex- 
pofant de la puiflance de la gfandeur complexe qui eft fous 
le figne />, & ce fera une fradion, ou un nombre entier néga- 
tif, car quand c’eft un nombre entier pofitif l’on 11’a pas 
befoin des méthodes buvantes, la première propofîtion i'ufh't, 
comme l’on a vû dans le fécond Corollaire. 

6 7 J. Il peut auflî y avoir dans une même différentielle plufîeurs 
grandeurs complexes multipliées les unes par les autres , 

comme gx m dx x.t -r- bx x c -t- ex fx x • Quand dans ce 
cas l’expofànt de l’une de ces grandeurs complexes eft l’unité 
polîtive, il eft inutile de la marquer; par exemple fi p — 1 
la différentielle fera gx m dx x <* b x' x c + ex" +-fx' a . 
Dans ce même cas fi les expofants font négatif? dans l’une 
des grandeurs complexes , ils doivent auffi être négatifs dans 
l’autre ; & s’ils font pofitifs dans l’une , ils doivent auffi l’être 
dans l’autre. 

676. Les formules precedentes peuvent avoir deux formes fahs 
changer de valeur -, la première eft-quand les expofants «de 
la grandeur complexe qui eft fous le ligne* font pofitifs ; Sc 
c’eft la forme qu’on leur a donnée dans les formulas précé- 
dentes ; la fécondé eft quancj ces mêmes expofants n font 
négatifs , &: on les rend qégatifs en divifànt la grandeur .qui 
eft fous le figne par la changeante ^ céYéê^a^sli'dutépuif- 
fance qu’a cette même changeante fous le ligne, & multipliant 
en même temps la changeante ri qui eft hors du figne par la 



7ji Analyse démontré' e. 
même grandeur j par exemple gx m dx x a-*-bx? ? peut avoir 
cette féconde forme gx m ~ Uf dx x b-t- ax~ " P . La i c forme 
de gx m dx x a •+• ^x u -+• cx ia eft gx m * l “ F dx y c-*-bx~ h -t-ax ~‘ ia P $ 
gx' n dx x a-*- bx" •+■ @x l " x c ■+■ ex 1 ' -t- }x"' •+■ yx ! ” P peut avoir 
cette fécondé forme gx m '*' ‘"'"'“V* x ( 3 -+- Æx - “ ■+■ <*x“ *“ x 
y+Zx^-t-fx^+a - '” p , ce qui lé fait, i*, en divifant la 
première grandeur complexe a-*- 6 x"-*- Hx'* par x* n ,& mul- 
tipliant en meme temps gx'Vx par x 1 "; z°,en divifant enfuite 
la féconde grandeur complexe par x ,n * p , & multipliant en 
même temps g x m déjà devenue gx ro ' l ‘ l “ par x ,D|, j il en eft de 
même des autres. 

Exemples four faire voir la maniéré de réduire les différentielles 
particulières aux formules precedentes. 

I. 

6 77* O n réduira la différentielle -~dxx Vix x 1 = h'x-'dx x 

* l_ P 

ix x 1 1 à la formule gx m dx x a-*- b* , en divifant la gran- 

1 X I 

deur complexe qui eft fous le ligne par x 1 , & multi- 
pliant en même temps la grandeur qui eft Hors du ligne 

par x T j (car x' fous le ligne eft égal à x T $ ainli il 
faut multiplier la grandeur qui eft hors du ligne par x x) 

± i 

& l’on aura h'x ~ 1 dx x / -t- x 1 , où l’on voit que g de la for- 
mule eft égale à# > m = — \i a~n b — i -, a = i> p-\- 

Pour réduire la même différentielle h'x ~ 1 dx x ix-t-x fT 
à la fécondé formule gx m * ' v dx x b -* -xx“" P , l’on divilèra 
la grandeur qui eft fous le ligne par x 1 , & on multipliera 
celle qui eft hors du ligne par x 1 , & l’on aura h'x~* dx x 

I 

i ix~ t T > g de la formule = b'im = — 4 -, b = 1 J a = / i 
R = — 1 jp=i. 

n. 

Pour réduire — — — dx = x~ l dx x 36 — ix- x 

x 1 “Vhx — fx* Kx* 

^x — «x 5 ” 1 à la formule gx'V* x 4 -+- ■+■ Hx in x 

c-*-ex -+• 
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e •+■ ex" -*-fx ia •+• y*’“ , il faut divifer la grandeur qui eft 

fous le ligne par x ,x ~ », & multiplier en même temps celle 

qui eft hors du ligne par x' x " % ficl’on aura * dx x Jh—ix^x 

h-t-ox' — rx 1 -*-/Cx , “ T .- g de la formule = t ; m — x . 

a—}hi Æ=o;0 = — i; C = h;e~o‘,f=. f,y — jç; 

/’ = — r- 

Pour réduire la même différentielle à la fécondé forme 

o U rrt£m#» „fl_ _ nuin«.uiD • T : i — - 


«"* u . - v — iil 

•*~ax x 


*~ l ,& l’on 

j-- _ I 

OJf"V hx~i r * 


. v ü ia, 1 CC( 

de la même formule qui e(igx n '* v '~’ tte dx x 

P , i°. U faut divifer la première 
grandeur complexe 3*-,** par & multiplier en même 
temps la grandeur x~'dx par »•. Il f aut enfuite divifer la 
fécondé grandeur complexe qui eft fous le ligne par v* éle 
vce àla puiffànce - j,& multiplier en même temps la gran 
deurx-V* parla même grandeur x 4X_i 

aura x~ l dx x — i-t-^hx-' x K — ix~ 1 
** delà formule = — 1 5 0 = — /j 6—; 0 . a _ 

f— — i>e — o,c — -*-hin=i i p=: i 

Ces exemples fuffifent pour faire connoître la maniéré de 
réduire les différentielles particulières aux deux exprelîîons 
équivalentes des formules , dans la première defquelles les 
expofans », z», &c. font pofitifs , & négatifs dans la fécondé ; 
on fera feulement remarquer qu’on peut aufü réduire les 

différentielles incomplexes, comme dxVax = 1 / xx ~ï 
aux complexes, en écrivant x° x dx x o ax' \ 

PROBLÈME I, 

6?B - Z R n V A ï*. l V m VÏ 5 des différen- 
tielles de la trot/îeme définition. ^ 

PREMIERE METHODE. 

i* l L faut réduire tn fuite la grandeur complexe qui eft fou» 
Je igné , & multiplier chaque ternie de cette fuite infini *» 
par la grandeur qui eft hors du ligne. 


AAaaa 
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S-P 


7Î4 . 

Prenant pour exemple le binôme gx m d x *<*-*- £ *" , il 

faut réduire en fuite la grandeur complexe a ■+■ bx" par le 
moyen de la table de la page 410. & m utiplier enfuite tous 

les termes parg*"W*, & l’on zurxg/'dx xa-*-bx a = yPtPàx 
+ p ga '-'bx m ~ D dx ■+• p x t^-g a r- t b'x m +'°dx 

i°. Il faut prendre par la i re proportion 1 intégrale de chaque 
terme de la différentielle ainfi réduite en fuite i ce qui don- 
nera une nouvelle fuite % qui eft l’integrale de la différentielle 

propofée. Dans notre exemple on aura S. gx m dx xa+bx* 
g* f __ Pg a? ~ l W 1 ** 1 


+ & c . 

^ -f- l J» 

î®. Pour abréger cette expreffion de l’integrale , il faut la 
divifer par la grandeur complexe qui eft fous le figne f éle- 
vée à la puillance p -t- 1 , réduite auparavant en la fuite qui 
lui convient parle moyen de la table de la page 4105 le 

divifeur fera dans notre exemple * -t-bx» =a 

x a r bx° p^~i x f» p_ 1 x | x tf IJ-'b'x'* 

&c. 8 c faifant la divifion , on trouvera le quotient 

_ gxF'dx x a ~ bx a s 

' 3 ‘ — 7 "F ^***~ 


■P* 


m -4- ! -+• fn 1 



m + IXl”+l + »X«' 

— &C. 




M-l-l X» 


m -f ix 1» - 4 - 1 » X m ■+- 1 - 4 - 1» x 4 

4°. L'intcgrale abrégée fera le quotient qu on vient de 
trouver au devant duquel on aura mis la grandeur com- 
plexe (qui eft fous le figne dans la différentielle propofée > 
élevée à la puiffance p *+- i î dans notre E xemple incegr ale 

fera S. gx~dx „ x ~ * 


W+.lXCT-t-l'+'l»*** 


X gbx m ~ l * n -*-8cc. 
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«79-0 N peut réduire a-+- bx" 1 &c a-*- b x n P * 4 " ' aux fuites qui 
leur conviennent, en foppofant que a eft le premier terme 
du binôme, &cbx B le fécond terme; 8c c’eft ainfi qu’on les a 
réduites dans les articles premier & troifiéme ; ou bien en 

écrivant ^*' n -l-<^ P ,8c£x“-^*<* ^ ’ , " , , où l’on prend bx B pour 
le premier terme , 8c a pour Je fécond. Si l’on lé lért de 
cette féconde maniéré dans le premier 8c le troifiéme arti- 
cle , on trouvera une autre expreffion de l’integrale de la 

p 

différentielle x'dx x lx n -*-a 5 c’eft cette fécondé expreffion 
de la même intégrale qu’on donnera dans la méthode fui- 
vante. 

Avertissement. 

Cette méthode generale eft facile à concevoir par l'exem- 
ple qu’on a ajouté en l’énonçant ; elle réduit la différentielle 
propofée à la première propofition , de la même maniéré 
qu’on y réduit les différentielles complexes élevées aux 

I miflànces dont l’expolànt eft un nombre entier, comme on 
’aenféigné dans le fécond Corollaire.* Mais le calcul en eft * <>/j, 
fi long , même dans les binômes , 8c à plus forte raifbn quand 
la grandeur complexe a beaucoup de termes, qu’on eft obligé 
d’avoir recours a d’autres méthodes , dont on mettra ici les 
principales. f 

SECONDE METHODE. 

Pour les binômes. 

<5 8 o. Pour trouver l’integrale de ( A ) gx m dx x a -*-bx B i°, il 
faut faire en forte que l’expofânt de la changeante x qui eft 
hors du figne , foit moindre d'une unité que l’expofant de 
la pl us haute puiflànce de x fous le figne, fans pourtant que 
la différentielle change de valeur. Cela fé fait par le moyen 
des indéterminées, en multipliant la changeante x m qui eft 
hors du figne par x élevée à une puiflànce dont l’expofane 
foie l’indéterminée^, c’eft à dire par 8c divifant en même 

temps la grandeur complexe qui eft fous le figne par la mê- 
me x q , 8c l’on aura {A)gx m dx x a b x a ? = ( B )gx ? n * 1 dx h 

A A a a a i j 
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ax p-t-^"“p : & fiippolànt enfiiite w-*-ÿ-+-r=a — ij 

car l’onen déduira i — «r-mr-r . , , . p * 

ï — — , & cette va i eur de jetant 


mife à fa place dans (B), on aura(A )^x m dx x T^b, 


m ~ n »i 

b x p^ 


m n p — p 

~{C)gx-f^dxxax P"" 1 .oùl’expofant 

de * hors du figne ne différé que d’une unité de l’expofanc 
déjà plus haute puiffance de x fous le figne. On remarquera 
qu il eft indiffèrent de multiplier x m dx par * q , en divifant en 
meme temps la grandeur qui eft fous le figne par * q , qui 

devient*? à caufe du figne*; ou de divifer x m dx par * q en 
multipliant en même temps la grandeur qui eft fous le figne 

par x q , qui devient a p" *. 

t°. Il faut fuppolêr une nouvelle changeante ^ égale à la 
grandeur qui eft fous le figne, c’eft à dire , (D) r = a x~ 

m -4- n p -+- 1 ^ 

+ bx P- j ce qui donne { EJ *== x^ï^r 1 * â+Jx » } (cela 

fe fait en feparant le multiplicateur commun *' ce 

qui donne aullî (F) ^p 


r p = ax p - 1 


m -f- np - 4 - i 


xa^àx“ p - h ’ > Sc { ç ) 


♦ m — 1> -i- i m— n— p 

== p + t - ax p-. dx 

/n np — p 


bx p*. 5 ce qui donne enfin (G) 


m -¥■ nf Jr. i , £■> "P -P . 

T+T, — bx p-* dx i d’où 


l’on déduit ( H ) * p-!. * dx = ( I ) — x i dr 

1 t ai L 

i * " ~P 

w -r 1 x ^ p 1 d x. 

3 °. Il faut fubftituer dans le fécond membre de 1' 'équa- 
tion A — C , la valeur ( I ) de ( H ) , & l’on aura { A )%x m dx x 

^i7 t * ( l, x x 


m — n — p 


m-Hnp-r 
’PX P** I 


m — n »*- ; 

m + np + \ * ïr x 4***x p- +bx 


m -4- np 1 


> OU 


fubftituant encore dan s le premier terme de ( L) au lieu de 

fa valeur prife de[<p; , l’oq 


ax *' 


m »4- np -»• i 

bx p^x 
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aura ( A ) gx m dx x a -+• bx"! «= (M ) 


t ±_ L 


‘ n t ' 


— y £ 

■ I * A 


717 

aV*.— 

•P 


(N) 


Mg 1 

"£"•* p-*-« dx X rfX P-^ 1 


niH-np-*-i 

■ bx r~> , qui 


jfe réduit ( en divifant dans le terme ( N ) ce qui eft fous le 

m — n«+-i . 

figne par x~T- ~ , & multipliant en meme temps ce qui 
eft hors du figne par la même grandeur , c’eft à dire ’ par * 66t. 

x p x f ) à ( A ) g x m dx x a -*• bx" = ( M ) m -t - 1 x 

— (?) 


-"P- 




'dx x a-k-bx 


4 °. Il faut prendre l’integrale de cette équation , & l’inte- 
grale de la partie ( M ) pouvant être prife par la première 
propofition, l’on aura S.gx n 'dx x a -t-bx" = ( QJ ■ 


• np . 


f *»*•—( R ) - =îti. X ^ x S. x^Vx x a+-bx" Subfti- 
tuant dans (Qj la valeur de xJ*' prife de (F), l’on aura 
S. gx m dx x a bx K s= ( T ) 


- np • 


* g* 


— x j x S. gx TO "dx x a-*- èx" 


J°. L’on a déjà le premier terme (T ) de la fuite qui eft l’in- 
tegrâle que l’on cherche , l’on aura par ordre tous les termes 
fuivants à l’infini , les uns après les autres , par de fimples 
fubftitutions. On aura le fécond en fubftituant dans ( T ) &c 
dans ( R ) , m — n à la place de m, &c multipliant par le coéfi- 
cient de ( R) ce qu i naîtra de la fubftitution , & ce fécond 

terme fera(V) — 


+ »p+i 

pj.1 „„ , rn — n -¥• I 

•bx a ( X ) m df -V- I 


* TT * 

— n PP 6 


m «+» i %n 
i »p * — n 


a m 

* JF * 


S -g 


m — iu 


1 dx x a -t- bx a 


On aura 1 q troifiéme terme en fubftituant dans (T)& 
dans (R) , m — m à la place de m , &c multipliant ce qui 
viendra de la fubftitu tion par le coéficientde(X),ce }' terme 

fera(Y)— ‘ 


- np . 


‘ m-*-np i 




t np -+- i — t» 


<r* m ~ 1 x « -H b x n P ■** ‘ — f Z) 

»»-»->»/*♦* i -r m * X b.gX 


m — n -4- i n» 
— — x 


: T» * 

v% 


**•+»?* I-X — » 


* * + bx a ... 

AAaaa iij 
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On trouvera de la même naniere tant de termes que l'on 
voudra de la fuite infinie qui eft l’integrale que l’on cherche 

— — p 

de x m d x x a b x n : Et comme les deux premiers termes 

(T) & (V) de cette fuite font ailes connoître la maniéré 
d’avoir les coéficients des termes fuivants , & les expofants 
de x dans ces termes, qui font une progreffion arithmétique* 
il eft facile , fans aucune fubftitution , de continuer tanc 
qu’on voudra la fuite de l'integrale quand on en a les deux 
feuls premiers termes : & comme ils font multipliés chacun 

par g x a -*-ix a p "*' 1 , il fuffit d’écrire ce commun multi- 

{ dicateur une feule fois au commencement de la fuite avec 
a marque x de la multiplication. 

Remarque. 

P our rendre l’expreflîon de l’integrale des différentielles 
binômes plus facile dans l’ufage, il faut, i°, divifèr le numé- 
rateur & le dénominateur du premier terme chacun par h > 
ceux du fécond terme chacun par nm ceux du 3' par «*» 
& ainfi de fuite , ( ce qui ne changera point leur valeur * ) 
Sc cela donnera S. gx m dx xa-t- bx a — gx a-*-bx c nP * + " x 

i m - 4 - 1 —» n 

— — - x I x ro +ï-n 2JL? X 

m «+- n f -4- 1 b w 4-»; 4. 1 x w 4. ^ 4. ; — n bb 

» h x n 

— &c. Retirant de tous les divifeurs des numérateurs une n 
pour la mettre au dénominateur du multiplicateur commun, 

l’integrale fera 4 * * -t- b x u p 1 x *" f 1 x 


» X » 

â prelént fuppofer = r, ce qui donnera 1 = rn } 
— 1 ; w-+-i — n = rn — n j --V - 1 , g= r — xs 
Sc fuppofer encore r-*-p= — s> ce qui donnera 

, S — I; » . 2 . 3 M1 faut fubfti- 

tuer r, / • — x , r — 1, Sec. s, s — 1 , s — 1 , 8cc. à la place de 
leurs valeurs dans la derniere expreffion de l’integrale , &c 
l’on aura la formule iùivante. 
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La formule des intégrales de toutes les différentielles binômes 
qu’on peut rlduire à gx m dx xi + bx' 1 f . 

6tl. S.gx m dxx^6S T + — 

'—I . w ..tn— l'I . r-IXr-1 «4 r °— 1“ r — I Xt-l<r-l 

l'xi-I 1 *»» x *»* <Xj -IXi-IXi-1 * 

£*' n - n -H *iU ,D - ,n -&c. ou bien 

p 

fans changer l’expreflion des expofânts, S. gx m dx x a-t-bx" 


-r-p + ‘ 


I . m — e 


: fxa-i-bx" r ' X ôh-* 

r-'Xr _ - l_ &C. 

iX/-I Xi-l 


_ r— » _ 4 m^i-in 

/Xj- 1 x 


R E M A R. QJJ Z, I I. 

683. Q.» a nd le fécond terme du binôme * — p eft 
négatif, il faut.changer les lignes des termes de la formule 
dans lefquels b a une dimenfion impaire , c’eft à dire du 1“ 
terme, du 3 e , du j c , &c. 


Corollaire I. 


684. l’on veut avoir par la même féconde méthode la formule 
où les puiflances de la changeante x qui en diftinguent les 
termes , ayent pour expofânts la progreflion m-*- 1 ,»»*+■ t 
•4- n y m 1 -+- m , &c. c’eft à dire la formule de l’integrale 

— .p 

qui convient à gx m dx xa bx" , en prenant a pour le pre- 

p 

mier terme du binôme a -t- bx" } 1". il faut multiplier la 
quantité qui eft hors du ligne par * 4 , & divilér celle qui 
eft fous le ligne par la même grandeur, & l’on aura(A )gx m dx k 

a -r bx*' =( B )gx m ~ V* x a x ? bx f . 1. Il faut fup. 
pofer m+-q-*- 1 = — J , & non pas à n — ? 7 , & l’on trou- 
vera q == • Subftituant cette valeur de q dans (B ) , 

P ni — 1 > p ■» 1 

on aura (A )gx m dxxa-*-bx" '=(C )gx r*‘ dx x( D) ax p~> 

— * p 

-a-bx — • 3°- U faut fuppofèr (E) t^—ax ?-■ h- 


m » -*• PP a 

bx F r ‘ : 


m -< 


x p-> x a -t- oà," 5 ce qui donnera, i°,( F) 

„ . r m ( m t np -*• n 


>' x a -+bx" . 1 °. (?) =(D-) «n+ij! p-* i 
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— JZ+ r i aXï d* ■+• J+Ti ° x **' ' 

d’où l’on déd uira ( C ) xT^dx = ( G ) xlx^ — (H) 

w 1 n p Hr « y m -4-np-*-n — p 

" + ' x ï x * p** dx. 4 0 . Il faut fubftituer dans 

■d~C*D y i°,au lieu deCx.D,là valeur G — H * D;i°, & 
fubftituer dans = G x D — H * D ,&u lieu de D dans Je 
ternie G*D,fa. valeur l’on aura gx m dx x a bx " ? — f — 1 - 
<*-4- t-t- Hp+n f* 

m-H*np- 4 -n 
Æx P-H 


■ I - 4 - «y - 

r + 1 


"»+i 

ni-*- np ^~n — p m -4- 1 

XX P-*-» dx X i»*F + > - 


m » ra- 4 - 1 - 4 - np->- n 

<xp-i b x pTi 


> dont le tefme *" + ? r * ^ ” x ^f x* "dxx 

, eft égal (en divifantce qui eft fou» 


1 r m -»- 1 

le ligne parxp~i , & multipliant ce qui eft hors du ligne 

par ,£? *» ) l m J t'+* + Z x £ x x»-dx x JT7x 7rP . 
5°. Il faut prendre l’integrale de cette équation, & l’on aura 

S. gx m dx x 7^b7 u P =-i_ „ l x ^'-îî±i±^üx^x 
* m-»-i X* 'V- f-+- : * x 

c* r 

S. x m ^ B dxx a-^bx" joùmettantàlaplacede s ^* 1 là valeur 
prife dans (F), l’on aura S. gx ra dx x a+-bx “ P = ( I ) x 

f * x™~ ' * ' — (K) £ x S. x m +*dx x 

■■ p 

a h- bx" . Le terme (I ) eft le premier de la fuite qui eft l’in- 
tegrale que l’on cherche. On trouvera le fécond en fubfti- 
tuant dans ( I ) & dans ( K ) m -t- n à la place de m , & multi- 
pliant les deux quantités qui en naîtront par le cocficiene 
du terme (K). On trouvera de même le 3*, le 4*,&c. comme 
ci - defîus , * & l’integrale fera S. gx m dx y a -*■ bx a ? = g H 


•bx"*’*”*^*^" 


m +• 1 np -f- b è 

-JO - 4 - t . 4 - U 

+ IXB + l-f » *« X 


»+i+i'P+»XB + i + x) 4- D» H n»*.,,.,» 
”i+IXIB + |+ iixb+| +m x X 


&c. 


On peut abréger l’expreflion de cette intégrale, 1°, en 
divifant le numérateur & le dénominateur du i* coéfkient 

chacun 
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ch^h par — m ceux du fécond coéficient par — nx — n - t 
ceux du troifiéme par — n x — n x — ni fc ainfi de fuire. 
2°. En retirant au dénominateur du multiplicateur commun 
des termes de l’integrale une — n du divifeur de chaque 
numérateur des coéficients. 3°. En fuppofant = s , 8c 
zrf- — p = s — p — ri ce qui donnera — = s — 1 , 

= S — 2,&C. & ’t = r> ,1~ * _ r _ 

. r . -tJ - t fclll = r — 1 , &c. 4". En mettant dans les coéfi- 
cients de i’integrale s, s — 1, ôcc. r — 1, r — 2, &c. à la 
place de leurs valeurs , on aura 

Lu fécondé formule de l intégrale de gx m dx x a -t- b x“ P . 


<86. S . gx m dx x a -+■ bx" i=-L. x a bx' x-^x m *‘ — 


- 1 X 


R. E M A R Q^u E S. 

I. 

^87. Quand la valeur de r dans la première & dans la féconde 
formule eft un nombre entier pofitif, il eft évident qu'elles 
font trouver une intégrale finie , qui a autant de ternies qu’il 
y a d’unités dans le nombre entier r. * 

I I. 

6 88. Quand le fécond terme du binôme a hk bxF* a le figne 

il faut changer les lignes de tous les termes dans lelquels l 
a une dimenfion impaire. 

I I I. 

689. Si la différentielle binôme étoit x m dx xax"-*- bx™ f 
féroit facile de trouver par la même méthode une formule 
de l’integrale de cette différentielle 5 on la laiflé à trouver 

aux Lecteurs ; car ayant enfeignc'à préparer toute differen- * e 7 r. 
tielle binôme de maniéré que la changeante x ne fe trouve ' " 
qu’au fécond terme, les deux formules precedentes fuffifént 
pour trouver les intégrales de toutes les différentielles bi- 
nômes. 

I V. 

690. On peut trouver par la même méthode deux formule* 
pour l’intcgrale de la fécondé forme de la même différeu- 

BBbbb 
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tielle, qui c(lgx m ~ n? dx xi-*-** -0 *, Tune en prenante -0 
pour le premier terme du binôme, l’autre en prenant le ter- 
me confiant b pour le premier terme du même binôme i mais 
comme les deux que l’on a données font fuffifântes , on ne 
s’y arrêtera pas. 

application des deux formules à un exemple pour en faire voir 

lujaze. 

69I. P o u R trouver par la première formule l’integrale de la 

S _ 9_ I 

différentielle h x 1 dx *i- t-x £ , il faut fuppofèr e = h'- t 
a=i > 6 =i\ m = — £ ; n = i -, p =ÿ : ce qui donnera 
r — — J- Et la valeur de r n’étant pas un nombre entier , on 
ne fçauroit avoir par la première formule l’integrale finie de 
la différentielle propofee : c’ell pourquoi il faut lé fervir de 
lafecondeformule&fuppoferg==Â'jrf=/j£==ij 7 H= — 

» = tjp==|j/=^ = | } r==^i— ^= h- 3. La va- 
leur de r étant égale au nombre entier pofitif 3 , cela fait 
voir que l’integrale de la différentielle propofee fera finie 
& aura trois termes. Pour avoir cette intégrale , il ne faut 
plus que fübftituer dans la fécondé formule les valeurs de 

g, rf, b, m , n, p,r, s î &c l’ on aura — b' x i ■+. x 1 x 

— ,3Xxtj x ~* pour l’integrale delà différentielle 

propofee. 

V. Remarque. 

6 91. Quand on ne peut pas trouver par le moyen des deux 
formules precedentes l’integrale finie d’une différentielle 
binôme propofée , on peut toujours avoir cette intégrale 
par approximation , en continuant de fubfliruer dans les ter- 
mes des formulcsles valeurs des lettres de ces formules prifes 
de la différentielle propofee ; & il faudra choifir celle dçs 
deux formules pour l’approximation dont les termes iront 
le plus en diminuant. On peut auffi employer les méthodes 
du Problème de l’art. 175, comme l’on a fait dans la quatriè- 
me Sedion de la fécondé Partie. 
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Corollaire II. 

Oi ton donne deux formules déduites de la formation des deux 
frecedentes four trouver les intégrales finies des différentielles 
binômes , dont on ne feut trouver les intégrales exaltes far les 
formules qui f recèdent j & cela en fuffofimt données les inté- 
grales de quelques différentielles binômes dont on ne feut fas 
trouver les intégrales exaltes far les formules qui f recèdent. 

* 93 - O n fuppofera pour abréger u = g x a -t- bx a j & l’on 
écrira dans chaque formule non feulement les termes des 
formules precedentes, qui font chacun une intégrale, mais 
on écrira auffien parenthefè, pour les diflinguer, chacun dans 
leur rang les autres termes qui ont fait découvrir les prece- 
dents, & qui ne font marqués que par (S.) qui veut dir a femme. 


Trois ie'me formule. 
Premier terme de l’integrale. 

~ :P 


6 94 - S.gx m dxxa + b x ° r =^^ t x}*ux m ~'- a (-^lïl 


Second terme de l’integrale. 


r xS .gx m "dx x a-t-bx n )- x — _ -x f~xux 


ra-t. 1 — 1* 


V — * ** ' 

13 • 

( H- =^7 X ~êpr. * £ x x TZffTffrt ) 

Troificme terme de l’integrale. 

H — »♦!-, x.-»i- i.xi v « v 

+ x tJ x UX . 

C 

\ «• *t» I -*• m + — » X m -+• 1 et f> — i« * b» * *** * 

a - 1- bx P ) — &c. 


Quatrième formule. 
Premier terme de l'intégrale. 


69 f S .gx m dxxa+bx* =ri î xix»x** , (-qi^xix 
a Second terme de l’integrale. 

S.gx^dx x a'^bx^ - x -h x 

b 

H ^Tx-.-TTTT t x^-xb.gac dxxa + bx - 1 } 

Troificme terme de l’integrale. 

m+IXwM-miXw^I^I» * «d * K A> V 1 X 

C 

■ X TT X S.gx ax * aa-bx ) — &c. 

B B b b b i j 
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696. 


Avertissement. 

O N peut continuer facilement ces deux formules tant 
qu’on voudra , les termes que l’on a mis fuffifent pour cela. 
On peut aullî en abréger les coéficients en fuppofant que r 
Sc s ont ici les mêmes valeurs que dans les formules prece- 
dentes j mais on a çru qu’il valoir mieux les laifïer tels que 
la féconde méthode les donne immédiatement, afin que les 
Lecteurs villent clairement la formation de ces deux for- 
mules. 


R E M A R OJJ E SUR CES FORMULES. 

S 1 l’on fuppofe comme connue ou donnée l’integrale de 
celle des différentielles qu’on voudra marquées A, B,C, Sec. 
dans la troifiéme formule , & a , b , c , Sec. dans la quatrième, 

p 

l’on aura pour l’integrale de la différentielle gx'Vx x a -*• bx n 
touslcstermes 1,1,3, ôte. qui précèdent cette différentielle 
donnée, en y joignant l’intégrale fuppofée de cette différen- 
tielle avec lecoéficicnt qu’elle a dans la formule. Par exem- 
ple fi l’on regarde comme connue l’integrale S.gx'""' l "dx * 

éx D? , f intégrale de la différentielle gx m dx x a bx a P 


a ■+* 
fera 
ux a 


t ru u. f _ « 

— xi X «X — 

A w + I-lXx + l-H 


»-» I - « X I 


>-»/' X» 




m 1 np X m I -t- nji — n * (,(, X 

S.gx m ~ la dx X 


— x 


U 


bx" . U en eft ainfî des autres. 


Définition et Remarjqjje. 

^ 97 * U». différentielle qui n’a qu’une même changeante x 
comme font les différentielles^, 2 ?,C, &c. a, b, c,&c. des 
formules précédentes peut être regardée comme l’élement 
de l’aire ou de la quadrature d’une courbe ; il y en a aufïï 
quelques-unes qui font les élemens de la rectification de 
quelque courbe : c’cft pourquoi quand l’integrale d’une dit 
ferenrielle propoféc contient avec les termes 1 , 1 , 3 , & c . 
{ qui font des termes complets de l’integralc ) l’une des diffé- 
rentielles A , B ,C , Stc. ou a, b, c, Sec. on dit que fon inte- 

Î ;rale eft dépendante de la quadrature d’une courbe, ou de 
a rectification d’une courbe, ou qu’elle s’y réduit; & que 
cette quadrature ou rectification étant fuppofée , on a l’inte- 
gralc finie de la différentiplie propofée. Mais comme les 


Digitized by Google 


Livre VIII. 74; 

Serions coniques font plus (Impies que les autres courbes , 
qu’on s’y eft plus appliqué qu’aux autres, & qu’elles font de- 
venues par la plus familières , c’eft d’ordinaire à leur qua- 
drature fie à leur rectification fuppofee comme connue, que 
l’on réduit les intégrales des différentielles qui n’en ont pas 
d’exades ou de finies par la première 5c fécondé formule , fie 
qui n’en peuvent avoir de finies que par ce moyen, c'eftàdirc 
elles ont pour intégrale quelques termes d’une intégrale 
cxade,fie pour dernier terme elles ont l’expreffion de la qua- 
drature ou de la rectification de l’une des Sections coiÿques , 
de maniéré que cette quadrature fuppofee , leur intégrale 
eft finie. 

698. La troifiémefida quatrième formule font connoître quelles 

font les différentielles dont les intégrales fè trouvent finies 
en luppofant la quadrature ou la rectificanon^i’une Sedion 
conique , fie ellcsfont trouver ces intégrales. Pour le conce- 
voir clairement il faut avoir prefent les élemens de la redi- 
fication fie de là quadrature des Sedions coniques dont on a 
mis la plilpart dans lu féconde partie troifcme Section depuis H ar~ 

ticle j 8 2 jufqud fçavoir ( t ) rdx x rr — xx 1 eft l'élemenc 

de la redification des arcs qui ne paflènt pas le quart de la 

j|_ 

circonférence; ( i)adx xaa—xx *, en fuppofânt que a eft le 
diamètre*, eft l’élement des arcs qui ne furpalfent pas la 
demi-circonference;(3)mfx xrr-*- xx en fuppofânt la tan- 
gente d’un arc = x, eft l’élement des arcs moindres que le 

quart de la circonférence ; p x -t- 4** 1 eft l’cle- 

ment d’un arc de parabole. On ne met pas ici ceux qui ne 
fe réduifent pas à l’expreflion generale qu’on a donnée d’une 

— J* 

différentielle binôme gx m dx * a-*- bx . 

I 

Les clemens de leur quadrature font (5) dx x rr — xx 1 

± 

du cercle quand .v commence au centre ; ( 6 ) dx x ax — xx 1 
quand x commence au fommet du diamètre a > (7 )dx x 

t l_ • 

— aa ■+■ xx 1 de l’hyperbole équilatere par rapo'rt à fon 1“ 

I 

axe j (8 )dx* aa •+ xx 1 de la même par raport au fécond 

B £ b b b j jj 



74$ Analyse démontré' e. 

x x x 

axe 5 ( 9 ) la l dx-xiapx — pxx ‘de l’ellipfé; (10) la 1 dx x 

— aap -¥• pxx Me l’hyperbole par raporc au premier axe» 
I x 

(ii) ib l dx xTrbb -+-vtxx 1 de la môme par raport au 
fécond axe j (n)dxx i .r ~ ' d’un quadrilarere hyperboli- 
que par raport à l’afymptote ; ( 13 ) \x dx x aa — xx ~ T d’un 

fégment de cercle 5 ( 14) £ aadx * ax — xx 1 d’un fédeur 
x 

de cercle j ( 1 j ) ~ rrdx xrr — xx 1 encore d’un fédeur de cer- 

* ^ 4 ** clés ( 1 G)\rdx x 1 h-xx * d’un fédeur d’ellipfe dont la moi- 
tié du fécond axe eft l’unité, r la moitié du premier axe, 8c 

x 

le fommet e^au centre; [\-j)\aadx x — aa- t-xx 1 d'un 
fedeur d’hyperbole équilatere par raport au premier axe t 

(lî)^aadx xaa-\-xx ‘d’un fédeur de la même hyperbole 

. I 

par raport au fécond axe 5 (1 <))\aapdx x — ia>p -r iapxx r 
d’un fédeur d’hyperbole par raport aui"axe>(io){^ïr<£* x 

ib'p -+- ib-xxx 1 d’un fédeur hyperbolique par raport au 

fécond axe; (u) -aapdx * z a'p — lu pxx 1 d’un fédeur 
d’ellipfé. Si l’on met le ligne S. de fomme ou d’integraie 
devant chacun de ces élemens, cela en marquera l'intégrale 
fuppofee. 

699. On remarquera dans ces clemens de trois fortes de diffé- 
rentielles ; les premières, comme la première, la fécondé, &c. 
font toutes réduites à la différentielle generale x"'dx x a-*-bx“ P v 
les fécondes font celles où le premier terme du binôme fous 
le figne contient 11 changeante x , comme la 4 e , la 6 e , Sec. 
Il faut préparer ces fécondes pour les réduire â la différen- 
tielle generale; par exemple on réduira la 6 e dxxax — xx 
x x 

à x 1 dx x a — x l . Il faut faire la même chofédes autres fém- 
blables. Les 3“ font la 3 e , la 11 e , la 1 6 e , où le ligne du binôme 
eft — 1. Pour les comprendre dans la 3' Se la 4 e formule, il 
fau t fuppof ér u = a bx x } u~'~ a-*-bx a ~'>tku -' ” = 

= « -t- bx ; Se remarquer que *° = 1 ; car dans la 
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£rogreflîon géométrique -H- #°> &c. il cil évident 

que le premier terme »°eft l’unité, puifque-ir 1, m\ b’,&c. 
ainfi il faudra pour ces troifiémes différentielles fuppofér 
dans la troifiéme & la quatrième formule a = 1. Ces cuofes 
fuppofées. 

î / fit ge de la troifiéme & de la quatrième formule pour connoitrt 
les différentielles dont les intégrales deviennent finies en fup- 
po fiant Us quadratures ou les rcîlifitations des fie U tons coniques , 
& pour trouver ces intégrales. 

700. i°. P our avoir d’abord la différentielle la plus fimple dont 
l'integrale dépend de la' rectification fuppofëe d’un arc de 

cercle marquée par ( 1 ) S . rdx xrr—xx 1 , il faut fiippolér 

que dans la troifiéme formule (A) S. gx m ~"dx xa-r- bx eft 
2 . 

(i)S.rdx x rr— xx l , & mettre au lieu de g, a, b,n,p, leurs 
valeurs prifes de ( 1 ) , & ne laider d’indéterminée que m , & 

l’on aura S. gx m ~"dx x a - 4 -bx" *— S.rx m ~ l dx x rr— ix' 1 

= S. rx°dxx rr — x 1 l . Il faut enluite trouver la valeur de m 
en fuppofant m — 1 = o ; ce qui donnera m — i. Il faut 
metrre dans la différentielle generale gx m dx.x a -+- bx a P > les 

valeurs de toutes les lettres indéterminées , Sc l’on aura 

£ 

S. rx'dx Kr'-* ! 1 pour la différentielle la plus fimple que 

donne la première formule dont l’integrale dépend de la 

- Z. JL 

rectification fuppolée S. rx n dx x rr — xx 1 
Pour trouver à prefent l’integrale finie de la différentielle 

rx'dx xr'-jf 1 1 , il faut fubftituer dans le terme ( i ) & (A) 
de la troifiéme formule , les valeurs des lettres indétermi- 
^ 

nées priiés de rx'dx xr 1 — x 1 1 , & l’on trouvra S. rx'dx x 

x l i 

r l — x 1 * = — -rx'xrr — x‘ -+-\rrx$.rdxxrr—xx 1 i 

c’elH’integrale de rx'dx x r l — x 1 1 . 

i°. Pour avoir la différentielle plus compofce d’un degré 
que la precedente , & dont l’integrale finie dépend de la . 
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môme rétification fuppofée d’un arc de circonférence, il 
faut fiippofer dans la troifiéme formule (B) S.gx m ~ ia dx x 

p _ I 

a •+• bx = S. rx"dx x rr — xx 1 ; & faifant les mêmes 
operations que dans le premier article, on trouvera que m 
= 4, & que la différentielle, dont l’integrale finie dépend 
de la même rétification, qui fuit la plus fimple, eft rx'dx x 

r% — ** 1 ; & l’on trouvera que fon intégrale finie (en mettant 
dans les termes i, i, B de la troifiéme formule , les valeurs 

des lettres indéterminées prifes de rx'dx x ri — ) eft 

• — x rr — x * 1 — | rV x rr — x 1 1 -♦- } r 4 x S. rdx x 

rr _ x x * , 

3°. On trouvera de même que la différentielle fuivante 

eftrxV*xri _x l en fuppofànt dans la troifiéme formule 

C C ) S . gx m ~'“dx x a-*- bx u — rx n dx~x rr — xx 1 , & l’on 
aura fon intégrale en fiibftituant dans les termes i, î, 3 &C 
les valeurs de m & des autres indéterminées prifês dans rx‘dx x 

7 1 — x- l . Mais fans Ce donner cette peine , il eft vifible 

—JL 

que fi l’on met-dans gx"'dx * rr — xx 1 fùcceffivement z, 4, 
6,8c tous les autres nombres pairs, àla place de m, l’on aura 
toutes les différentielles de fuite que peut donner la troifiéme 
formule , dont les intégrales finies dépendent de la rectifi- 
cation fuppofée donnée d’un arc de circonférence marquée 

par S . rdx x rr — xx 1 5 fie que l’on aura l’intégrale de cha, 
cune en prenant autant de termes d’integrale de la troifiéme 
formule, que 1 fe trouve de fois dans le nombre pair qu’on 
prendra pour m , fie qu’il y aura de plus le terme qui les fuie 
immédiatement marqué par l’une des lettres A, B, C, ôec. 
avec fon coéficient } fie fubftituant dans tous ces termes les 

valeurs des indéterminées prifês dans rx m dx xrr — xx T , où. 
au lieu de m on aura mis ce nombre pair. 

En fé férvant de la quatrième formule comme l’on a fait 
, de la troifiéme dans les art. 1 , 1, fie 3 , l’on trouvera que fi 

l’on 


Digitized by Google 


L I V R‘E V 1 1 1. 


749 

l’on met fucceffivement dans rx m dx x rr — xx à la place 
de », les nombrespairs négatifs — 2, — 4, — <5, &c. l’on 
aura toutes les différentielles que l’on peut trouver par la 
quatrième formule , dont les intégrales dépendent de la 
rectification fuppofée d’un arc de circonférence marquée 

par S. rdx x rr — xx l ; & que pour avoir l’integrale de cha- 
cune , il faut prendre de fuite dans la quatrième formule 
autant de termes marqués 1, i, 3, fcc.qu’il y a de fois — 2 dans 
le nombre pair négatit qu’on voudra mettre à la place de » 

dans rx m dx x rr— xx \ & de plus celui des termes mar- 
qué a, b, c, &c. qui les fuit immédiatement avec fon coéfi- 

cient , Sc y fubftituer les valeurs des lettres indéterminées 

* 

prifes dans rx m dx x rr—xx' 1 où l’on aura déterminé », 

en mettant à la place ce nombre pair négatif 

Avertissement. 

I l fuffit ici d’avoir fait clairement concevoir Ta methocfe 
& la maniéré de l’appliquer; & on Iaiffe aux Lecteurs qui 
voudront fc la rendre familière, & acquérir l’habitude de 
connoître tout d’un coup les différentielles dont les inteera 
les font finies, en fuppofant les rectifications ou les quadra 
tures des Sections coniques; on leur lailîe,.dis-je, à trouver 
les différentielles qui fe rapportent aux autres rectifications 
& aux quadratures des Sections coniques qu’on a rnifes ci- 
deffus *, & à en trouver les intégrales finies par la 3 e 8c 4 * * 6 $ 
formule; ils ne fçauroient plus y avoir d’autre difficulté que ? ’ 
celle du calcul. On va feulement l’appliquer aux difléren 
tic! les dont l'integrale finie dépend de l’integrale fuppofée 
. des différentielles de la ÿ forte >1 ont — 1 pour figue de la ï g 99 , 
différentielle binôme , comme la ( 1 1 ) tdx x T+x ~ ‘ . 

7 O I. Pou r trouver les différentielles qui Ce rapportent à \x°dx x 
I — x parle moyen de la troifiéme formule, i°. il faut 

fuppofer(A) S.gx m ~ a dx x S. 1 x°dx x 

ce qui rédui t (A) , en laiflànt la ièule indéterminée » , à 

lA: / x x 1 — x ' -Il faut en fuite fiippo/ér x m ~ ' = x° 

ou plutôt m — 1 = O, ce qui donne » = 1 ; & mettre dans 

CC c c c 
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la différentielle generale gx m dx x a bx a , les valeurs de 
toutes les indéterminées qu’on vient de trouver, & elle fera 
changée en i x 'dx x i + ix‘ * ; c’eft la différentielle la plus 
fimple dont l’integrale dépend de la quadrature de l’efpace 
hyperbolique marquée par S. i dx m+x' . Pour en avoir 
l’integrale il fauc fubftituer dans les termes i & A de la troi- 
fiéme formule les valeurs des indéterminées prifes de ix dx x 
* 699- T±7~\ 6c l’on trouvera, en fuppolànt * = i’comrac on 
l’a fait remarquer, x' S. ix°dx x 1 +,x‘ pour l’inte- 
grale de ix'dx x i ^i* 1 . 

On trouvera de la même maniéré par la fuppofition de 
* <><14. (B)*S.gx ,n ~ ,n dx x a ■+■ bx" P = S. 1 x°dx xi+zx' *, que 1 x' dx x 
1 + x i -I eft la différentielle qui fuit la plus fimple , donc 
l’integrale fuppofe la quadrature S. idx x 1 + x' , 6c l’on 
aura fon intégrale +{x‘ — x 1 h- S. ix°dx x 1 + x‘ , en 
fubftituant dans les termes 1, î 6c B de la troifiéme formule, 
les valeurs des indéterminées prilés de ix'dx xi+x' . 

L’on verra clairement en faifânt foi-même ces operations, 
qu’en augmentant de fuite d’une unité l’expolànc de x hors 
du figne , l’on aura toutes les différentielles que peut don- 
ner la troifiéme formule, dont les intégrales finies dépen- 
dent de S. 1 x°dx xi + x 1 " 1 ; par conléquent fi l’on écrie 
1 x m dx x 1 +_x l ”, 1 , 6c qu’on mette fuccdfivement au lieu 
de m les nombres naturels 1,1,3, & c - l’ on aura toutes ces 
différentielles j & pour en trouver les intégrales , il faudra 
prendre dans la troifiéme formule autant de termes i,x, 

3, 6cc. que le nombre mis à la place de m contient d’unités, 
en y ajoutant celui des termes A, B, C, &c. qui les fiiit im- . 
médiatement avec fon coéficient, 6c y fubftituer à la place 
des indéterminées leurs valeurs prilés de 1 x m dx x 1 ±x l ~ 1 
où l’on aura déterminé m , en mettant à là place le nombre 
qu’on aura voulu. 

On trouvera de même par la quatrième formule les dif- 
férentielles dont les intégrales finies dépendent de ix°dx x 
1 — * l , il n’y a de différence qu’en ce qu’il faut mettre 
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les nombres négatifs _ i, _i, _ j, &c. dans ijx’V.x x i±?“ 
à la place de m. 

On trouvera de la même maniéré qu’elles font les diffé- 
rentielles dont les intégrales finies dépendent de l’integrale 
fuppolee‘(3) S.rrdx a rr-1-,1* ~',ôc de[ib) bffrdx x f+xx 
& on trouvera enfuite les intégrales finies de ces differen 
tielles par la troifiéme & la quatrième formule. 


APPLICATION DE LA SECONDE METHODE 
aux différentielles trinômes reprefentées far texpreffton gene- 
rale gx dx x a ■+■ bx“ ■+■ c x l “ , pour trouver leurs intégrales. 
701. On fuppolér a comme aux binômes gx m dx x a+ 6 x^- h? 

==g)P'* C[ dx xax p ■ir 6 x a '~ 7 +.cx' n ~ï ,&l’on déter- 
minera la valeur de q en fuppofant m + q = — 1 — j, & non 
pas en fuppofant m + q == m- 1 _ I} ni m + q 4= n-j—i, 
pareequ’on fe trouveroit embaraffé dans ces deux dernieres 
fuppo lirions : on aura donc q = & fubftituant cette 

valeur de q , on aura gx m dx x T+bx* ->- C x' M? = gxli$dx x 

. 'n-np-n~ m-inp-m-, ? 

*x p-i -*-bx p + i ■+• ex r*! j on fuppoléra^ 

,n 1 m-»np-4 - n -»- 1 m + mp* m-*-i 

— ax ?+ 1 bx p-i cat j & continuant 

l’operation comme dans les binômes, on trouvera d’abord 


S.gx ra dx x a-*-bx ■+■ ex 1 ' 
. A 

W4.I4. B £»+* ^ 6 c _ 

“ — m — x 7 xb.gx 


Premier terme de l'intégrale. 

!_ „ I „„ ra -I ^ ~ZZ^bx" - TnP '*" 1 


^ *7g* 


“dx x 4 -4- Ax" -t- ex* 


x a ■ 

-P 


■ ex 




0 p 

7 x S.gx m ~ a dx x a - *- bx" -* -ex* , où l’on a déjà le premier 
terme de la fuite infinie, qui eft la formule generale de l’in- 
tegrale des différentielles trinômes * & de plus l’on a le moyen 
de trouver par ordre cous les autres par des lùbftitucions à 
peu près comme dans les binômes. 

Par exemple pour trouver le fécond terme, il faut lûbfti- 
tuer m - n à la plai e de m dans le premier terme, dans A & 
dans B Sc leurs coéficients , & multiplier les trois quantités 

C C c c c i j 


7jt Analyse démontré i. 
qui naîtront de ces fubftitutions par le coéficient de A, & 
Second terme de l'integrale. „ ^ , 

l>_ - +«xi „ h + ~ Z„ n 

i on aura— *77 g* * a-t-ox ex 

C 


„ -j *. »/. * - ”t ~JJ!. xlA-S.e X m ~"'dx X <* -t- bx a fjc 11 

lll+I X * •*** * 

D 


♦ x X £ X S.gx m *'°Jx X 


fX 


Pour trouver le troifiéme terme , il faut ne faire qu’un feul 
terme de B & de C, en réduifant l e coéficient de B au déno- 

minateur de C, ce terme fera • 


i-»H- l»p tu X m 1 — n de 

»+LX»+l+* ** 

E 


»4-IX«+l + It *4 O 

Il faut enfuite fubftituer dans le premier terme , dans A 8c 
dans B, m - +- zn à la place de wj dans les expofants & les coéfi- 
cients, & multiplier les trois quantités qui en viendront par 
le coéficient de E, & l’on aura, en nommant e le coéficient 

Troifiéme terme de l’int egrale. 

de E pour abréger, e x ^’-^x { gx”"' " , ' lU * <*-<-éx“-(-a l “ P 1 

F 


f x 




■ x A x S. x H 

G 

T? 


TiïFTTx*.— ex 


T*' T 1 "/’* 4 : X±x s. zx m ** n dx X a + bx- •+■ ex * 

On trouvera de fuite le 4' terme, le j\ & autant d’autres 
qu’on voudra, de la même maniéré qu’on a trouvé le 3 e , 8c 
l’on en fera la première formule. On fera par la même mé- 
thode une féconde formule pour la féconde forme in? dx x 

c -+■ bx~° •*- ax^ irV des différentielles trinômes où les expo- 
fonts n font négatifs : On fera une troifiéme formule pour 
les différentielles trinômes où les expofants n font pofitifs, 
dans laquelle on écrira après le premier terme , les quanti- 
tés A 8c B ; après le fécond terme, les quantités C 8c D ; 6c 
ainfi de fuite. Enfin on en fera une 4' pour les différentielles 
trinômes où les expofants n font négatifs , dans laquelle on 
écrira après le premier terme les quantités a & b ; après le 
fécond terme, les quantités c Scd , 8c ainfi de fuite. On peut 
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aifément imaginer ces quantités a, b, c, d, &c. delà 4 e for- 
mule, quoiqu'on ne les ait pas formées ici , où l’on fé con- 
tente de faiic L>lcu concevoir aux Leéteurs les méthodes de 
faire eux- mêmes les formules, de maniéré qu’ils n’y puiflène 
plus trouver d’autre difficulté que le peine du calcul. 

On peut par la même méthode faire des formui.c pour 
les différentielles quadrinomes , pour celles qui ont cinq 
termes, fix termes, Sec. 


Usage des formules. 

704. Quan d dans la refblution des Problèmes on trouve une 
dirferenciclle trinôme, dont l’integrale donne la réfolution 
que l’on cherche, il faut réduire cette* différentielle à l’ex- * 677. 
prclhon des différentielles trinômes , & enfuite fubftituer 
dans la première formule de l’integrale de ces différentielles 
les valeurs de g, c,m, n , p, prifes de la différentielle 
propofée ; & fi l’on trouve une intégrale complété & finie , 
on a ce que l’on cherche : fi on la trouve infinie , il faut ré- 
duire la différentielle propofée à la féconde forme, en ren- 
dant négatifs les expofànts n, & fubftituer dans la féconde 
formule de l’intégrale qu’on aura faite pour cette féconde 
forme , les valeurs des mêmes lettres prifès de la différen- 
tielle propofée réduite à la féconde forme ; & fi l’on trouve 
l’integrale complété & finie , l’on a ce que l’on cherche ; 
mais fi l’on trouve une intégrale infinie, on n’aura l’integrale 
que par approximation , qu’on poura continuer tant qu’on 
voudra , en choififlant celle des deux formules par le moyen 
de laquelle les termes de l’integrale approchée qu’elle donne 
de la différentielle propofée , vont le plus en diminuant. 


R E M A R Q__U E. 

70 s O n a fait voir* que l’on pouvoir par la 3' & la 4 e formule, 

qui reprefentent les intégrales des différentielles binômes, * <*99. 
trouver les intégrales finies de celles de ces différentielles 
qu’on pouvoir réduire à l’integrale fuppofée connue de la 
quadrature ou de la rectification des Sections coniques : II 
l’on forme la 3' & la 4' formule de l’integrale des différen- 
tielles trinômes , lefquelles formules auront, outre les ter- 
mes 1, i, 3, Sic. de l’integrale, les quantités marquées A, B, 

C, Sec. dans la rroifiéme , Sc a, b, c, Sec. dans la quatrième: 

C C c c c iij 
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on trouvera aulïï par leur moyen, quelles font les différen- 
tielles qu’un peur réduire aux quadratures 6c aux rectifica- 
tions fuppofees connues des Sections coniques , e’cil à dire 
dont on peut trouver les intégrales finies en fuppofant ces 
quadratures ou «•CVîiîcatiom , ôc l’on'pourra en meme temps 
tro ..,-vi ces intégrales finies. 

Pour le faire concevoir clairement on fera remarquer , 
i°, que les différentielles binômes qui contiennent xx, 6c qui 
font les élemens de la quadrature ou de la rectification des 
Sections coniques , peuvent facilement devenir trinômes •> 
car en fuppolant e-*-x ou e — x au lieu de x, c’eft à dire en 
fuppofant à l’origine des x une grandeur connue r, 6c que 
la changeante -v ne commence qu’à l’extremité de la con- 
nue ri 6c fubftituant c+x à la place de x, par exemple dans 

l 

* l’élement de l’aire du cercle* (j ) dx xrr — xx 1 , 6c dans 

__ X 

celui de l’hyperbole équilatere (8 )dx ^aa-^-xx i , le pre- 
mier deviendra dx xrr — ee-^-xex — xx % 6cle fécond 
^ 1 

dx x a a ■+■ te xe x -+• xx 1 , qui deviendront , en fuppo. 

fant dans le premier rr — ee = f , 6c dans le fécond aa -+• ee 

i i 

= /, dx x {-*- xex — xx 1 , dx x f •+■ lex xx 1 . Il en eft 
de meme des autres. L’on pourroit auffi fuppofér e — x au 
lieu de x. x. Que pour avoir les intégrales finies des diffé- 
tielles binômes qui fé réduifent à la rectification où à la qua- 
drature des Sections coniques , il ne faut foppo/ér qu’une 
quadrature ou une rectification ; mais qu’il en faut fuppofér 
deux pour les différentielles trinômes qu’on y peut réduire; 
trois pour les différentielles quadrinomes, 6c ainfi de fûice. 
Il fuffira d’en donner ici un exemple. 

Pour trouver les différentielles trinômes dont les intégra- 
les finies fe réduifént à la quadrature de l’hyperbole ix°dx x 

/- t* xex i xx 1 ; i" , on fuppoféra que la quantité A 

S. %x m ~ a dx x a bx a -r- cx l " = S. ixVx x f xex ■+• ixx l , 
6c l’on fubfticuera dans A les valeurs des lettres g, a, b, c,n,p , 



prifes de S. ix°dx x/-t- xex-t-ixx 1 , en laifTant la feule in- 
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déterminée *», 6c S.gx m ^"dx u + bx"-*~cx iu deviendra 
S. ix m * ‘dxx f +- iex -t-ixx 1 . 2°. On fuppofêra m •+• i = o, 

P 

ce qui déterminera >» = — i j ainfi gx m dx x cx‘“ 

deviendra \x~'dx * f zex ixx 1 . 3". On fubftituera les 

valeursdcs mêmes lettres dans(B)S.gjc œ,< ' ll V.ic xa-t-bx"-*-cx ia , 

_ 1 ^ 

6cl’on aura(B)S.^x*'<i« x /-*- iex ixx 1 . 

Il eft à prcfent évident qu’en fuppofant la quadrature 

S. 1 xdx x f^+ïex ■+■ ïxx 1 de l’hyperbole comme donnée, 6c 

1 

fuppofant encore l’integrale S. 1 x'dx x f 2. ex -t- ix* 1 , la 

différentielle trinôme x x a-t-bx" •+■ cx l “ p — i x ~'dx x 

I_ 

f-i-iex-*- ïxx 1 fera la plus fîmplequc donne la formule des 
différentielles trinômes dont les expofants a font pofitifs, 

dont l’integrale dépend de la quadrature de l’hyperbole 8c 

1 _ 

de l’integrale fuppofée S. 1 x'dx x / -t- iex i xx 1 , 6c l’on 

aura l’integrale de cette différentielle , en mettant dans le 
premier terme de la formule, 6c dans les quantités A 6c B, 
ôc dans leurs coéficients, les valeurs des lettres g, a, 6 ,c, m, 

n,p, prifes de ix~'dx x/-*- îex ïxx l . 

On trouvera comme dans les binômes, 6c en faifant des 
operations femblables aux précédentes , en fuppofant ( C ) 

_ — • — P JL 

S. g *""' l "dx x a -t- bx" •+■ ex = S. ix°dx x /'■+- îex ■+■ ïxx T • 

( qui eft la même quadrature de l’hyperbole } ) que 1 x~ l dx x 

f- 1- iex -t- 1 xx 1 eft la différentielle trinôme qui fuit la plus 
fimple qu’on vient de trouver, dont l’integrale finie contien- 
dra deux termes complets, 6c de plus l’integrale fuppofée de 
l’hyperbole, 6c encore l’integrale fuppolëc(D) S.g^ a * in dx x 

_ "“H"? - I 

a *+- bx" cx “ = S. 1 x'dx xf- 4- iex-+- ïxx 1 . De maniéré 
qu’en fuppofant m égale fucceffivement aux nombres néga- 
tifs — 1, — 2, — 3, 6cc. l’on aura les différentielles trinômes 
pour les expofants a pofitifs, dont l’integrale finie fé réduit 

à la quadrature fuppofée de l’hyperbole dx x f-fzex+xx 



756 Analyse démontré' e. 
en fuppofant outre cela pour la première m de ces différen- 
tielles l’integrale donnée S. ix'dx x f-t- xex ixx 1 j pour 
1 

la féconde , S. ix l dx xf-*- icx ixx 1 ; & ainfi de fuite. 

On en trouvera d’autres de la même maniéré par le 
moyen de la formule de l’integrale des différentielles trinô- 
mes , dont les expofants n font négatifs. 

On peut appliquer la même méthode aux différentielles 
quadrinomes, &c. 

TROISIEME METHODE, 

Par laquelle on trouve une formule generale de l’integrale 
des différentielles binômes , trinômes , & des autres 
plus compofées. 

706. x m dx x f-*- gx“ + hx in ix iU -*-&C. x a ■+■ bx a -1- ex 1 " -*-ex >u ‘ 
-t- ficc. eft l’expreflion generale de toutes les différentielles 
complexes qui auront tant de termes qu’on voudra fous le 
ligne quelconque />, fie tant d’autres termes qu’on voudra 
hors du ligne ; il faut en trouver l'inregrale qui fervira de 
formule generale pour trouver les intégrales des différen- 
tielles binômes, trinômes, fie des autres plus compofees. 

r°. Il faut fuppofer ( 1 ) K — a ■+• èx u -t- cx' n ex iD ■+■ Scc. 
ce qui donnera (z) dK = nbx a ~ 'dx -t- mcx ia ~ l dx •+■ 3 “ 'dx 
*4- étc. fie changer l’exprefïïon de la différentielle en cette 
autre équivalente fx m K r dx -t- g x m ~ a K ? dx -a- hx m *' n n t dx 
■+• ix m *~ in Kjdx -+- Scc. ou bien (3 ) /-*-$*“ hx iu ix' u ■+ Sec . 
x x m dx x K?. 

x°. Il faut fuppofér que (4 )Ax m * T K?*‘ ■+• Bx m *' 

*4- Cx"* ,+l " D x m *'* , "K f '* , -*-Scc. reprefente l’in- 

tegralc que l’on cherche 5 A, Z?, C, ficc. font des indétermi- 
nées qui reprefentent les coéficients qu’il faut Trouver 5 fie il 
eft évidcnc par les articles 538 & 540, que les expofants de la 
changeante x doivent être en progreffion arithmétique ; que 
dans le premier terme A , l’expofantde x doit furpafler d’une 
unité celui de x dans le premier terme de la différentielle } 
que dans le fécond terme if il doic augmenter d’une »,dans 
le troifléme de z», & ainfi de fuite 3 fie que l’expofant de K 
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doit dans tous les termes être l’expofant p de la différentielle 
augmenté d’une unité , c’eft à dire p •+■ i. 

3". Il faut prendre la différence de chacun des termes de (4), 

& l’on aura m -t- 1 Ax m dxK’ f * ' •+■ p -+• 1 A x m * ' K r dK 
Bx m ~ n dxK t ~‘ •+• Bx m ~'~ n K r dK 

*+• m -t- i -r- 2 n Cx m * ia dx x K r *' -*• p-t - 1 Cx m '*'“*' 1 "A! p <£K 
+ m-*-i^}nxDx m ~ v 'dxK ? *' -+-}TÏ~i Dx m ~ l + v 'K r dK • : .• 
h- & c. qu’il faut réduire à cette équivalente (5 )>»-«- 1 Ax"'dx x 
K* K Ÿ -*-p-riAxx x m K v dK -t- n B x" x x'dx x 

K* K ? p -+- 1 B x 1 *" x x m K v dK -t- m •+• x -+- inCx ia dx x x m 
KxK* ■+■ Cx'~ in x x m K*dK -+- m ■+■ 1+3» x Z)* jn x 
x m dx xK x K v p -*- * D x “ x x m K r dK &c- ou , ce qui 
eft la même chofe (6) w -t- 1 AKdx p - *- 1 AxdK. •+• 

•+• i -4- n Bx u dxK -i-p *+- 1 2 ?x **' 1 dfC^ -+■ I ■+■ îfl Cx dx x 
fïTCx'^dK-*- m+i *-.3 nbx^Kdx -t- jTTi Dx'+'"dK 
&c. x x m ,K p . ; • -, I. .... .y. r : : : • . y . ' ' ,:j * - 

4". Il faut mettre dans (6) les valeurs de K & de dJC prifès 
de ( 1 ) & ( 2 ) , & les difpofer dans l’ordre qu’on vëit ici J & 
fuppofer que cette différentielle eft égale àla propofée, c’eft 
à dire que cette différentielle moins la propolée eft égale à 
zéro. . , .... j • - . . , . k -,Tj\~A 


m+iAKdx = m-i-i.Ax-\-m-*-iAbx a w-i-i Acx m -¥m •+• iAexi n -¥&CC 


n 


- p+-\ A x d K = 

. m-V-l nBx n Kdx — 


"X'X"*'! 


.1 Bx°~'dK = 


1 -t- 2 /, Ce ’- n Kdx — 
+priCx^ » dK — 

-i r m-+-i+-> ) nDx) a Kdx = 


H- p-\-\xnAbx a 4-p-*-i X 2 ».t«c*M-p-+-l xjnAexi n +&c. 
______ • 

1 j v 1 5 ^.v in 1 - 4 -n Bf.ï 1 ” ■+• &C . 

.+. p-+-l X nBbx ia -4r p-t-i x lB8txl n -t- Scc, 
-hp-ï-ix ncbx^-4r£cc. 


>X 


JL 


dxXx m l?=zo. 


T* f C. i-I>Xl» — J»* 

j°- Il faut fuppofer chaque terme égal à zéro, & trouver _ • 
par les équations que donnera cette fuppofîtion les valeurs 
des indéterminées J 7 , ( 7 , &ç. & l'on aura ^ = «= 4 — . . 

■ j . * » CTi t»** ( . »■ 1 x <7 7 


X-w-t-I— X"X j, f 


. . . *ohf :i-ra ir ul 


•* 


w-t I+»x< 


8cc. ;ff! J Zfteb . 
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75 & Analyse demontre’e. 

6 U . Il faut fubftituer ces valeurs des indéterminéeesdans(4), 
(pour abréger le calcul on laifléra les capirales A, B, fitc. au 
lieu de leurs valeurs, excepté dans le premier terme J fie 
l’on aura 

La formult de l’ intégrale de la différentielle x m dx x 
f-t- gx“ hx“-«- ix ’ " Scc. x a-t- bx" cx‘ n ex ! “ P . 

7°7’ x x <* -f bx" -t- ex" ex' 6 P " 1 * ’* m 

l — m-¥t- — f-»-i xnxtA ^ b-m- 4-r — f- 4-ix in xtA — in-*- 1 -v» — p-\-iXnXtB 

«T+- o» -»* i •+• i» x * 

i — OT-+M — p-4-i x]ltxrA — »■+•« — p -+■ t XmxcB — m-4-i -+>i» — p-t-l xn xbC «» 

•h — =i.. ' — 

CT-t-I-f. JJ»X* 

-*-8ec. Le multiplicateur x”* 1 x a bx n -t~ cx l “ •+- « JU f -4- fiée, 
eft commun à. tous les termes. 

R e m a R Q^U E. 

7 08. On peut trouver tant de termes qu’on voudra de cette 
formule: Elle contient les formules des intégrales des diffé- 
rentielles t>inomes, trinômes, ficc. Par exemple fi l’on veut 
s’en fervir pour trouver l’integrale de la différentielle binô- 
me x m dx xf x a-t- bx p , il faut fûppofer dans la formule, que 
les lettres qui ne fé trouvent pas dans cette différentielle 
binôme , font chacune égale à zéro, comme g = o, h — o, 

* ==. o , c = o , e = o, &c. fie l’on aura la formule de l’inte- 
grale de l’expreflîon generale de la différentielle binôme* il 
faudra faire la même chofé pour les différentielles trinômes, 
quadrinômes, Sec. Elle fait même trouver les intégrales des 
différentielles qui n’ont qu’un féul terme comme fx m dx, en 
fuppofânt de même chaque lettre de la formule égale à 
zéro , excepté / fie m. 

5 • ♦ 

Corollaire Ir 

709. On trouvera de la même maniéré par la même méthode 
la formule de l’integrale de la féconde forme de la même 
différentielle , dans laquelle les expofants » font négatifs -, 
mais il faudra marquer i’expofânt de la plus haute puiffince 
de x dans la grandeur complexe élevée à la puiiiance donc 
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l’expofant eft l’unité par une indéterminée , & de même 
celui de la plus haute puiflance de x dans la grandeur com- 
plexe élevée à la puiflance p. Nommant, par exemple, l’ex- 
pofant de x dans la première (ra) & dans la fécondé ( snp ) ; 
la féconde forme de la différentielle féra x n '~ rn ~ sa r dx x 
i — hx~ " gx~ -h fx~ •+. &c. x e ■+■ cx~" bx~ *"•+■ ax~ >a 
&c. la lettre indéterminée r marque le nombre entier 
pofitif qui multiplie l’expofant n du dernier terme de la 
fuite / -*-gx n •+• hx' n /V° &c. Si ix'° étoit le dernier ter- 

me , r féroit égal à 3 ; fi le dernier terme contenoit x 7 ”, r fé- 
roit égal à 7. De mêm e fi ex ,B étoit le dernier terme de 
a bx“ cx‘" ■+■ ex P , s dans snp férôit égal à 3, &cc. 

Corollaire II. 

7 io. O n trouvera de la même maniéré Pintegrale de la diffé- 
rentielle x m dx x/-«-gx'' hx ia -b &C. x a -t- bx' cx“‘ * 
-+-&c. x a ■+■ j 3 x"-+- &c. Il faudra fuppofer, 1°, K=a 

•+- bx a -t- cx in &c. &/==«-»- / 3 x" +*x ,n + &c. ce qui 
changera la différentielle propofée en x m dx x jç f 7 <î x 
/-*- gx" Ax 1 " &c. a®, que l’integrale que l’on cherche 
eft reprefentée par l’integrale indéterminée x m **'K t ~' P*' x 
A Bx Cx‘" ■+■ Dx v ' h- Scc. 3°. Il faudra prendre la dif- 
férentielle de chaque terme®, & mettre tous les termes cor- 
refpondants les uns fous les autres, de façon qu'ils ne faffént 
enfémble qu’une même fuite, & écrire au deflbus les termes 
correfpondants de la différentielle propofée avec les figncs 
négatifs pour marquer qu’on fuppofe la différentielle indé- 
terminée égale à la propofée. 4°. Il faudra fuppofer chaque 
terme de cette différentielle égal à zéro, & trouver par les 
équations que donnera cette fuppofition les valeurs des in- 
déterminées A , B, &c. & les fubftituer à leur place dans 
l’intégrale indéterminée, qui deviendra par là l’integrale de 
la différentielle propofée. 

Usage des formules des intégrales. 

7 1 ï* Qu a n d on aura formé foi- même les formules des inté- 
grales des expreffions generales des différentielles , il ne 
faudra plus dans la réfolution des Problèmes que réduire les 
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7 éo Analyse démontré' e. 
différentielles qu’on trouvera à l’expreffion generale des dif- 
* 677. ferentielles*, & fubftituer dans la formule ae l’integrale les 
valeurs des lettres des expofants Sc des coéficients , prifes 
de la différentielle dont on cherche l’integrale , en fuppo- 
fant égales à zéro les lettres de la formule qui ne font pas 
dans cette différentielle } Et fi l’on arrive à un terme dont le 
coéficient foit zéro, ou que l’un de fes multiplicateurs foit o, 
& que la même chofé fé trouve dans les termes fuivants, 
tous les termes qu’on aura trouvé qui précéderont celui qui 
eft zéro , feront l’integrale exacte de la différentielle pro- 
pofée. Si l’on ne peut ainfi trouver l’integrale finie de la 
différentielle propofée par le moyen de la formule de la 
différentielle generale dont les expofants n font pofitifs, il 
faudra fé fervir de la formule de la différentielle generale 
dont les expofants n font négatifs j & fi l’on ne trouve pas 
d’integrale finie par l’une & ['autre formule, la méthode ne 
peut la donner que par approximation , en fubftituant dans 
autant de termes qu’on voudra de celle des formules qui 
fera trouver les termes qui iront le plus en diminuant par 
raportàla différentielle propofée, les valeurs des lettres des 
expofants & des coéficients prifes de la différentielle propo- 
fee dont on cherche l'integrale. 


AviRTISSEMI NT. 

7 i*. On fçait par le calcul différentiel* quels doivent être les 

* J41. expofants de la changeante x dans tous les termes qu’on 
doitfiippofèr pour former l’integrale indéterminée (4) qui 
doivent aller en progreffion arithmétique ; ainfi l’on n’a 
befbin pour trouver l’integrale que de trouver les coéfi- 
cients des termes ; Sc c’eft a cela que férvent les indétermi- 
nées j 4 , 3 , C, Sec. qui les reprefêntent, Se qui fervent à les 
faire trouver. Cependant on peut employer la 3' méthode 
non feulement à trouver ces coéficients , mais auffi à décou- 
vrir les expofants que doit avoir la changeante x dans tous 
les termes de l’intcgralequc l’on cherche ; & comme ils font 
en progreffion arithmétique , il fuffit de trouver les deux 
premiers. Pour cela il faut trouver l’integrale par parties , 
c’eft à dire , en trouver les termes les uns après les autres. 
Cette méthode étant utile pour découvrir les intégrales de 
plufieurs différentielles particulières, & même de celles qui 
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ne font finies que par la fuppoficion des quadratures ou rec- 
tifications des courbes, on a cru la devoir expliquer ici, & 
pour abréger le calcul on l’appliquera feulement à trouver 
l’integrale des différentielles binômes x m dx x a -4- bx" . 

Autre maniéré de fe fervir de la troifiéme méthode , en 
trouvant l’integrale par parties. 

Intégrale indéterminée A -+- B x" -+• C x tn Dx ,n -t- Sec. x 
x m * , K p * 1 . 

Diffvren- m-*' lAa-*- m-t- 1 A b x a 

«elle de . . B 

l’integralc • 4 -p-*'lAnbx 

indétermi- -i-m-Yi-i-nBax **-;b -+-!■+■ 

nee. , 1 

■+• p-t- 1 Bnbx' 

J 

71?- On fuppoféra, i°, que le premier terme eft Axx "'* 1 K ? *\ 

(A eft une indéterminée qui marque le coéficient du pre- 
mier terme, & qui fèrvira a le faire trouver } ) car il eft évi- 
dent par les réglés du calcul différentiel*, que les expofànts *536,537, 
de la changeante x & de la grandeur complexe reprefentée 53S. 
par K , doivent augmenter d’une unité chacun dans l’inte- 
grale. Il faut prend re la différentielle deAx m ^ l K f *' , & l’on 
aura , en écrivant les termes de l’integrale à part à mefure 
qu’on les découvrira , & en écrivant aulTi les termes 
confondants de leurs différentielles les uns fous les autres ; 
on aura, dis- je, les deux premiers termes delà différentielle 
de l’integrale indéterminée. 

i°. Mais le fécond terme de la différentielle fait voir 
qu’il faut fuppofèr pour fécond terme de l'intégrale indé- 
terminée i? A '"'s caron a befoin de l’indétermi- 

née B pour marquer le coéficient du fécond terme, & il eft 
évident qu’il faut fuppofer que l’expofànt de la changeante x 
doit avoir pour expofant 7»-t* 1 -♦*», afin que la différen- 
tielle du fécond terme donne au moins un terme correfpon- 
dant au fécond terme de la différentielle du premier terme, 
autrement on ne pourroit pas avoir une équation pour dé- 
terminer B. Il faut à prelcnc prendre la différentielle du 
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y 6 i Analyse démontré' e. 
fécond terme, & l’ajouter à la différentielle du premier. 

3 U . Le troifiéme terme de la différentielle des deux ter- 
mes de l’integrale indéterminée, fait voir que le troifiéme 
terme de cette intégrale doit ctre Cx m *'* tn K T *' , & la 
différentielle de ce troifiéme terme fera connoître que le 
quatrième terme doit être Dx m *'* v 'K r *' , & ainfi de 
luite. Mais quand on a les deux premiers, la progreiîîon 
arithmétique des expofants eft donnée, & il eft inutile de 
chercher les autres. 

4°. Après avoir pris autant de termes qu’on en voudra 
de l'intégrale indéterminée, & mis en ordre les termes de 
leurs différentielles , il faut lùppolér que la fuite de cette 
différentielle eft égale à la différentielle propofée , c’eft à 
dire, il faut écrire les termes correspondants de la différen- 
tielle propofee,avec les lignes négatifs, fous ceux de la diffé- 
rentielle indéterminée qu’on vient de trouver ; fuppolér que 
chaque terme de la fuite que forment toutes ces différen- 
tielles , eft égale à zéro ; déterminer par les équations que 
donnera cette fuppofition les valeurs de A, B , C, &c. & les 
fubftituer à leur place dans l’integrale indéterminée, & l’on 
trouvera par la lubftitution la meme intégrale qu’on a déjà 
trouvée. 


Seconde proposition fondamentale 

DU CALCUL INTEGRAL. 


7 * 4 - 

* JM- 
t JM- 

# J 


La quantité différentielle ydx -+■ xdy a pour fon intégrale 
xy* y la diffé rence •+• x^dy+xyd^, a pour intégrale xyrf. 
De même m i- 1 jc n " 'y m dy -+- h 1 x "y m *'dx a a pour inte- 

graley”’" V’*'. De même la différentielle —y - * dx 

— xy~'dy , a pour intégrale xy~ z *. De même 
ff x ~fydx — ~-x"dy 


, n — i — m 

L x y 


'dx — ?Sy- a -'dy a 


a pour intégrale fx"y' 


Il faut lé rendre familières ces fortes de différentielles & 
leurs intégrales où il y a plufieurs changeantes, & fur tout 
celles où l’une des changeantes eft au dénominateur * ou 
bien , ce qui eft la même cholé , la puilïànce de l’une des 
changeantes i un expofant négatif. On les a expliquées dans 
les articles 5x3, 514, yxj, jx6 & 3x7. 


f 
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TrOISIE’ME proposition fondamentale. 

7 1 J- Qu a n d une quantité différentielle eft égale à zéro , fon 
intégrale, quand on la peut trouver, doit être fuppofce égale 
à une grandeur confiante, qu'il faudra prendre homogène 
aux termes de l'intégrale. 

Cette grandeur confiante eft ordinairement arbitraire, 
mais il eft iouvent de l'induftrie de celui qui refout un Pro- 
blème où lé trouve une telle différence , de prendre une 
grandeur arbitraire qui donne la réfolution la plus fimple. 

Soit , par. exemple, la différence = o, dont on 

trouve par la féconde propofition fondamentale , que l’in- 
tegrale eft ~ — y y x~‘ ; il faut la fuppofèr égale à une gran- 
deur confiante a, & l’on aura -£■ = a, ou bien y y = *x 
pour l’integrale complété. 

Remarques. 

* r\ ' 1 

716. Quakd une différentielle qui contient deux changeantes, 
eft une équation, & qu’on n’en peut pas trouver l’intcgrale, 
il arrive quelquefois qu’en la multipliant par un même mul- 
tiplicateur, ou la divifant par un même diviféur, on la ré- 
duit à la fécondé ou à la troifiéme propofition fondamen- 
tale, c’efl à dire, on en peut trouver l’integrale par ces pro- 
pofitions. 

Par exemple on ne fçauroit trouver l’integrale de la diffé- 
rentielle , mais en la réduifant à cette expreffion 

ixdy — ydx = o , & la multipliant par , elle deviendra 
— o, dont l’integrale fé trouve par la féconde pro- 
pofition fondamentale & la rendant égale à une conf- 
iante homogène, on aura pour l’intcgrale complété 
ou bien^y = ax. 

On trouvera de même l’integrale de nxdy — ydx — o, 

en la multipliant par dLlL . C ar elle deviendra nry “ 

= o , dont l’integrale eft par la fécondé propofition fonda- 

mentale qui deviendra complété en la rendant par la 
propofition fondam. égale à une grandeur homogène a~ l , 

car l’on aura = a"- 1 , ou bien/ = a~ l x. 
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Onréduirade meme hLàiiïerçnnç\\ey’ i dy=a*ydx—aaxdy 
à la fécondé propofition fondamentale, en la divifant par 
car elle deviendra^ = ~ , dont on trouvera que 

l’integrale eft {yy = ~ , ou bien 7’ = iaax. 

En divifant de même la différentielle ^xxydx-b 3 x'dy 
= 1 axydy — ayydx par xx , elle deviendra 3 ydx ■+- 3 xdy 
*=z ‘ ! -- x , dont on trouvera par la fécondé propofition 

fondamentale, que l’integrale eft 3 xy = ou bien 3 xx 

- a y. 

On réduira aufli à la féconde propofition fondamentale 
la différentielle îaxdy -t- xxdy = aydx -+- xydx, en fuppofant 
s£.= ux 4- xx , ce qui donnera z^d^ = adx 4- xdx } & fûb- 
ftituant ^au lieu de leurs valeurs, l’équation devien- 
dra zdy = ydz^, ou bien xdy — ydzj= o ; la divifant par z&j 
l’on aura = o, dont l’integrale eft qu’on rendra 

complété en la fuppofant égale à une grandeur confiante 
homogène f i 8c remettant la valeur de l’intégrale fera 
byz= a x y/iax 4- xx- 

Enfin on réduira la différentielle — 

14 r> 4- ï_rjr> v 

à la féconde propofition fondamentale, en fuppofant ax-t-xx 
= ce qui donnera adx -+- zxdx> 8c fubfti tuant ^ au 
lieu de ax 4- xx, 8c 4 ^_au lieu de adx •+• ixdx , J’équation 
deviendra — = o } la multipliant par ~ , l’on aura 

- - ~ — 0, dont l’integrale eft , qu’il faut rendre égale 

i* 1 * î ï."ï , 

à une confiante ~ i Sc remettant la valeur de z} , l’integrale 
fera - J — = £. On remarquera dans les deux derniers 

(#■ XX 6 A 

exemples la maniéré de réduire l’expreffion compofée de la 
différentielle à une plus fimple, en fuppofant une feule cban- 
geante égale à une grandeur complexe. 

IL 

7 * 7 * Quand les différentielles dans lefquelles les changeait, 
tes x 8c y, 8c leurs différences dx 8c dy font mêlées enfémble, 
font affes fimples , ou quand étant compofées on les peut 
aîfément réduire aux plus fimples, comme dans les deux 
derniers exemples, on connoît d’abord fi l'on en peut trou- 
ver 
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ver les intégrales par la lèconde propofiqon fondamentale 
ou fi l’on ne le peut pas. Mais il s’en trouve beaucoup qui 
quoique fimples ne font pas foumilês à la fécondé propofi- 
tion fondamentale , ou qui font fi compofces qu’on ne peut 
pas les réduire à des expreiïîons fimples dont on puillë trou- 
ver les intégrales par la fécondé propofition fondamentale. 
Dans ces cas il faut feparer les changeantes x Sx. y St leurs 
différences de maniéré que dans les termes où font les x St 
les dx il n’y ait pas d'y ni de dy, Sc que ce ce foit la même 
chofe des St dy, 8t enfuite on en cherche les intégrales par 
les méthodes qu’on a données pour trouver les intégrales 
des différentielles qui n’ont qu’une même changeante, ou 
bien l’on s’affure qu’on ne peut pas les trouver exaétes, St 
qu’on ne peut les avoir que par approximation , ou tout au 
plus que fi on les veut avoir finies dans pluficurs cas, il faut 
luppofër les reéhfications ou les quadratures de quelques 
courbes. 

Cette lêparation des changeantes fe fait , i°, par les cal- 
culs ordinaires de l’Analyfe, par exemple en divilànt dans 
la différentielle xdy =ydx chaque membre par xy, l’on aura 

=4 iL » °ù les changeantes font fcparées , St les cas où 
cela fe peut faire ne font aucune difficulté. Cela fe fait , i°, 
en fuppolânt les changeantes de la différentielle égales à 
d’autres changeantes autrement difpofées -, St fubiiituant 
dans la différentielle propofée les fécondés changeantes à 
la place des premières, on feparc en pluficurs cas les chan- 
geantes l’une de l’autre. 

Par exemple pour feparer les changeantes de adx = ydy. 
— xdy , on fuppofera y — x = d’où l’on aura y = s^-+- x , 

fit dy = d^~¥- dx ; St fubftiruant la place de y — x ,8td^ 

■+- dx à la place de dy , la différentielle deviendra adx = çdz 
•4- zdx , ou adx — s^dx = K.dzj, St divifant par a — l’on 
aura dx — , où les changeantes font feparées. 

Pour feparer auffi les c hangeantes de l’équation Vy x 
xd x ydy =y/ax xdy — y dx, on fuppofera y= -^-Scx = ~x 
y/aa — zgj Ce qui donnera Vy—V-^-i dy — ’•*} , ; dx = y 

y/aa — « — - S'*? .. . On fubftituera à la place de y/y, y, dy, 

x, dx leurs valeurs ; St l’on changera par ces fubftitutions 
l’équation propofée en cette autre équivalente atdtVtxVzjt 

EE e e e 
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yjaa — KS. == rtattdt^ ou bien atdtVt x ’daaz^ — ^ = aattdrj 
qui fe réduit à -fc = - ‘ - , qu’on peut auffi exprimer par 
dL = - , dans laquelle les changeantes font féparées. 

Mais l’on n’a pas de réglés generales pour trouver com- 
ment il faut fuppofer les changeantes nouvelles qu’il faut 
fubftituer à la place des changeantes de la différentielle , afin 
de feparer certainement les changeantes. 

718. Dans les cas où l’on ne peut pas faire cette feparation 
exacledes changeantes d’une équation différentielle où elles 
font mêlées, on peut toujours avoir l’integrale par appro- 
ximation; car on peut par les méthodes du fécond Problème 
du fèptiéme Livre, art. 17 j, trouver la valeur de y qui ne con- 
tienne que des des dxi & par conféquent la valeur dedy 
auffi en x &cdx> & fubftituant ces valeurs dans l’équation 
différentielle , elle ne contiendra plus que la féule chan- 
geante x & dx, &c l’on en pourra trouver l’integrale au 
moins par approximation. 


Sur les intégrales des differentes fécondes, troiffemes , &c. 

7 * 9 - T outes les méthodes qu’on a données jufqu’ici pour trou- 
ver les intégrales des premières différences, fervent auffi à trou- 
ver les intégrales des différences fécondés , troiffemes, ffc. en 
remarquant que les différences premières font les intégrales 
des différences fécondés, que ces dernieres le font des troi- 
fiémes différences , & ainfi de fuite ; car il eft évident que dx 
eft l’integrale de ddx, que \dx l eft l’integrale de dxddx , Sc 
ainfi des autres ; ainfi l’integrale de la différence féconde dxdy 
— dans laquelle on fuppofé dy confiante , c’eft à 

dire que dy n’a poinc de /èconde différence , eft xdy ~a 
'ddx -t- df. On remarquera auffi qu’il faut quelques fois ajou- 
ter à l’integrale qu’on trouve d’une féconde différence , on 
en retrancher une grandeur différentielle confiante du pre- 
mier genre , c’cft à dire une première différence qui n’ait 
pas de féconde différence , ou dont la fécondé différence eft 
zéro ; &c de même pour les troifiémes différences. La réglé 

* 664. que l’on a donnée * pour trouver cette grandeur confiante - 
dans les intégrales des premières différences, fert auffi pour 
les intégrales des différences fécondes , troifiémes , &c. 
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SECTION II. 

Ou ton enfeigne à trouver les intégrales finies des différen- 
tielles qui n’ont qu’une changeante dont on ne peut trouver 
les intégrales exactes , en Juppofiant la rectification ou U 
quadrature des courbes. 

Avertissement. 

Quakd on ne peut pas trouver par les méthodes de la 
fection precedente les intégrales exactes des différentielles 
qui n'ont qu’une changeante , on peut toujours en trouver 
les valeurs approchées tant près que l’on voudra, en fubfti- 
tuant dans autant de termes que l’on voudra des formules 
aufquellesfe réduifent les intégrales de ces différentielles, les 
valeurs des lettres de ces formules prifés des différentielles 
dont on cherche les intégrales 5 on peut encore trouver ces 
valeurs approchées des intégrales parles méthodes du fé- 
cond Problème du fepticme Livre, art. 175 , comme on l’a 
fait voir dans la dernierc feétion de la fécondé Partie. Mais 
comme l’on efl: plus content de fé reprefenter une grandeur 
inconimenfurable , ( par exemple la racine incommenfùrable 
qui eft une des valeurs de l’inconnue dans une équation irré- 
ductible du troifiéme degré) par une ligne finie, ou par une 
figure finie , que par une approximation telle que l’on vou- 
dra ; les Geometres de notre temps ont auffi voulu, pour 
contenter tout le monde, reprefénter une intégrale que les 
méthodes ne donnent que parapproximation, la reprefénter, 
dis-je, par un arc de courbe fini & regardé comme connu , 
ou par l’aire d’une courbe fuppofée comme connue. 11 a 
fallu pour cela trouver des méthodes pour réduire les inté- 
grales des différentielles dont les Réglés que l’on a don- 
nées ne font pas trouver les intégrales exaétes , aux rectifi- 
cations ou aux quadratures des courbes les plus fîmplcs, 
comme font les feétions coniques quand cela fe peut. On a 
déjà donné de ces méthodes dans la feétion precedente,* on *694 
«n va donner d'autres dâns les Problèmes fuivans, en fai- 69s 
fant remarquer qu’on fuppofera , dans l’exprcfTîon generale 
d’une différentielle , la grandeur complexe de tant de ter. 

E E c e e ij 
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mes qu’on voudra qui eft fous le ligne p, comme a •+■ bx * 
ex*-" -+- &cc. égale à une feule lettre K, ainfi dK — nbx~ 'dx 
-+ - inc x x "~'dx ■+- &c. S'il y a une fécondé grandeur com- 
plexe de tant de termes qu’on voudra lous le ligne q mul- 
tipliée par la première, on fuppolêra cette fécondé a -4- b.v“ 
.+- cx l “ •+■ &c. = l, ce qui donnera dl = nbx a ~' dx 
-t- mcx xa ~'dx &c. 

PROBLEME I. 

7 Al. La lettre r dans l'exprcffton generale de la différentielle x ra+ “ 1 dxK ? , 
reprefentant tout nombre entier pofitif ou négatif, en y comprenant 
l'unité & zéro , & m , n , p reprefentant tous les expofants que 
peuvent avoir x & K, cette différentielle peut reprefenter une fuite 
infinie de différentielles i l intégrale d'une feule de ces différentielles 
étant fuppofèe connue lorfque K p eft un binôme i deux lorfque K p ejl 
un trinôme i trois quand K p eft un quatrinome , & aiT f l de fuite ; 
trouver les intégrales de chacune des autres différentielles de cette 
. fuite infinie. 

Cette fuite infinie de différentielles eft tx m ~ l "dxK r , 
*x m - lD dxK\ fi x m ~' a dxK*, a x m dxK\ b* m * 1D d*iC p , 

' c x m * l "dxK\ Ax m ""dxK\&c. . 

Pour, les binômes. 

X ,’i NTEGR.ALE d’une feule de ces difFerentielles comme 
a x m dxK r , étant fuppofèe connue, & nommée a x ^(c’eft 
à dire Azfit. l’integrale, &(a) fon coéficient, ) il faut trouver 
les intégrales de toutes les autres quand elles font binômes. 
Pour les trouver il faut aller de fuite , & trouver l’integrale 
du terme b* ra "’" in dxK ? , qui fuit à droite celle qu’on vient 
de fuppofer connue, & avec l’integrale de ce terme on trou- 
vera celle du fuivant ex"'* l "dxK f , & ainli à l’infini , & en- 
fuite par le retour on trouvera les intégrales des termes qui 
vont de la droite à la gauche. 

On remarquera que, quand une différentielle propofee n’a 
pas par les réglés de la première feétion une inregrale exade, 
î’integrale de cette-différcntielle n’eft que fuppoièe ; mais 
que quand on a befoin dans une réfolution d’une intégrale 
quelconque, par exemple !i Ion a befoin de l’integrale 
ou at" 1 — /C p *' , ou de telle autre qu’on vou- 
dra j cette intégrale. & fa différentielle qu’on p.eut toujours 
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trouver par le calcul différentiel, ne font pas fuppofées, elles 
font exa&ement connues. 

Résolution. 


7 11 * Pour trouver l’integrale de b* ra *V.vR p , en fuppofint 
connue l’integrale a x A de a x"dxK? > l'on employcra l’in- 
tegrale x m ~‘ K ? ~' , Sc on en prendra la différentielle 
W+K -t- m -+- 1 bx" 

i°. On en ôtera la •*- nbx " ? * ds x ***?' 

différentielle donnée — a j 

3 0 . On ôtera auffi l’integrale foppofée a x A de l’inte- 
grale x m * l K r *'. La differente ' K ? ~ l — a x A fera 
l’integrale de la différentielle entière 

m ■+• 1 a m ■+■ 1 bx"') 

+ ; + i nbx" ixdxx x m K f . 

4 0 . On fuppofora le premier terme de la différentielle 
égal à zéro , c’eft à dire m -t- i a — a. 

j". On mettra cette valeurde(a)dans l’integrale x m *'K r *' 
— a A, 6c l’on aura x"'*'K T *' — ni ■+■ 1 a A pour l’integrale 

de la différentielle m-r i>+- p-t- m x b x m *"dxK T , le premier 
terme étant zéro. 

6”. On divifêra cette intégrale 6c fi différentielle par le 
coéficienc delà différentielle, 6c on multipliera les quotients 

par b, & 1 on aura pour 1m- 

+ b 

tegrale de la différentielle propoféc b x m ~" dxKf. Ce qu'il 
fallait trouver. 

Si l’on foppofè àprefent connue l’intcgrale qu’on vient de 
trouver , 6c qu’on la nomme pour abréger b x i?,on trou- 
vera par fon moyen l’integrale de la différentielle fuivanre 
cx m ~ l "dx K* , en fo forvant de l’integrale . 

car fi différentielle fora 

m -t- « h- i ax" - 4 -niA-n -t - 1 Æx 1,r } 

-+- p -i- 1 nbx l “ ' 


d’où l’on ôtera 
la différentielle 
propofée 


— bx“ 


I 

J 


>x dx x x n K T j 


E E c e e iij 
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” A. p '* 1 — b x B fera l’inregrale de cette différen- 
tielle totale. 

Suppofant m -+- « -t- 1 a = b, & fubflituant cette valeur 
de b dans l’integrale, l’on aura x m ~"~' Kf *' 1 axB 
pour l’integrale de la différentielle m -t- n -+• i -h p-t- i » x 
6 x m * ia dx K r . Divifant cette différentielle & Ion intégrale 
parle cocficient de cette différentielle, & multipliant les 


quotients par c, l’on aura 


Cx 


— « -t- n -t- 1 a x cB 


m-ra-t - 1 1 n x b 

pour l’integrale de c x m * l "dxK r . Ce qu'il fallait trouver. 

_ Avertissement. 

7 1 ?• (Jn trouvera de la même maniéré i’inrcgrale de la diffé- 
rentielle fuivantc Ax K ~' a dx K v par Je moyen de l'integrale 
qu’on vient de découvrir - t £c ainfi de fuite à l’infini. Voici 
à prefent la manière de retourner de la droite vers la gau- 
che : on le peut faire de l'integrale fuppofee de telle diffé- 
rentielle qu’on voudra de la fuite infinie à celle qui la pré- 
cédé immédiatement vers la gauche -, mais pour être court 
on n’en mettra que deux exemples. 

714. Pour trouver l’inregrale de ax m dxK p , en fuppofânr con- 
nue J’inrcgrale qu’on nommera b x B de la différentielle 
bx m *VxjK p , on (é fervira de l'integrale x m *' t dont la 
différentielle 


eft 




1 a 


■ m - 

F- 


1 b . 

1 nbx ' 




on ôtera la differen- ^x dx x x m A p > 

tielle donnée du i d 

terme — bj 

En ôtant l'integrale fuppofée bj? de l’integraleJr m+I A; p '"^ 
l’on aura ■x'"'’' 1 K ** 1 — dB pour l’integrale de cette diffé- 
rentielle totale. On fuppoferafon fécond terme, &: non p as le 

premier, égal à zéro ; ce qui donnera b = »EE 1 ■+• p-+- 1 n xb. 
On fubflituera cette valeur de b dans l’integrale précedentej 
& l’on a ura x m * l x l ’~- t — >»-*- 1 — p-r 1 n x b B pour l’inté- 
grale de m -h 1 a x"'dx Kf. On divifèra l’une & l’autre par le 
coéficient m-i-ia, & l’on multipliera les deux quotients 
,">*1 | 


par (a), 8c l’on aura 


a* 


, /C p * 1 — m-ri — p -r \ n x bu B 
«T+l a 
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pour l'integrale de a.x m dxK r - Ce qu'il fallo’t trouver. 

Suppofant, pour abréger, l'integrale de la différentielle 
o.x m dxK t qu’on vient de découvrir, reprelèntée par a.A , 
pour trouver l’integrale de la différentielle lix m ~"dxK r , on 
Te fervira de l’integrale , dont la differcncielle 

eft ni — n -t- i a x -*-m — n 1 b 

■+■ p-r-i nb 

on ôtera la diffe- }>xdxx x"K r . 

rentielle donnée 

du i d tenue — a J 

L’integrale de cette différentielle totale fera x m ~ n ~ , K r *' 

— a A. On fu ppofera le fécond term e égal à zéro ; ce qui 

donnera a = m — a - ci p -t- i n x b. Subftituant cette 

valeur dans l’integrale, on aura i — m _ n ~ t 

— p- *- r*x b A pour l’integrale de m — a -t- i ax m ~ n dxKj- 
On divifêra l’une fie l’autre par le coéfîcicnt m — n i a , 
& on multipliera les q uotients par Q , fie l’on aura 

Hx m ~‘'* ' K e *' — m — n -t~ i — p~f-~i n*b$A 
m — n -t- ia 

pour l’integrale delà différentielle (bx m ~ n dxK T . Ce qu'il 
fallait trouver. 

On trouvera de même par ordre les intégrales de toutes 
les différentielles qui vont de droite à gauche dans la fuite 
infinie. 

Pour, les trinômes. 

71 y J^es deux intégrales qu’on nommera a *A, b * B des deux 
différentielles trinômes a x m dxK v , bx m *"dxK t , étant fup- 
polees connues; pour trouver l’integrale de la différentielle 
luivante cx m * ta dxK r de la fuite infinie , i", il faut fe fervir 
de 1 intégrale x m ~'K r *', fie en prendre la différentielle qui 

eft m-t-l xtt -t-m-t - 1 xbx" xf * 1 | 

p * 4 “ 1 x nbx n p 1 x inex 1 " I 

en ôter les 
deux diffé- 
rentielles 

données — a — b*“ J j 
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L’integrale de cette différentielle totale eft x m * 1 K T *' —a A 
— b B. 

i e . Il faut fuppofêr lcsdeux premiers termes delà différen- 
tielle totakchaciin égal à zéro, ce quidonnera a=»/-*-i xa, 

& b — m-t-1 - 4 - fiâé 1 x n xb , Sc fubftituer ces valeurs dans 
l’ inregrale prece dente, & l’on aura x m * i K^* 1 — m -t- i x a A 

—m-t~i — />-*-! xnxbB pour l'integrale de m -*- 1 ■+■ p-rlxinx 
tx m * ia dx bS , les deux premiers termes étant zéro. 

3°. Il faut divifèr par le coéficient de cette différentielle, 
cette même différentielle éc Ion intégrale , Se multiplier les 
deux quotients par c, &c l’on aura 

cx m *'K v *' — ni -+- i acA — ni -t - 1 — p i n x b c B 


a-H+^ + IMXf 

pour l'integrale de la différentielle cx m * l "dxK ï . Ce qu'il 
fallait trouver. 

Avertissement. 

716. On peut de la même maniéré avec l’integrale qu’on vient 
de découvrir, & avec l’integrale b#, trouver l’integrale de 
la différentielle trinôme luivante dx m * ! “dxK r , & ainfi de 
fuite à l’infini ; & retourner de la droite à la gauche comme 
dans les binômes. On peut de même appliquer la même 
méthode aux différentielles quadrinomes -, mais il faudra 
fuppofêr connues les intégrales de trois différentielles , Sc 
en liippofer quatre pour les différentielles de cinq termes,, 
£c ainfi de fuite à l’infini. 

PROBLEME IL 

7 1 7 • Daxs Îcxprc/Jion generale x m d xK p+i , F indéterminée s repre- 
fentunt tous les nombres entiers pofitifs & négatifs en y comprenant 
l'unité & zéro, (fi m reprefentant tous les expojants que peut avoir 
la changeante x hors du Jigne, (fi p tout expofant du figne de la 
grandeur complexe marquée par K , cette différentielle peut ex ~ 1 
primer une fuite infinie de différentielles dans lefquclles m repre- 
fente tous les expojants pc/Jiblcs des puiffances de la changeante X 
hors du figne , (fi p tous les expofants fo/Jibles des putffances de 
la grandeur complexe K ; s marque o, 1 , 1 , 3 , 4 , (fie. c, — 1 , 
— 1, — 3 , (fie. l'integrale d’une feule différentielle de cette fuite 

étant 
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étant fûppojce connue quand K efl binôme } deux quand K eji tri- 
nôme , (fi uni fi de fuite j trouver les intégrales de toutes les diffé- 
rentielles de la fuite infinie. 

C ette fuite infinie de différentielles peut être ainfi repre- 
fentee S x m dx K t ~ i , %x m dx K r ~ l , (lx'''dxK ? ~ 1 , a* m dxK. v > 
bx m dxK ? ~\ cx m dxK*~\ dx"'dxK r * i ,&c. on remar- 
quera que, pour abréger, m reprefente tous les expofints 
poffibles de x m -^ tra hors du figne, comme au Problème 
precedent. 

Pour, les binômes. 

O N trouvera de fuite, l’une apres l’autre , l’integrale dô 
chacune de ces différentielles, depuis celle dont on fûppofe 
l’incegrale connue, comme dans le Problème precedent j 
mais la méthode étant un peu plus fimpie en allant de la 
droite vers la gauche, on la mettra la première, 8c enfuite 
en donnera la metbode pour aller de la gauche à la droice. 

Pour trouver par exemple l’integrale de t2x™dxK T ~\ en 
fuppofant connue l’mtcgrale de ax'"dxK s , qu’on nommera 
&A, i°, il faut préparer la différentielle donnée a x m dxK v -, 
en la multipliant par la valeur de K = a -+- b x " , 8c la divi- 
fant en même temps par K, ce qui n’en changera point la 
valeur, & l’on aura au i- a b x" xdx x sd°K ? ~' , donc l’inte- 
grale fera toujours a. A. z°. Il faut le férvir de l’intcgrale 
x m *'iC p , & en prendre la différentielle qui eft 
m ~r i a -+• m 1 bx 
-t- pnbx a 

Il faut lui ajouter' fixdxx x^K}'* 1 . 

la différentielle 

préparée a a -i- a^x 1 ^ 

L’integrale de cette différentielle totale fera zA -t- x m * 'jfi. 

3" Il faut fuppofer le fécond terme de la différentielle 
totale égal à zéro, ce qui donnera a = — m — * i — pnï 
fubftituer cette valeur de ( a ) dans l’integrale & dans le pre- 
mier terme de la différentielle totale , 8c l’on aura 
— m — i — pnx A pour l’integrale de — pnax m dxK T ~‘ ^ 
puifque le fécond terme == o. 

4°. Il faut divifer cette intégrale 8c fi différentielle par 
ïe coéficienc — pna de la différentielle, 8c multiplier les 

EFfff 


Digitized by Google 



774 Analyse 
quotients par (3, & l’on aura 


DEMONTRE' E. 

&x m +‘Kr — m — i—pnx&A 
■ pna 


pour l'intégrale de Hx m dxK ? ~ '■ Ce qu'il falloit trouver. 

On trouvera de la même maniéré avec l’integrale de 
fix m d»K r ~' — Z* x x m dx K f ~ 1 qu’on vient de 

découvrir , & qu’on peuc fuppofer = &J3 , l’integrale de la 
différentielle yx n dxK r ~\ & ainff de fuite à l’infini en allant 
dè la droite à la gauche. 

718 . Pour aller de la gauche vers la droite , il faut multiplier 
non la différentielle fuppofée , mais la différentielle même 
dont on cherche l’integrale par la valeur de K — <* ■+■ bx", 
& la divifer en même temps par K , & de plus rrouver d’a- 
bord l’integrale d’un des termes de la différentielle prépa- 
rée , & par le moyen de cette intégrale trouver l’integrale 
de l’autre terme , & la fomme de ces deux intégrales fera 
l’integrale de la différentielle propofée. 

Par exemple pour trouver l’integrale dp la différentielle 
b x m dxK T *', en fuppofant connue l’integrale de a x m dxK' s ' 
qu'on nommera a A-, i°.il faut préparer b x m dxK e *‘ en la 
réduifant à b a h- bbx a x x m dxK*i lé fervir de l’integrale 
x m '* 1 K e *' ) dont on prendra la différentielle qui pft 

• ' F nT'V 


ta- 


■ia 


■ m 


• i b 


>xWm 


- 4 - p-t-i nbx n 

Il faut lui ajouter 
la différentielle 

donnée «va _ 

L’integrale de cette différentielle totale fera a A, 

i°. Il faut fuppofer le premier terme de la différentielle 
totale = o, ce qui donnera a = — m -t- i a > fubftituer 
cette valeur de ( a ) dans l’integrale, & l’on aura x m *'K T '" t 
— m~*-t a A pour l’integralc du i d terme m ■+■ t 
6x m ~ n dxK T , le premier terme étant = o. Il fautdivifér cette 
intégrale & fà différentielle par le cocficient de la diffé- 
rentielle , & multiplier les quotients par bb , & l’on aura 

b* ‘^ p 1 m-*-\baA f pj nt egrale du fécond 


m •+• 1 - 1 - p 1 n 

terme bb x m *"dxK r de la différentielle dont on cherche 
l’integrale. 
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ÿ. Pour trouver l’integrale du premier terme bax m dxK T 
de la même différentielle, il faut le lérvir de la même inté- 
grale je m ^*A p ' Kl , en prendre la différentielle qui eft 

i b*"'] 


m-t-i a -t- m 

■+■ ttbx n [ 

lui ajouter le fécond 
terme de la différen- 
tielle propolée h- b^x” J 

L’integrale de cetre différcntielle^otale fera x m * t K r 
K?*' — m 


> 


x x m dxRr. 


ht A 


Il faut fuppolcr le fécond terme 


rn-i-i 1 n • 

de ce tte différentielle totale o , ce qui donnera b = — 
m -*- 1 — p + i»i fubftituer cette valeur d e b dans l’in tegrale 

precedente, & l’on aura • — — — 


m - 


i n 


■t/iy + w- 


■ i nx A 




i+f-t-i/» 


= »+ pour l’integrale du i" terme m-r-i ax*'dxK. t 

de la différentielle totale precedente Ion fécond terme 
écant = o. 

Il faut divifer cette intégrale & fa différentielle par le 
cocficient de la même différentielle, & multiplier les quo- 
tients par b./, & l’on aura baA pour l’integrale du premier 
terme b ax m dxK* de la différentielle propofde. 

4 °. Il faut ajouter les deux intégrales des deux termes de la 

différentielle propofëe,& l’on aura — K * 

m -t- 1 p ■+■ i n 

p-r- î nbaA -t- bx m ■*' , k ? * 1 i j i »-«• 

«- tt — pour 1 intégrale deladiffé- 

m -+• t ■+■ p -+- i n 

rentielle propofee bx m dxKr+ l — ba blx n X x^duK*. 
Ce qu'il fallait trouver. 

Pour s’aflurer que ces méthodes de la droite à la gauche 
&de la gauche à la droite lé rapportent, il n'y a qu’à cher- 
cher, par la première, l’integrale de a.x m dxK ? qu’on a fup- 

pofee égalé à a. A par l mtegrale — ► 

m-*- x p-t - 1 n 

FFfff ij 
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qu’on vient de découvrir par la derniere, de la différentielle 
bx m dx K r ~ l = b./ -t- bbx“ *x m dxK ? , & l'on retrouvera a. Ai 
car employant l’integrale dont la différentielle 


eft 

lui ajoutant la 
différentielle 
L’integrale de cette di 
p 1 nbaA -+- bx”* 


m-\-\ a •+- m- 


<-ibx 
■ i nbx 


11 


fKX^dxK?. 


- 4 - bd - 4 - bbx'j 

S ;rentielle totale fera x m * 1 k * 1 

)’? m *“ t 

— -- Suppofant le fécond terme 


m-t-i 

•«de la différentielle totale = o, l’on aura b = — m — r 
— p — 7 n. Subfliruant cette valeur de b dans l’integrale 
precedente & dans le premier terme de fa différentielle , 
l’on trouvera, apres avoir abrégé, — p - 1- i naA pour l’in- 
tcgralc du premier terme de la différentielle, qui fe réduira 
à — p -+-i nax m dx car le fécond terme = o. Divifanc 
cette intégrale & fa différentielle par — p -*- 1 na, &c multi- 
pliant les quotients par a , l’on trouvera a A pour l’integrale 
de a x m dxK r . Ce qu’il fallait trouver. 

730. 11 eft évident que l’integrale d’une feule différentielle, 

laquelle on voudra, de la fuite infinie du fécond Problème 
où l’expofant p augmente ou diminue par ordre d'une unité, 
étant donnée, quand K eft un binôme ; on peut trouver par 
ces deux méthodes les intégrales de toutes les autres. 


Pour les trinômes. 

7 J 1 - Les intégrales, qu’on nommera a.A , fF des deux diffé- 
rentielles a x m dx K* , fx m ~"dx K* ( dans lefquelles K doit 
avoir le même expofant p) étant fuppofees connues, on peut 
' trouver l'intégrale de laquelle on voudra des quatre diffé- 
rentielles x m dxK ? ~ ' , x m *"dxK r ~ l y x m * in dxKt~ l , 
K m ~ to dxK T ~', dans lefquelles l’expofant p _ 1 de la gran- 
deur trinôme K eft le même , & d’une unité moindre que 
l’expofântp des deux différentielles données dont les inté- 
grales a A, fF font fuppofees connues. 

Pour cela, i°, il faut préparer les deux différentielles don- 
nées, les multipliant chacune par la valeur de K=>a -i-bx m 
rt- cx“’,6cles divifanc en même temps par K } Sc elles devien- 
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dront a* -t- a bx -+- acx‘“ x x m dxK*~\fitx a -h fbx 1 " -+• fcx^'x 
x m dxjc r ~ l , fans changer de valeur. 
i“. Il faut fè fêrvir des deux intégrales g. x™* 1 i^^bx"'*’'*' 
en prendre les différentielles qui font 


m-t-iga m-t- \ g b x“ m 1 gcx'* 

■+* pngbx "- +■ ipngcx 1 " 

•+•»> -*-»■+■ I 11» -H »-+- I hbx 1 " -H tn -t- u -t- ificx’" 


11 faut leur 
ajoutée les 
deux diffé- 
rentielles 


- 4 - a<? -+- 


-+- pnhbx iu -*r ipnbo 


.i® 




ar* - 


préparées ^ f ax * /£*■“ ^ /,*>■ J 

L’intcgrale de cette différentielle totale eft par la fuppofi- 
tion a.A fF +-gx m ~ l K r bx m * a ~ l K r . 

3°. Pour trouver à prefent l’intcgrale *e laquelle on vou- 
dra des quatre différentielles x' a dxK t ~ 1 , x M *"dx k*~' , 
x m * t “dxK t ~' , x m ~ ia dx K*~ l , qui fonc comme les incon- 
nues qui diftinguent les quatre termes de la différentielle 
totale j il faut fuppofer les trois autres termes égaux chacun 
à zéro, fie non pas le terme où eft la différentielle dont on 
veut trouver l'intégrale. 

Par exemple pour trouver l’integrale de la différentielle 
x m ~"dx K r ~ l , il faut fuppofer le premier terme, le troifiéme 
fie le quatrième de la différentielle totale chacun cgal à zéro, 
ce qui réduira la différentielle totale au fcul fécond terme : 
L’équation du premier terme donnera a= — m — i 
celle du quatrième donnera /= • — m — n — i — ipn x b. 
Subftituant ces valeurs de a fie de /dans la troificmc, on 
trouvera b = 

Il faut fubftitucr ces valeurs de a % fb dans le fécond terme 
de la différentielle totale qui eft demeuré fcul , fie dans l'in- 
tégrale de la différentielle totale, fie par ces fubftitutions on 
aura — m — i g A — m — n — i — ipn x~F -*• gx m ' t ' 1 K r 
■+■ «ix ™* 11 * 1 A' ? pour l’intcgrale de cette différentielle 

t ^——~^-x m * n dxK P_I . Enfin il fautdivifêr cette intégrale 
fie fà differenriclle par le coéficient de la différentielle, &: l’on 

FF fff iij 


x^dxK*- 1 . 
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K r i - tcv " 1 ^ r P — « _ ib;A — m-tt- 1 - ipnx i rcF ' 

.aura — : s. — — s_ 

pncbb _ +pngac 

pour l’inregrale delà différentielle x m *"dxK F ~ l . Ce qu'il 
fallait trouver. 

R. E MA t Q.U ES. 

I. 

7 3 1 - L’on peut trouver de la même maniéré les intégrales de 1 
sFdxK*-' , x m + vx dxK.*~\ &Cx m *'"dxK r - 1 ; Si l’on trou, 
vera par la même méthode avec les integralesde x m dxK*~' 
x m *'“dxK r ~ t , les intégrales de x a 'dxi(T~ x > x m * n dx K r ~ l -, 
&avec celles-ci, les intégrales de x m dx , .•d"* u dxK t ~ i ; 

& ainfi de fuite à l’infini. On trouvera aulfi les intégrales 
• des différentielles où l’expolant p augmente de luire d’une 
unité, comme de \ m dxK r '* i , x m dx k t * x ,.Sc c. en fuppofane 
pour la première les intégrales connues de x" > dxK r ,x n '"* a dxK e 
& trouvant par leur moyen celles de. x m JxW* l i x m ' t ' a dxK F ''\ 
&cnluitc,parccllcs-ci,on trouvera les intégrales de 
&c. comme dans les binômes. 

I I. 

7 3 3* Quand on a trouvé par ce fécond Problème les inté- 
grales des quatre différentielles x"dx K r ~‘ , x m ~"dx K v ~ ’, 
x m ^ xu dxK r ~ t , x m ^'"dx K v ~ l , on peut trouver par le 
premier Problème toutes les autres différentielles de la fuite 
infinie, où l’expofant p— i demeurant le même, les expoiants 
de x vont en augmentant de fuite, ou en diminuant d’une», 
ce qu’il faut aulfi entendre de chaque aurre fui/coù l’expofant 
p — ï, ou p — 3, ou p-t- t, ou p+i, &c. demeure le même, 
n‘y ayant de changement que dans les expofants » de la 
changeante x hors du (Tgne qui augmentent ou diminuent 
de faite de i ». , 

III. 

7 3 4- La différentielle generale peut être compoféedcpluficurs 
grandeurs complexes fous diftérens lignes, multipliées les 
unes par les autres , par exemple x BX * ru dx a :*""/ 1 "'* , où 
K~=a -t -tx" -t’ ex'", 6c c. l=e -+- fx ü -\-gx lu -t- 6cc. 6c de plus 
r, s, t reprefêntcnt chacune de fuite tous les nombres enriers 
pofitifs & négatifs y comprenant zéro & l’unité. Or pourvu 
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<ju’on aie les intégrales données d’autant de différentielles 
de fuite comprifês dans cette expreffion generale , qu’il y a 
des termes moins deux dans les deux grandeurs complexes , 
c'eft adiré, deux, quand les deux grandeurs complexes font 
chacune un binôme ; trois, quand l’une eft binôme 6c l’autre 
trinôme; quatre, quand les deux font trinômes, Sc ainil de 
luire ; on pourra toujours par le premier 6c le fécond Pro- 
blème trouver les intégrales de toutes les autres différen- 
tielles comprifês dans la différentielle generale, c’eft à dire 
dans lefquelles m t n, p,q , ont les mêmes valeurs, 6c qui ne 
different encr’elles que par les nombres entiers pofitifs ou 
négatifs que peuvent reprefènter r, s } t. 

Supposition ou demande 
75* On a déjà dit qu’une différentielle quelconque dx x at” x 
a ■+■ bx" ex •+■ Sec. où il n’y a qu’une changeante, pouvoit 
être regardée comme l’élement de l’aire d’une courbe dont 
la coupée eft la changeante x, l’ordonnée eft x m x a-*- bx" 
■+■ 6cc. 6c la différentielle cfc le produit de l’ordonnée par la 
différence dx de la coupée. Quand les élemens de l’aire de 
deux courbes font égaux, les aires de ces courbes font égales. 

Définition. 

7 3 Le changement d’une différentielle en une autre dont l'in- 
tegrale fera égale à l’integrale de la première, s’appellera U 
transformation des différentielles comme aufli des courbes, 
6c la fécondé fe nommera la transformée de la première. 


PROBLEME III. 


Sur. la transformation des différentielles 

ET DES COURBES. 


7 3 7 * %) s e différentielle ctant donnée, la transformer en telle autre qu'on 
voudra qui foit t élément de taire d’une courbe égale à taire de la 
. première. 

Résolution. 


I l n’y a qu’à prendre une nouvelle changeante u en tel 
raport que l’on voudra avec la changeante x qui eft la cou- 
pée dans la différentielle donnée , 6c fuppofér qu’elle eft la 


a 
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coupée de la courbe Transformée; trouver la valeur de la 
première coupée x , fie de la première ordonnée, exprimées 
ar la nouvelle changeante u de la fécondé coupée ; prendre 
a différence de cette nouvelle coupée a, fie faire une pro- 
portion dont la différentielle du de la nouvelle coupée foit 
le premier terme, la différence de la première coupée*' 
fie Ion ordonnée exprimées par la nouvelle changeante », le 
fécond fie le troifiéme terme ; fie le quatrième terme fera 
l’ordonnée de la transformée; car le produit des extrêmes 
fera I’élement de l’aire de la transformée, fie le produit des 
moyens eft l’cleraent de la propofec. 


On a par exemple la différentielle 


XX n ~ v Jx 

a ■+• bx “ 


, qu’il faut 


regarder comme l’élement de l’aire d’une courbe dont* eft 
la coupée , 8 c A£_ — l’ordonnée. On la transformera en 

une autre courbe dont l’aire lôit égale à la première, ficdonc 
la coupée foit », en fuppofant que x n ^= u eft le raport de 

x 

la première coupce à la féconde ; ce qui donnera x = u" ; 


A + 0u 

fera enfuire cette proportion du . dxf 1 du) a v ° ~ ' 

i_i\ a, * ” < + bx 1 * 

( a, ‘ ■■■■-; • — ===- i ce quatrième terme fera l’ordonnée 

a^rbu xxa -+-bu 

de la transformée, puifque l'élément de cette derniere, qui 
eft leproduit des extrêmes, eft égal à celui de la première, 

qui eft leproduit des moyens; fie du fera l’élefnent 

“■*" ~ Æ ~' bu 


n xa • 


de l’aire de la transformée ; fie l’aire S. 


» X a . 


du de la 


transformée fera égale à l’aire S. b ~ dx de la propofée. 

7 3^- On peut auffi { ce qui abrégé fouvent le calcul ) faire la 
proportion en mettant pour premier terme la différence du 
de la nouvelle coupée exprimée parla changeante *j pour 
fecond& troifiéme terme, la différentielle dx,&c l’ordonnée 

av U— J 

' ■ — , fie le quatrième terme qui en viendra fera i’ordon- 
* nec 
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rice de la transformée, qu’il faudra exprimer enfuite par U 
changeante u. 

Dans notre exemple , où « = x", la proportion fera du 
= nx"~ l dx . dx :: — - - - - . . Subfticuant u à la 

# a-t-bx »x<i+M 

place de as", l'ordonnée de la transformée fera — ===• , 

nxa bn 

& la différentielle transformée fera — a - */g. 

nxa bu 

Mais — — du =~x — _ - - (en fuppofant que (a) 
eft Je quarré de l’hyperbole équilatere , c’eft à dire que 
4 = -dG x KG ( fîg.47j ) que b = n a — KFi u = JF/,) Fig.xlyii. 
eft l’élement* du quadrilatère hyperbolique jF/// multiplié * 601. 

par J, & \ xS.-==du eft ce quadrilatère meme fuppofe 
connu. Ainfî l’integrale de la différentielle prife pour exem- 
pie ü-dbx a dx ' ^8 ale 4 l’espace hyperbolique entre les 
afymptotes FJ if de l’hyperbole équilatere multiplié par '* 

L’on peut enfuite faire une table où foient toutes mar- 
quées les intégrales des différentielles — — — dxi~—~dx 

a-+-bx a-t-bx B ’ 

&c. qu’on trouvera facilement par le premier Problème*, * 7 u, 711, 
Pu par les formules des articles 694 & 695, en fuppofant & ksjkiv.- 

connue la quadrature de l’aire hyperbolique S. — a — <{ M 

*+bu 

GOR.OLI.AlRE. 

9 O N peut par le moyen de ce troifîéme Problème faire cri 
force que les expofantsde la nouvelle changeante u dans les 
termes de la grandeur complexe delà différentielle trans- 
formée , foient en telle progreffion arithmétique que l’on 
voudra, & qu’ils y foient meme négatifs. 

Par exemple on peut raporter les différentielles particu- 
lières à ces expreflîons generales 5 i tc , x m dx x f 

•+■ &c. i\ x m dx x a -t-bx" ■+- cx in •+• &C. x e ■ +■ fx" -t-gx" n 
&C- 3 e , x m dx x a -+- b x" -t- cx ia ■+■ &c. x e-*-fx"-+-gx'“ f 
xh-t ix" -r Kx iu Pour faire en forte que dans les 

G G g g g 
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termes des grandeurs complexes des transformées les expo- 
fants de u fcuent en une telle progrclfion arithmétique que 
l'on voudra, que l’on pourra marquer par /, il, j /, &c. en 
donnanc à / telle grandeur que l'on voudra, il n’y a qu’à 
fuppofér = , u marque la nouvelle coupee ; cela don- 

- — 1 

nera u = x 1 , 2c du — " x 1 dx-, on fera çnfuite la pro- 

portion dont du ( ÿx 1 dx) féra le premier terme , dx le 
fécond j l’ordonnée x m x a -t- JP &c. le troifiéme terme; 

le quatrième terme fera x a b x“ •+■ &c. on 

fubftituera dans le quatrième terme la valeur de x en », 2c 

lm ■». 1 — fi r> 

l’on aufa - u~ " xa-t- bu' cu l1 •*- &c. pour l’ordon- 

p 

née de la transformée , Sc 11 du x a -+■ bu' +- eu ‘ 

■ 4 - &c. pour la différentielle transformée. On trouvera de 
même les différentielles transformées de la fécondé & troi- 
fiéme différentielle , en mettant » à la place de x, 2c 
à la place de m , &: / à la place de n. 

Pour rendre négatifs les expolànts n des termes des gran- 
deurs complexes de trois différentielles generales, il n’y a 
qu’à fuppofer ~ = x~‘ — u, ce qui donnera du~ — x~ i dxi 
x m = u~ m = > x B = u~ a j & en faifant la proportion, 

dont le premier terme fera, du = — x~ 'dx > le fécond, dx} 
le troifiéme, l’ordonnée de chacune des trois différentielles; 
le quatrième terme léra l’ordonnée de la transformée, dans 
laquelle mettant la valeur dexen»,on trouvera — u~ m ~ l x 
a ■+• bu~ a r -+- &c. & la différentielle transformée 

fera — u~ m ~ ‘’du x et ■+■ bu ~" P ■+• &c. Il n’y a qu’à mettre 
dans la féconde ôcla troifiéme différentielle generale— m—x 
à la place de m, 2c — n à la place de m j & l’on aura les 
transformées. 

Sans changer la valeur des transformées, on peut rendre 
pofitifs les expofants négatifs — n qui font fous le ligne, en 
fùppofant que l’indéterminée r marque le nombre qui mul- 
tiplie n dans le dernier terme de la grandeur complexe, 
fçavoir 1 dans les grandeurs binômes, 1 dans les trinômes, } 
dans les quatrinomes, &c. 2c l’on aura a x 

<*»’“ h- bu a ~ u h- CH n ~ i“ &c. pour la transformée de la 
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première différentielle generale > — wTO — n/^.n *. t du x 

au'“ + 6 u"‘- a -*-cu' u ~ n ■+■ &c. x eu‘'+fu“'-“-*-gu' n - luV 
&c. pour la transformée de la féconde différentielle 
generale* — 1 du x au'" - +- 

•+• &cc. x e #“ &c. pour la transfor- 

mée de la troifiéme différentielle generale * s dans la fécondé 
& troifiéme différentielle marque le nombre entier qui mul- 
tiplie l’expofant * de la plus haute puiffance de a dans la 
féconde grandeur complexe qui eft fous le ligne i dans la 
fécondé , & fous le figne q dans la troifiéme différentielle. 

740, On remarquera que quand on rend ainfi les expofants n 
négatifs, l’on trouve une ordonnée négative, ce qui marque 
que l’aire de la courbe transformée eft du côté des ordon- 
nées négatives* & fi la coupée de la propofée & celle de la 
transformée font une meme ligne , &c que l’aire de la pre- 
mière foit fur la coupée depuis fbn origine, l’aire de la trans- 
formée égale à l’aire de la première, fera fur le prolonge- 
ment de la coupée de la première courbe. 

R £ M A R Q__U £ S- 

I. 

Cù ton explique Pu fige des trois Problèmes qui précèdent. 

74 1 - Ces trois Problèmes fervent à réduire l’integrale d’une 
différentielle qui n’a qu’une même changeante , qu’on ne 
peut pas trouver exade par les méthodes de la première 
fcclion , & qui eft l’element d’une courbe compofée, à être 
finie par la fuppofition des rectifications ou des quadratures 
données des fèdions coniques quand cela fe peut , ou du 
moins d’autres courbes plus fimples que celle dont la diffé- 
rentielle eft i’élemenr. Pour le faire concevoir clairement, 

on prendra la différentielle x 9 dx x a-t- bx 4 1 reprefèntee * 
par x m dx x a b x n P i ainfi m = 9 , » = 4, p — •£. i°. Il 
faut lui trouver par le troifiéme Problème une transformée, 
où l’expofant de » fous le figne, foit 1, & l’on trouvera que 

X 

fà transformée eft \u'du x a -t- bu 1 *, Or l’élement de l’aire 

I 

de l’hyperbole équilatere eft* (8) du x a a — uu 1 ; ainfi fup- * gn$. 

G G g g g ij 
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pofant que a de la transformée eft égale à a a de l’élement 
de l'hyperbole, & que b — 1 } il faut, i ° , par le premier 
Problème, ou par les formules 694 & 695, trouver, cet élé- 
ment de l’hyperbole fuppofe connu, les intégrales de udu x 

as- bu 1 % de u* du y. a bu T * . 3". Il faut trouver par le 


fécond Problème avec l 'intégrale de u*du x a + bu 1 1 , l’in- 

_ . 1 . ^ t 

tegrale de u*du x a-*- bu * 1 , &c enfuite de u* du x 

_i . , — l 

a s- bu" 1 1 , 8c multiplier cette derniere par le coéfi- 

cient - de la transformée , 8c ce fera l’integrale ou l’aire de 
la transformée qui eft égale à l’aire de la propofée. 


XL 

741. On peut par le moyen du premier 8c du troificme Pro- 
blème, comme auffi par les formules des art. 694, 695, faire 
des tables (comme on l’a fait voir à la fin du troifieme Pro- 
blème) oùfoient toutes formées les intégrales des différen- 
tielles dont la grandeur complexe binôme ou trinôme ale 
figue p = ~ , Ce qui font finies en fuppofant la quadrature 
des fcétions coniques. On voit des tables de cette forte à 
la fin du Traité de la quadrature des courbes de M' New ton i 
& quand on trouvera une différentielle que l’on pourra ré. 
duire à quelqu’une de celles des tables, on en aura l’integrale 
par le moyen de ces tables : 8c quand le figne p de la gran- 
deur complexe des différentielles que l’on trouvera dans la 
réfolution des Problèmes, fora plus élevé que le figne i, 
mais qui pourra s’y réduire en le diminuant ou l’augmentant 
fuccelfivement d’une unité , on pourra achever de trouver 
les intégrales de ces différentielles par le fécond Problème. 


III. 


Où l'on fait voir l'étendue du troificme Problème . 


7 4 J’ Le troifiéme Problème de la transformation des différen- 

tielles & des courbes eft de grand ufage dans la réfolution 
des Problèmes ; i°, il peut forvir pour trouver une infinité de 
valeurs approchées des intégrales de toutes les différentielles 
dont on ne peut trouver les intégrales exa&es ; car il eft évi- 
dent que l’on peut trouver un grand nombre de différen- 
tielles transformées de ces différentielles j 8c choifilfant les 
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plus ffmples, comme auffi celles qui donneront des fuites où 
les ternies aillent le plus en diminuant , on pourra trouver 
par les méthodes du Problème de l'art. 17}, dont on a fait 
voir l’application dans la derniere fe&ion de la fécondé 
Partie, les intégrales approchées de ces transformées , lcC 
quelles feront auflî les intégrales des différentielles dont elles 
' w font les transformées. 

744. i°. Ilpeutfervir à réduire tout d’un coup des différen- 

tielles fort compofees, ou qui appartiennent à des courbes 
des genres bien élevés , à des différentielles qui fbient les 
élemens de la quadrature des courbes les plus fimples , Se 
cela de beaucoup de façons, que l’on ne peut apprendre 
qu’en faifant foi- même beaucoup d’ufage de ce Problème. 
On en mettra feulement ici quelques exemples pour faire 
entrer les Lecteurs qui commencent dans ces ufages. 

La differencielle négative ~ - 8f ^ dx . qu’on peut regar- 

rr •+■ xx 

der comme l’élement d’une quadrature de courbe dont x 
eft la coupée , dx la différence de la coupée, &c - |f * - *; l’or- 

rr -J- xx 

née, peutfe réduire tout d’un coupa la quadrature fuppofee 
de l’aire du demi- cercle S. du y. Vir» — uu, en fuppofant 
pour trouver la transformée, que xx — l ’ ■ -, ce qui 

donnera x = - Vira — uuidx=- rr .~ du s & l’ordon- 

« uVtru — uu 

née — - r ' xx - — — -, fie faifant enfuite la propor- 

rr-t- xx 

tion du troifiéme Problème , du . dx ( ~~ ff W _H_ 8r ’ ^ 

(ziîli " = y/i n — uu , on aura duViru —uu 

' rr ' Yi.ru — uu 

pour la différentielle transformée de la propofée -, êc S .du x 
Viru ■ — u u exprimera l’aire du cercle. * 

La différentielle dxy/a-t-bx* , dans laquelle dx fera 
regardée comme la différence de la coupée x, Sc t-éx a 
comme l’ordonnée, peut fe réduire à la quadrature fuppo- 
féc de l’hyperbole ou de l’ellipfe S. — du x.'db-t-auu, en fup- 
pofant pour trouver la transformée, que ~ ou x~ a = uu } 

G G g g g iij 




* do 1. 
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ce qui donnera x * = a } x T = « _I i x n = * _1 > du = 

— {nx ~' 1 n 'dx ; & faifant la proportion du(— ' nx ~~ 1 n 

. dx :: ax~ 1 xVa-i- bx n . -H je*** * -t- 6x R ; Sc fubftituanc 

— » 

dans le dernier terme la valeur de x en * , on aura j=h u ~ 1 * 
v'â au u } ôc multipliant par du , on aura la transformée 
~ n u~'du x VA-t-au . Or en fuppofant connue S .— du a 
Vb-*-œu l , on trouvera par le premier Problème l’integrale 
de ~ u~ l du x >/b h- au 1 , qui fera égale à l’incegrale de la 
propofee. 

Si la différentielle propofec a x~'dx x a -+- ix" 1 avoir ea 
pour expo/ânt du ligne un autre nombre p plus grand que 
on auroit pu fuppolcr cet cxpoiànt = après avoir 

trouve , comme on le vienc de marquer , l’integrale de 

l_ 

a.v-‘ x a •+- bx a 1 , on trouveroit par le fécond Problème, 
avec eccre intégrale fiippofée, celle de ax~'dx xa-i- bx" p - 
pourvu que l’expofant p le puiffé réduire à - , en augmen- 
tant ou diminuant p d’un nombre entier quelconque. 

« JT 

3 °. Toutes les différentielles , comme a dx x a-*-ùx a l , 
ayant deux parties, fçavoir la différence dx de la chan- 

l_ 

géante x , Sc a x a bx u 1 ; il eft évident que pourvu que 
la première &: la fécondé partie d’une différentielle /oient 
les extrêmes d’une proportion , &: la première & la fécondé 
partie d’une autre différentielle en foient les moyens 5 l’une 
de ces différentielles fera toujours égale à l’autre ; & par 
confequent l’une fera la transformée de l’autre, & l’intc- 
grale de l’une fera égale à J’integrale de l’autre. Or une 
différentielle peut être l’élcment de l’aire d’une courbe de 
différences manières, par exemple une différentielle peut 
exprimer le rectangle infiniment petit, dont l’ordonnée eft 
le plus long côté, fie la différentielle dx de la coupée x cft 
la balè infiniment petite ; une différentielle peut au/fi ex- 

F rimer le triangle infiniment petit , qui eft l’élement de 
aire d’une courbe, donc les ordonnées partent d’un même 
point ; elle peut de même exprimer le quadrilatère infini-. 


Digitized by Google 



L I V R E V 1 1 I. 787 

ment petit, qui eft l’élement de l’aire d’une courbe qui peut 
être conçue partagée en quadrilatères infiniment petits, 
6c ainfi de tous les autres élemens de l’aire des courbes,’ 
quelque figure que puifTent avoir ces élemens. Cela fuppofé, 
le Problème de la transformation des différentielles 6c des 
courbes n’eft pas borné à transformer une courbe dont les 
élemens fonc des reftangles ou des parallélogrammes infini- 
ment petits, c’eft à dire, dont les ordonnées font parallèles 
en une autre dont l’aire fera égale à l’aire de la première, 6c 
qui aura auflî fes ordonnées parallèles ; mais il fert encore à 
transformer les courbes dont les ordonnées font parallèles 
en d’autres où elles partent d’un meme point , ou dont 
les élemens de l’aire auront telle figure que l’on voudra, 6c 
à transformer les courbes donc les ordonnées parrenr d’un 
même point en d’autres qui auront les aires égales à l’aire 
de la première , 6c dont les ordonnées partiront auflî d’un 
même point, ce qui fait voir la grande étendue du troificme 
Problème: on en mettra feulement un exemple. 

Par exemple on peut donner pour transformée à la diffé- 

J. n — I 

rentiellc a* 1 dx x a bx" , la différentielle —du x 
— a , qui eft l’élément d’un fecteur d’ellipfe du x 

-- ._ a - , dont le fommet eft au centre de l’ellipfé, multi- 
y»4 — r ’ 


plié par , en fuppofant ~ Ui ce 9*“ donnera du 


— a nbx n -' : ix 


•4*° 


ï. , „ a . n 3 — air 

l ; a + 6x n = -^>* 


JC 1 = 1 * V'— - b -— — -fc-Vab — a bu 1 : Faifant enfuite la 


proportion du 3 e Problème du ( — X>>I ’ A y 

i n -i ' 

dx " *** dX . xx'»-htx" x 


■ bx ’* I 




nbx 1 


.bx" 


1 j 6c fubfti- 


tuant dans le 4 e terme la valeur de — j 1 = », 6c celle 

1 » -b- bx" | ’ 

■la 

de x bx”, 6c celle de x z , 6c multipliant par le premier 
terme du la quantité qui naîtra des fubftitucions , l’on aura 
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la différentielle transformée —\dux - ■ - a = x 

“ ylï — 

»g 0 8. — ~ . Or — -- * eft la valeur* d’un fedeur 

— xbu* x y*b — 

elliptique infiniment petit donc le fommet eft au centre de 
l’elliplê j ainfi l’intcgrale de la transformée fera égale à l’aire 
du fedeur entier S. — — , mulcipliée par Ce fera 

a u (Il Pintegrale de la propofée qu’on a réduite à la quadra- 
ture fuppofée d’un fedeur d’ellipfe. 

Si l’on veut avoir le grand axe de cet ellipfe avec fon 
paramétré, (ce qui fuiîit pour la décrire par l’article }6i,) & 
l’exprelfion de fon ordonnée, il faudra l’uppofer l’élement 
d’un fedeur d’elliplè, qu’on a trouvé dans l'article 608, = 
— — — , en nommant 1 a le grand axe,p fon para- 

iVu 1 ; — ixftttt 

métré, v'** 1 ? ~ fuu l’ordonnée j il faudra, dis. je, fuppofer 

cet élément éeal à l'élement — ; ou bien , pour 
0 iVa»- tbu' 1 

ôter l’équivoque que cauferoic<* prife différemment, on nom- 
mera ir le çrand axe de l’ellipfe, Scl’on aura - ■ rTfl<u — : 

r iVxr’p — trfM» 

= •—==z==^= j & prenant ir p pour deux indétermi- 
nées , il faudra en trouver les valeurs exprimées par a & b, 
par le moyen de l’équation précédente, & l’on aura d’abord 
ppr 4 x a b — a buu — aa x 1 fr^— ipruu , qui fe réduit à 
a bpr * — abpr'uu = îaarr — iaa«« j & fuppofenc a bpr' 
= xaarr, & abpr'uu — xaa uu , la première équation don- 
nera p = — , & la féconde p == ~ ; par confequent 

rr = j ; ainfi la moitié du grand axe de l’ellipfe dont on a 
trouvé l’élement, eft r = ; mettant cette valeur de r 


dans p — , on trouvera p = qui eft la va- 

leur du paramétré de la meme ellipfe : mettant ces valeurs 
de r & de p dans l’ordonnée indéterminée de l’ellipfe. 

, on trouvera y'». — * ttU pour l’ordonnée de la 

même ellipfe dont le fedeur S. — zr zz rr~r i, multiplié par=|, 
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eft la valeur de l’incegrale de la différentielle propofée , fcc 
dont la coupée eft #. 

On peut avec cette intégrale fuppofée, trouver par lepre- 

mier Problème les intégrales des différentielles — 

f _ 7 _ * -t- bx a , 

c * 1 il! 'h, &c. & les mettre dans une table à 

/I -t- * ,V n 5 .( -t- /> ,V n 

côté de leurs différentielles : & fi l’on avoit d’autres diffé- 


rentielles fcmblables, où l’expofant du figne p de la gran- 
deur complexe a-*-bx n fut un nombre entier pofitif ou 
négatif différent de l’unité négative — 1, qui eftl’expofàntde 
la grandeur complexe des différentielles précédentes, il eft 
évident que l'on en trouverait les intégrales par le fécond 
Problème par le moyen des intégrales luppofées des diffé- 
rentielles precedentes ; & l'on pourrait auffi mettre ces inté- 
grales à côté de leurs différentielles dans une table. 

4°. On peut par le même Problème donner à la différen- 
tielle ~ x - , la transformée ( qui eft l’élemenc 

d’un lecteur de cercle” où bb eft pris pour l’unité arbitraire * 607. 
qui eft aulîi le diamètre du cercle,) en fuppofânc x = 


v' 1 — car on aura, dut dx--iT^ — 

“ V -x*- 4 -i* 1 - ax - bb + xx 

— (en fubftituant la valeur de .v) — ; 

1 y u — bl:tn 


• * — xx-b-bb 1 

IX * bb XX 

& multipliant 


ce 4' terme par le premier du, on aura — a x — ~~ 

1 y m — bbuu > 

qui eft le!ement d’un fecteur de cercle multiplié par la 
confiante — a , qu’il faut encore multiplier par £ dansJa 
fuppofition qu’on prend b pour l’unité arbitraire, 6c de plus 
pour le diamecre. 

f. Enfin il pourra quelquefois arriver que le froifiéme 
Problème de la transformation des différentielles ou des 
courbes, fera trouver une différentielle transformée qui aura 
une intégrale exacte , ou une courbe transformée , donc la 
quadrature fera exacte , d’une différentielle propofce, ou 
d'une courbe propoféc. dont on ne peut pas avoir l'intégrale 
ou la quadrature exacte par les méthodes des intégrales. 

H H h hh 


\ 
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R E M A R QJU E I y. 

Où l'on explique une méthode particulière pour trouver les inte~ 
yales finies des différentielles qui fe peuvent réduire à la 
quadrature du cercle ou de L'hyperbole èquilatere. 

748. O utre les méthodes generales pour trouver par les 
quadratures, ou par les reclifications luppofées des courbes 
les plus fimples , les intégrales finies des différentielles dont 
on ne peut pas les trouver exactes, contenues dans les trois 
Problèmes précedens, 8c dans les formules des articles 694 
8c 695, il y en a de particulières pour les différentielles donc 
la quantité complexe ( qui eft fous le ligne dont l’cxpofanc 
eft />, qu’on füppofe ici égal à ±7,) multipliée par dx 8c 
par quelque confiante, ell l’exprelfion de l’élemenc de la 
quadrature d’une des ficelions coniques. On mettra feule- 
ment ici une de ces méthodes pour les différentielles qui 
contiennent l’élement de la quadrature du cercle ou celle 

t - - — — — •+■ i 

de l’hyperbole èquilatere tidx k aa~^~ x 1 1 , ou a dx x 

i ax + 1 , appliquée à un exemple. 

Quand une différentielle eft le produit d’une grandeur 

JL 

complexe ou incomplexe hors du ligne par dx x aali-xx 1 , 


ou part!* x iax + xx ‘'comme zax — xxxdxxViax—xxi 
i°. fi l'expofant 7 eft politif, c’eft à dire fi la quantité qui eft 
lous le figne lé trouve au numérateur, il faut la réduire au 
dénominateur en multipliant le numérateur 8c le dénomi- 
nateur r d^ la diff érentielle par Viax — fi 7 , 8c l’on aura 

X* I »* 1 +AAXX xJx . . ... r 

— ■ : Quand la quantité încommenlura- 

blc eft déjà au dénominateur, cette préparation eft inutile. 

z°. Il faut multiplier le numérateur 8cledénominareur par* 
ou par une puillance de x qui loit telle que l’expolâne de la 
plus haute puiflànce de x hors du figne , loit moindre d’une 
unité que celui de la plus haute puillance de x lous le ligne, 
(ce qui eft polîible,parcequ’en multipliant la grandeur hors 
du figne par x ou une puillance de x, il faut pour conlèrvcr 
l égalité de ce multiplicateur commun , multiplier la quan. 
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tiré qui eft fous le ligne par le quarré de x ou de cette puif- 
fance de xi) cetre puiirance de x eft ici x> pour le numéra- 
teur, fit x‘ pour le dénominateur ; fie l’on aura la différen- 


tielle préparée 


x* — 4 ax* 4- 4 aux* X dx 
y — x' 4 - lAXl 


=x dx — qüïxïcb 


x-t-^i 1 . t'x 


dx x x* iax 7 1 , qui n’a point changé de valeur. 

3 0 . Il faut partager la différentielle préparée en parties, 

-- _ X 

comme on le voit ici, x 7 — +ax‘-t-4a l x' xdxx—x' -+■ 1 ax 1 1 


Première partie. Seconde partie. 

s= x 7 — \ax ( x dx x — x"-*- x ax 7 1 —^ax' -+- •^fn‘x É * x dx x 

Troifiémc partie. 

X X 

— x -+-1 ax' 1 -- t -±a , x > — %a’x l xdx x — x 4 -+- irfx* 1 

Quatrième parric. Cinquième partie. 

^ » x 

H- yu^x — j a* xdx x — x'-f-iax 1 -r- -J- <* 4 <fx x — x 1 xax 1 

11 faut faire ce partage avec ces deux conditions, i°, qu’on 

puillè prendre l’intégrale de chaque partie , fi ce n’eft de 

la derniere qui eft l’élement meme d’un lé&eur de cercle , 

aadx - , . 

(en prenant a pour le rayon ) -ÿ=====- multiplie par x -~ , 

fie qui eft fuppofé connu ; i“. que la Ibmme de ces parties 
foit égale «à la différentielle préparée qui eft égale à la pro- 
pofée : ainfi en mettant une quantité pour faire la première 
de ces parties avec le figne •+• ou — , il faut dans la partie 
iuivanre mettre la même quantité ou une quantité équiva- 
lente avec le figne oppofé — ou -+- , Se ainfi de fuite. Les 
Leéleurs verront dans la pratique qü’on va donner de la 
méthode appliquée à notre exemple , qu’elle fait trouver 
certainement ces quantités, qu’il faut mettre fous des lignes 
oppofés, 8t non par des tentatives : c’cft pourquoi au lieu de 
leur faire trouver l’intégrale de chacune des quatre pre- 
mières parties, on leur fera découvrir l’mtegrale comme fi 
le partage n’avoit pas été fait en faifant cet autre parrage 

A ptcmieic pmi.-. i 

naturel de la différentielle préparée x 7 dx x — x* xax' l 
b jl c x 

— jytx^dxx — x* -i~iax 7 l «+-4 a l x x dxx — x s ■+■ xax 7 1 

H H h h h ij 
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zax 


•+•4 a l x*dx x 
b 


zax' 


DEMONTRE' E. 

b 

— 4 ax'dx x — x s z<*x f 
_ j. A 

■ = X 7 ^X X — X* f Ztfx 7 


■ 4^'jfVx x — x 4 


— 4 <*xVx x — x‘ -t- z^x’ 

O11 Ce fervira de la première propofirion fondamentale pour 
trouver les parties de l’integrale que l’on cherche j on regar- 
dera la quantité qui eft fous le ligne — x s -+- zax 7 comme 
la changeante, l’expofant — [du ligne comme l’expofanc 
de la changeante; la différentielle de la changeante fera 

— 8 x’dx -+■ 2 x -ja x 6 dx pour A. Or pour avoir l'integrale 

deA.il faut augmenter d’une unité l’expolânt — [ delachan- 

JL ^ 

géante — x® -4- zax 7 ” 1 , ce qui donnera x 7 dx x — x“ -r- zax 7 x i 

6e ayant pris pour divifeur la différentielle — 8 x 7 dx + ix 
jax 6 dx multipliée par l’expofant — [-t- 1 =[, il faut di- 
vifer la quantité qui eft hors du ligne parle divileur — ^x 7 dx 
7 ax*dx , Sc l’on trouvera le quotient — a ; ainli la pre- 
mière partie de l’integrale eft — { x zax 7 — x* 1 } on trou- 

_ l 

vera aulli le refte ■+• $ax‘dx * — x 1 zax 7 1 s ce refte eft 
juftement la quantité retranchée pour faire la première 
partie du premier partage ; 6c on remarquera que ce refte 
n’étant qu’une différentielle, & non pas une intégrale, il 

doit être multiplié par — x s zax 7 1 qui eft la partie fous 
le ligne de la différentielle, 6c non par — x 8 -t- zax' ~ 1 ~ l 
qui eft la partie fous le ligne de l’integrale ; ce qu’il faut 
remarquer pour les parties fuivantes; il faut ôter ce refte 

de la partie B, & il reliera pour(B)— %ax*dx x — x* zax 7 — 1 
qu’on nommera b. 

Il faut à prefent , avant d’opercr fur b , préparer cette 
quantité de façon que l’expofant de x hors du ligne foit 
moindre d’une unité que l’expolànt le plus grand de x fous 
le ligne , fins changer la valeur de b 5 6c l’on trouvera ( b) 

— -* ax'dx x — x 6 -*-iax' l . 
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II faut operer fur b comme l’on a fait fur A, ceft à dire , 

— l 

apres avoir réduit b â — ^ax'dx * — x 6 -+- iax' 1 l t 
& pris pour divifeur ^ x — Gx'dx -h Ÿ x toaX*dx = — j x'dx 
$ax*dx, il faut divifer — £ ax'dx par ce divifeur , &c l’on 

l_ 

trouvera le quotient ~a > ainfi x — x 6 -t- iax 1 1 ell 
la leconde partie de l’integrale ; & l’on trouvera auffi le 

l_ 

relie -+• aax'dx x — x r ‘ -t- iax' 1 ; d’où l’on voit com- 
ment fe trouve la fécondé partie du premier partage. Il faut 
ôter ce relie de la partie c, & l’on aura(c) \a l x*dx x 

_L _j_ 

— x‘ i ax' 1 = ( c ) •+- \a % x'dx x — x’ -t ~ ht x'~ 1 , 

Il faut operer fur c comme l’on a fait fur A & fur b, & 
l’on trouvera le quotient — ; ainfi la troifxéme partie 

de l’integrale fera — gV x — x ' -t- iax l 1 j l’on trouvera 

' - i. 

auin le relie — î a'x'dx x — x* -t- iax‘ 1 = — \a'xdx x 

I ^ f * 

— x x iux 1 j d’où l’on voit comment le trouve la troi- 
fiéme partie du premier partage. Il faut ôter ce relie, c’ell à 
dire l’écrire avec le ligne oppolè, & ce relie lèra -t-^u’xdx x 

r 8 

— * ; + 1 ax 1 . On opérera fur ce relie comme l'on a fait 
fur A, fur b 8c fur c,& l’on trouvera le quotient — ~a*i ainfi 

la quatrième partie de l’integrale fera — x — x^-nux l . 


L’on trouvera auïïî le relie — \a*dx x — a 1 -*- tax ~ 1 -, d’où 
l’on voit comment fe trouve la quatrième partie du premier 

partage : il faut l’oter en écrivant -*-A <*' *dx x — x 1 i.tx~ £ 

-, quiell l'élement d’un fecleur de cercle'dont,/ * g 07 . 


Viux—x 1 
cil le rayon, multiplié par \aa. 

On fera une fomine de toutes les parties de l’integrale, 

dont la derniere partie fera ■ 8 u - — — , fie elle fera l’inte- 

y/iax — x 1 

grale finie de la différentielle propofée, en fuppofant la qua- 
drature d’un lèéleur de cercle. 


H H h h h iij 
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Cet exemple fuffic pour faire concevoir la méthode parti- 
culière qu’on y a expliquée, Scpour l'appliquer aux exemples 
femblables. 


. 'Définition de quelques courbes méchaniques. 

749- O n peut imaginer des courbes méchaniques dont les or- 
données foient des lignes droites parallèles fur une ligne 
droite des coupées, de manière que les ordonnées, quoique 
droites, foient égales aux arcs d’une circonférence pris de 
fuite depuis le fommet, ou aux arcs d’une parabole , ou à 
ceux d’une autre courbe dont la rectification n’eft pas connue 
exactement , ou bien de façon que les ordonnées foient les 
puiilànces telles que l’on voudra de ces arcs, multipliées 
encore fi l’on veut par la coupée , ou par une puifïànce quel- 
conque de la coupée. On peut, par exemple, imaginer fur 
le diamètre d’un cercle depuis le fommet, que les ordonnées 
foient de fuite égales aux arcs du cercle, aux quarrés de ces 
arcs, ou à leurs troifiémes puiflances, &c. & de même pour 
la parabole & pour les autres courbes dont on n’a pas la 
rectification exacte. 


rdx 

jS8. p ar exemple S. * eft l’integrale fuppofée d’un arc 


de cercle ; dx * S. 


rdx 


ytrx _ xx 


:> dx x S. 


rdx 


y trx — xx | 


| z S dx x S. ■ 


Vdx 


Vxrjf — xx \ y 


SP Ië 


xdx x S. 


rdx 1 
ytrx — xx 


&c. font les élemens de l’aire de ces 


forces de courbes mechaniques. 

De même un arc de parabole eft *S.~ ^ x Vpx jyxx ; 
nommant cet arc u ; udx, u’dx , u'xdx, feront les élemens 
de l'aire de ces fortes de courbes -, S c ainfi des autres. 


PROBLEME IV. 


7 5 O* 1 R. o vver Us intégrales des différentielles de la définition pre- 
cedente , en fuppofant donnée la rectification contenue dans ces diffé- 
rentielles. 


La méthode eft femblable à celle de l’article 713. Il faut 
trouver les termes de l’integrale indéterminée les uns après 
les autres, écrivant devant chacun un coéficient indéter- 
miné , Sc prendre la différentielle de chacun de ces termes 
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à mefure qu’on le découvre > la différentielle du premier 
terme fera découvrir le fécond terme de l’integrale indéter- 
minée} la différentielle du fécond fera découvrir le troi- 
fieme terme de l’integrale indéterminée, & ainfi de fuite , 
oblèrvanc que chaque terme de la différentielle doit avoir 
au moins deux quantités differentes avec des coeficients 
differents. Il faut enfuite fuppofer que la différentielle de 
l’integrale indéterminée eft égalé à la propofée, c’eft à dire, 
il fautécrire la différentielle propofée avec le ligne — , fous 
les termes correfpondants de l’autre. Enfin il faut fuppofer 
chaque terme de cette différentielle égal â zéro -, cette fup- 
pofition donnera les équations dont on a bcfoin pour trou- 
ver les valeurs des coeficients indéterminés, lefquclles étant 
lubftituées à leur place dans l’integrale indéterminée, elle 
deviendra l’integrale de la différentielle propo fée. 

Pour trouver l'integrale de dx x S. — 1 ' , on f u p- 
pofcra u — S. ■ rdx : ce qui donnera du = r *— 5 ^ 

4 Yirx — xx >i rx — xx 


faut aufïï prendre la différentielle de Virx — jcx, qui eff: 
^ — £~ - - . Ceux qui voudront abréger , pourront fuppofer 
y = Vi rx — lêx, & dy == --- . La queftion Ce réduit 

Yirx — xx 

à trouver l’integrale de u'dx , en fuppofant l’integrale 

rdx 


U —S. 


Yirx — xx ■ 


Intégrale indéterminée de u 1 d x. 

S. u'dx = Àu'x-*- B x V irx — • xx •+■ Cu ’ ■+■ Dax 
£x Virx — xx Bu. 


\ 


Différentielle de l intégrale indéterminée. 


Au'ix • 


yArm'xdx ^ Hrxidx ^ Brmdx X,J Xrx — x 
^Xrx—xx n/irx—xx rx—xx 

B » ' xdx 


Diffcren- 


^ fCrx'dx ^ Ductx x Jlrx — xx 


Drxdx 
Jlrx — xx 
Bxdx 


Vl rx—xx 


licllc pro- 
pose avec “ ***** 
le ligne — 

Il faut fuppofer Au' x pour le premier terme de l’inté- 
grale indéterminée, c'eff: à dire dans ce premier terme lèule- 


T.rdx 


Jlrx —xx 
Frdx 


J 


> = 0. 
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ment on regarde u comme confiante ; A efl une indétermi- 
née. Il faut prendre la différence de Au' x, & il efl évident 
que fon premier terme Au'dx, & la différentielle propofée 
i» ’dx, feront le premier terme de la différentielle totale, 
lequel premier terme étant fuppofe = o, on pourra déter- 
miner ic coéficient indéterminé A. 

Le fécond terme -+- H h u x ‘ ix delà différentielle de Au'x, 

y irx — xx 

où l’on a mis la valeur de du = ■ r * , ( ce que l’on fera 

Yirx — xx 

toujours dans la fuite,) fait connoître que le fécond terme 
de l'integrale indéterminée, devant avoir une différentielle 
dont un terme foit correfpondant à ~ TH x ‘ lx ~ , afin qu’on 

y^rx — XX 

puiflé faire une équation de ces deux termes pour détermi- 
ner le fécond cocficient, doit être Bu' x Virx — xx, (B efl 
indéterminée,) dont la différentielle a trois termes, l’un 
defqucls efl B *' xJx _ q U i c ft correfpondant à J ^“' xJx _ . 

Vi rx — XX y irx ~~ xx 

Le fécond de ces trois termes, qui efl fait 

Y irx — xx 

connoître que le troifiéme terme de l’integrale indétermi- 
née doit être C»’,(C efl indéterminée,) dont la différen- 
tielle ■ î C ' ,, ‘ ‘k - efl le terme correfpondanc à - gr — • 

Yirx — xx Yirx — xx 

Le terme Brwrfy xy irx - -xx QU jj m pi emenc Brudx, fait 

yirx — xx 

connoître que pour avoir une grandeur correfpondante, il 
faut fùppofér Da.rpour le quatrième terme de l’integrale 
indéterminée , ( D efl indéterminée, ) car le premier tenue 
de fa différentielle fera Dudx. ou, fi l’on veut, — a * 1 

Virx — xx 

qui efl la grandeur correfpondante que l’on cherche. 

Le fécond terme de la différentielle de Dux, qui efl 
■ Jyrxix .. ^ fait connoître qu’il faut fuppofer E x v'irx — xx 

pour le cinquième terme de l’integrale indéterminée, ( E efl 
indéterminée, ) car le premier terme de fà différentielle efl 
~~=~~ > qui efl la grandeur correfpondante de - 71 '* 1 '- 

? i rx — ** > u x — xx • 

Le 
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de cette différentielle , fait 


Yirx — xx 

connoître qu’il faut fuppofer Fu pour le fixiéme terme de 
l’integrale,(F eft indéterminée, )car fa différentielle — * ,dx 

eft la grandeur correfpondante de ■ ErJx 

Yirx — x 


Yîrx — xx 


Tous les termes de la différentielle de l’intégrale indéter- 
minée contenant plufieurs quantités, de façon qu’en fuppo- 
fânc chacun de ces termes égal à zéro, tous les coéficients 
peuvent être déterminés ; l’integrale eft finie , & il ne faut 
plus chercher de nouveaux rermes. 

Il faut à prefent ôter la différentielle propofee \u'dx du 
terme corre (pondant de la différentielle indéterminée; fup- 
pofer chacun des termes égal à zéro; ce qui donnera ici fix 
équations, par le moyen cïefquelles on trouvera les valeurs 
“de A , S y C, ôcc. qui font A = r, B = }r , C = — r , 
JD = — 3 r 1 , E — — 3r’ , F — -t- 3r‘. Enfin il faut fubfti- 
tuer ces valeurs dans l’integrale indéterminée, & l’on aura 
S. u'dx = m } x 3 ru 1 x'Virx — xx — ru* — 3 Aux 
— y A x y/ irx — xx-t-y Au, pour l’integrale de la différen- 
tielle propofée. Ce qu'il falloit trouver. 

Cet exemple fuffit pour faire concevoir clairement la 
méthode 6c la maniéré de l’appliquer ; les Lecteurs pourront 
fé la rendre familière par des exemples. 


SECTION III. 

Ou l'on explique le calcul différentiel & le calcul intégral 
des exprejjions logarithmiques , & des quantités 
exponentielles , 

Avertissement. 

Les logarithmes des nombres font d’ufage pour faciliter 
les calculs les plus difficiles 6c les plus embarallcs des nom- 
bres dans la réfolution des Problèmes des parcies pratiques 
des Mathématiques, comme del’Aftronomie, de la Marine, 
de la Geometrie pratique, 8cc. Il y a auflî des courbes qui 
contiennent toutes les grandeurs poflibles avec leurs loga- 

Iliii 
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richmes, c’eft à dire toutes les grandeurs poflîbles qui font 
une progreflîon géométrique infinie, qui va en augmentant 
depuis celle de ces grandeurs que l’on peut prendre à dif. 
crction pour l’unité , & en diminuant à l’infini du côte 
oppofé depuis la meme unité 3 ces courbes contiennent en- 
core les grandeurs qui font une progreflîon arithmétique, 
dont zéro ( qui eft le terme de la progreflîon arithmétique 
correfpondant à l’unité de la progrellîon géométrique, & qui 
en eft le logarithme)eft entre les termes pofitifs à l’infini de 
cette progreflîon arithmétique qui l'ont les logarithmes des 
termes correîpondants de ceux de la progreflîon géométri- 
que quifürpaftènc l’unité, le premier étant le logarithme dit 
premier, le fécond du fécond , &c. & encre les termes né, 
gatifs de la même progreflîon arithmétique, qui font auflî les 
logarichmcs des termes correfpondants de la progreflîon 
géométrique. Ces courbes, que l’on peut appellcr logarithmi- 
ques, lont auflî de grand ufage dans laGeometrie compofée, 
furtout dans la Partie qui traite des courbes méchaniques, 
pour décrire certaines courbes , en trouver les propriétés 
qui fe découvrent parle feul calcul différentiel, comme leurs 
tangences, les points où elles s’écartent ou s’approchent le 
plus de leur axe, &c. & celles que l’on découvre par le 
calcul différentiel & le calcul intégral joints enfcmble , 
comme la re&ification des courbes, leur aire,&c. lefquelles 
deferiptions & propriétés ne peuvent pas fe découvrir par 
les règles dont on le fert pour les aurres courbes. 

7; l. La première de ces courbes logarithmiques eft 1 hyperbole 
rie. xivii. èquilatcrc i car l’on a fait voir* qu’en prenant tous les nom. 

» 6 bres de fuite fur K G F l’une des afymptotes , flippofant 
que À'Ceft l’unité , & que chaque nombre plus grand que 
l’unité, comme AT .F, eft exprimé par 1 -1- x, que chaque 
nombre plus petit que l’unité, comme A'/*, efl exprimé 
par 1 — xi le quadrilatère hyperbolique G A f F qui 
eft fur l’excès GF de ce nombre fur l’unité , ou G ACP 
qui efl: fur l’exccs PG de l’unité fur ce nombre, efl: le loga- 

* 643. rithme de ce nombre i + *ou 1 — x. On a auflî démontré* 
que F f étant égale àJLPJLîLd — & que de même PC 

étant égale à , l’élement du quadrilatère 

GA/F efl , & celui de G AC P efl » Sc par confequent, 
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nommant ces quadrilatères GAfF , 1. 1 -b x; Si GÂCP, 
l.i — x , ( /. fignifie logarithme -, ainfi l, i •+• x marque le 
logarithme de i -+-*) la différentielle du logarithme d’un 
nombre r x qui furpaflé l’unitc, eft d. I. i ■+■ x — & 

celle dit logarithme d’un nombre x — x qui eft moindre 
que l’unité , eft d. I. i — x = r^rf- 

L’on a auflî fait voir*qu’en prenant une grandeur quel- 
conque KS> qu’on nommera a fur la ligne KST, qui fait 
avec l’afymptote à l’origine K, l’angle quelconque GKSi 
Si menant la ligne SG au point G où finit l’unité KG ,Sc 
enfuite par tous les points T,t , de K S tirant des parallèle^ 
TF > tP à SG, 8c nommant les KT,a-*-xi Si les Kt,a — xi 
les grandeurs KT(a ■+■ x) Si Kt{a — x,) ont les mêmes Ioga- 
rithmesque les nombres correfpondants KF,KP fur l’afymp, 
totej K S {a) eft prifë pour l’unité par raport à ces gran- 
deurs j Si KF devient i ■+■ ~ = , Se KP devient x — ~ 

= • £ v j: ( à caufe des bafes parallèles de l’angle GKS,) ainft 
Ff — d « vient i PC— devient ^ * 

l’élement de GAfF devient d. I. a -+- x = Se l’élemenc 

de G A CP devient d. I. a — x = =fffi Sil.a-bx = S. 

l- a — x = S. — f . 

La logarithmique eft la féconde de ces courbes , Se c’eft 
de là qu’elle tire fon nom. Les ordonnées AB, CD, EF, Sec. 
de cette courbe, qu’on nommera x , font les grandeurs qui 
font une progreilîon géométrique infinie, elles vont en aug- 
mentant d’un côté , Se en diminuant en retournant du côte 
oppofé; l’une de ces ordonnées, laquelle on voudra, com- 
me AB , doit être prife pour l’unité , Si le point A fur la 
ligne des coupées ACE , Sec. fera l’origine des coupées AC, 
A F, Sic. qu’on nommerais chaque coupée, comme AC(zJ, 
eft le logarithme de l’ordonnée correfpondantc CD(x }y 
ces logarithmes pris du côté de A%, comme Ae ( — lone 
négatifs. 

Dcfcription de U logarithmique . 

Ayant tracé la droite ACE indéterminée de côté &T 
d’autre , Sc élevé deux perpendiculaires inégales AB, EF 
d’une longueur arbitraire-, il faut partager AE par le miliçit 
en C, Si elever la perpendiculaire CD, Si la faire moyenne 

1 1 i i i ij 


*647, 


Fig, XXXVI. 
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proportionnelle entre AB St EF, &c le point D fera un de 
ceux de la logarithmique : on trouvera de la même maniéré 
tous les points de cette courbe qui font entre B & F. Pour 
avoir chacun des points H, K , M , &c. qui font au delà , 
comme le point ff, il faut trouver aux deux ordonnées CD, 
.EF déjà tracées, une troifiéme proportionnelle qu'on nom- 
mera GH J prendre for la ligne des coupées EG — CE , Sc 
élever la perpendiculaire GH égale à la troifiéme propor- 
tionnelle qu’on a trouvée, &c fon extrémité H fora un point 
de la logarithmique. En prenant de même G/ = G£, & 
élevant la perpendiculaire IK égale à la troifiéme propor- 
tionnelle aux ordonnées EF & Gif, le point K fera dans la 
logarithmique. On trouvera de la même manière les points 
de la logarithmique qui vont de droite à gauche. On peut 
encore trouver, quand on a déjà plufieurs points de la loga- 
rithmique , chacun des autres points, en prenant à difere- 
tion trois points déjà connus, comme B , D, if, & faifant 
Gf = AC, qui eft la diftance entre les deux ordonnées des 
deux premiers points, & élevant la perpendiculaire IK égale 
à la quatrième proportionnelle aux trois ordonnées AB , 
CD, Gif, le point K fora dans le logarithmique. On trou- 
vera par ces crois pratiques tous les points qu’on voudra de 
la logarithmique. 

Equation de la logarithmique. 

755- E n concevant toutes les ordonnées .v infiniment proches 
les unes des autres en progreffion géométrique , il eft évi- 
dent que leurs différences dx font auffi dans la meme pro- 
greffion géométrique) d’où il foit que chaque rapport eft 
confiant ; ainfi ~ ^ &c. Si l’on conçoit par cha- 

que point de la logarithmique la tangente en ce point , 
comme DBS s Bd = AC fera l’on aura pour tous les 

» jj 0i points ~ = * ( on nomme a la foutangente CS) -, d’où 

il fuit, toutes les frétant foppofées confiantes, que la fou- 
tangente eft confiante , c’efl a dire la même pour tous les 
points de la logarithmique * ainfi ou a = ^,eft l’é- 

quation de la logarithmique qui convient à tous fes points. 
Si l’on prend pour l’unité celie des ordonnées qui eft égale 
à la foutangente qu’on fuppofera être AB > datera pofitive 
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du côte que les ordonnées augmentent, & négative du côté 
qu’elles diminuent. L’on peut encoie trouver l’équation de 
la logarithmique par l’art. 5195 car concevant que le point B 
décrit chaque particule infiniment petite BD , DF &c. de 
la logarithmique dans le même cems T qu’il décriroit les 
petits cotés angulaires Bd ( d sft dD [dx) du petit parallélo- 
gramme donc cette particule BD eft la diagonale ; fi l’on 
iuppofe chaque côté Bd{ dzj décrit par une viteflè uniforme 
qu’on nommera a, & chaque côté comme dD ( dx ) par une 
vitefiequi s’accelere en progreflïon géométrique ;(on pourra 
nommer x cette virefië par chaque dD = dx:) En fiippo- 
fant ^confiante, l’on aura pour chaque particule, comme 
BD, cette équation T — * = ^-, où le raport ~ étant * J19. 

confiant, les x feront néceflàirement en progreflïon géomé- 
trique, comme on vient de le faire voir au commencement 
de cet article. 

7 5 6* L’on déduit de l’équation de la logarithmique cette 

autre dz^—~ x : — '-^- quand a eft fuppoiee l’unité. Or dt^ 
eft la différence du logarithme ainfi la différence d'un lo- 
garithme d’un nombre ou <£ une grandeur x eft égale à la différence 
de ce nombre divisée par ce nombre meme j d’^ou dix — l— quand 
le nombre furpaflè l’unité, 8 c — ds^ ou — dix = quand x 
eft moindre que l’unité. Ainfi ou lx — S. On peut 
auflî, fi l’on veut, nommer les nombres en progreflïon géomé- 
trique 1 -+- x , quand ils furpaflènt l’unité } 1 — x, quand ils 
font moindres , cela eft arbitraire. 

Rbmah^des, 

I. 

757 - Q u and le nombre eft exprimé par t-t-jif; alors dl.i -\-x 
u=-~~, 8 cdl. 1 — x Quand au lieu de l’unité c’eft 

une quantité a qui en tient lieu, dl .a -+-x = ■~ i & dl. a 
— x = -r üi tt- Quand la foucangente confiante a n’eft pas 
prife pour l’unité dans la logarithmique , alors la différen- 
tielle du logarithme eft dix = ^ * 8 c dl. — x =:•=—. 

I I. 

7 y 8. Il eft évident que zéro eft le logarithme de l’unité j & 
que le logarithme de zéro eft infini dans l'une & l’autre des 
courbes logarithmiques. 

IIIÜ iij 
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I 1 1. 

7 J 9 * .*•_ t &C; font auffi des différentielles logarithmiques^ 

car on peut exprimer chaque ordonnée x de la logarithmi- 
que par une grandeur connue a ou b , Sec. plus une chan- 
geante x, en fuppofiint neanmoins que la (outangenre cil 
l’unité j Se alors ffff eft une différentielle logarithmique 
multipliée par/ 

: ta ' 

De finition. 

760. l 'o n employer! ici l pour lignifier le logarithme de la 
grandeur au devant de laquelle on l'écrira, Se Fx, l'x , l"x. 

Sec. marqueront le logarithme de* élevé àlapuilünce donc 
l’expolànt eft 1, 3, », Sec. de même l~'x , l~ l x, l~ m x , Sec. 
exprimeront que le logarithme de x ou fa puiffance dont 
l’expolant eft 1, 1, m. Sec. fe trouve au dénominateur ; /. Ix 
marquera le logarithme du logarithme de x, & l m lx expri- 
mera le logarithme du logarithme de * élevé à la puillance 
dont m eft i’expofanr. 

Fropofition fondamentale du calcul différentiel 

des expre.fpons logarithmiques i 

761. ‘ dl. l-hx = ff- ; dl: t — * = dl. x — ~ J dl. — x 

== : —L j dl. a -+• * = ^ ; dl. a — x = s quand la 
fbutairçente a de la logarithmique n’eft pas prife pour l’uni- 
té, dl.x = ^f i Se dl. — x = . 

Corollaires. 

I. 

76 2. p our trouver la différence de Fx, on fiippofera F*x —y** 
ce qui donnera Ix =3', & dlx, = dy — ~ par la premier d? 

*761, proportion * J l’on aura audi df n x=my Tn ~'dy,Scl m ~ l x= y m ~ ' - 
On fubftituera les valeurs dey m ~“ Se de dy dans my m ~'dy yi 
Se l’on aura dl m * ==.«/"’ “'* x d f- — mx~'F~'x x dx. Si- 
l’on vouloic exprimer * par r -»-x, & — * par 1 — *, il n’y 
auroic qu’à fubftiruer dans la différence qu’on vient de trou- ; , 
ver aujien.de jcou. r— ét écrire dans ce dernier 
cas — dx. .•••• • 
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1 1 . 

7 6 3. Pour trouver la différence de /. lx, on fuppofera lx —y; 

ce qui donnera , i°, dix =: dyz=* -, z'. l.lx — ly, &* 761, 
3°. il. lx — i-k = x-'l-'x * ix. 

Si l’on veut exprimer x par 1 -t- x } pour avoir dl.li-hx, 
on fuppofera /. 1 -t-x = 1 -t- y, ce qui donnera , 1“, dl. 1 -t- x 
= dy > z°. l.l 1 -4-jc= h -*-yi }°. dl.li-^x = dl 1 -y- y * yC\. 

= f+T’ Se fubftituant les valeursde dy Se dç 1 4- y dam-—, 
l’on aura dl. h -fc-x === _ — / r ■ - == 1 -t-x > r * i~'i -+-* x dx. 


764. 


' - ' R e m a a <j^u e. , 

Xj’o n peut àùffi employer cés expreflîons des logarithmes 
/. i-t-x=S. ï 4 : ;- P ar ex. en fuppofant l.l 1 -+■*;= ^,Sc 7 1 + x 



= 1 -*-y,( ce qui donne l.li+-x = h -+-y == S. l’on 
aurxdl.l i^x ~d^—i~y } &cdy~*j^~. C es expreflîons 
fans les réduire (quand on n’a befbin que de différentielles} 
à une quantité qui n’ait que dx , 1 x, &c 1 . 1 •+• x, peuvent 
être utiles à trouverles inregrales dans plufîeurs Promûmes, 
qui foient exprimées par des fuites qui n’aycnt pour incon- 
nues que des x , ou des/, ou des comme on le verra dans 
la fuite. 


Corollaire III. 

765.0 n trouvera la différence de rix , en fuppofant lx ■ — y, 
ce qui donnera, i°, dix = dy a". l a 'lx — l m y ; d'où 

l'on aura dl m y = * my~'l m ~'y x dyi où fubftituant les va- 
leurs de y~ l , l m ~'y, dy, l’on trouvera dl m lx =uml m ~'lx x 
/-*x^. 

I V. 


766. Enfin on trouvera de même la différence de /" l m x, en 
fuppofant l m x=y m ; ce qui donnera, i°, lx~ yi i°. dix 
= -^r > î°- 1" l m x==zl"y r ' 5 d’où l’on déduira ( en regar- 
dant^ 1 " dans l"y m comme l’on regarde * dans l m x ) * dl‘'y m * ?6 , 

= nl u ~'y m ’x = nmy~ l l a ~'y m x dy , où fubfli- 

tuantles valeurs de y~' s y m ,iy, l’on trouvera dl’T'x — nml~ ‘x k 
x Jz. = nmx~'l~ l x x x dx. * — ■ 


Digitized by Google 


8 c >4 Analyse démonté, e'e. 

R E M A R QJJ E. 

7 ^ 7 - Si l*on fubftitue dans les valeurs trouvées par le troifiéme 
& le quatrième Corollaire, i -h x à la place de x, on aura 
dl m lx •-= ml m ~'l r-Hxx/-‘i-t-xx-& r ,ÔC dl a t m * 
e=nml ~' i H - x x l n ~'l m 1 +*x 

Corollaire V. 

tft la propofition fondamentale du calcul intégral 
des ex prenions logarithmiques. 

7 6 8- Il fuit de la propofition fondamentale & de les Corollaires, 
que l’integrale de ~ ou x~'dx ( qu’on marquera dans la 

* 761. fuite par S. dl ) = lx.* 

* 761. S. ml m ~’x xds. — r x . * 

*7 66. S. nml D -'x m *df —Tx m . * 

x *76}- S .l-'xx-^ — Ux.* 

*765. S. ml m ~'lx *—>07 — Fl*- * 

»7 66. S. nml a ~'l m x *T>îjr==l''l m x- * 

Si l’on fubftitue dans les exprefGons precedentes i+ri 
la place de x, on aura les intégrales par raport à l’expref- 
lion 1 x ; fie on trouvera de même les intégrales pour les 
logarithmes négatifs S. =d± * S. féf; • 

R E m A r q^u E. 

769- On remarquera aufîî que Li •+■ x= S. x — -fx 5 

* 643. -+- |x> — ^x + -+- ficc. fi c que l.i —x = S. f~~ = —x — {x l 

— ■ jx’ _> X *—&CC. 

Et fuppolant, pour abréger, /. 1 -t-x — y, l’on aura r -h se 
* 6+6. =* 1 y \y x r x 'ï y'-*- rxïir+y* & c - d ’° ù ‘1 ^ uit que 

dx=dyx 1 -r-p-'-ij' 1 -*-T 5 nJ ,> xx'ixV / 4 ■** &c - 
En fuppoCmt de même l.i — x=jr, l’on aura 1 — x = * 

— — TxTi' , + ix •Sc+J' 4 ^ c ‘ 

On peut de même exprimer par des fuites les intégrales 

Î iui font des logarithmes de logarithmes * par exemple, 
uppofant k.~ l- h -*•* , = l’on aura 

^==4i^=S. ï % } ^==3T^-i^==T^r^=S-T?r. 

On 
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On déduira de dz = —y, JL =*y — — 47 4 ’< 4 « 

rhScc. 8c de dy~-f~%y — x — { x 1 -x* — {-V •+■ 8cc. 

i°. Si l’on veut la valeur de l.li -t- x = exprimée par 
une fuite où il n’y ait que des x , il n’y a qu’à prendre dans 
la derniere cquationles valeurs de y,y\y\ 8cc. 8c les fubfti- 
tuer dans z^~y— iy'-n&c. 8c l’on aura la valeur del.h-t-x 
e= exprimée par une fuite où il n’y aura que des x. 

i°. Si l’on veut exprimer la valeur de x par une fuite où 
il n’y ait que des 2^; après avoir trouvé, comme on vient de 
le dire, la valeur de z^ exprimée par une /iy^>ù il n’y ait 
que des x , il faudra par le retour des fmtct * wRiver h. fuite * 134. 
où il n’y ait que des z^, qui eft la valeur de xv 

3 0 . On peut par le même retour des fuites trouver la va- 
leur de x exprimée par une fuite où il n’y ait que des 


Explication du calcul différentiel & intégral 
des quantite's exponentielles. 

Suppofttons cjuon a démontrées ailleurs. 

77 °’ Le calcul différentiel 8c intégral ne s’applique aux quan- 
tités exponentielles x*=y, a x = y,&c aux autres plus com- 
pofées, que par le moyen des logarithmes de ces quantités. 

Pour faire concevoir clairement cette application , on fera 
faire attention à ces trois propriétés des logarithmes 3 1". la 
fommc des deux logarithmes de deux ou de plufieurs gran- 
deurs, comme lx-\-laf eft égale au logarithme du pro- * C4.1. 
duit de ces grandeurs l.ax j i°. la différence de deux loga- 
rithmes Ix — ^d’eft égale au logarithme du quotient * 641. 
qui naît de la divifion de la grandeur x par la grandeur a ; 

3 0 . le logarithme d’une grandeur linéaire x multiplié par 
l’expofant d’une puiffance quelconque m de cette grandeur, 

*eft égal au logarithme de cette même grandeur élevée à * 641. 
la puiffance m , «ùssir", £/* = /.x”, 8cc. L’on peut 
mettre fi l’on veut par tout 1 -t- x à la place de x , 8c l’on 
remarquera aulll que quand la grandeur x ou 1 — .x eft au 
ffeflôus de celle qu’on aura prife pour l’unité, fon loga- 
rithme eft négatif. . 

KKkkk 
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Corollaire I. 

7 71. Jl fuit de ces propriétés, que quand on a une équation qui 
contient des quantités exponentielles, on peut en déduire 
une autre équation qui contiendra les logarithmes des quan- 
tités de la première, car les grandeurs égales ont leurs loga- 
rithmes égaux, en fuppofant qu’on le fert de la même loga- 
rithmique; ainfi Ton déduira de x x =a, xlx— laide même 
a x =y x donnera xla — xly. 

De mem^t 1 =^> ,y donnera x x lx = y y ly , & celle-ci 
donnera xmm-l. lx(= l. x J lx) =yly ■+■ l-ly {= l.y y ly)> 
&c ainfi des autres. 

Corollaire II. 

7 7 On peut auffi tirer une équation exponentielle d’une équa- 
tion logarithmique, en retournant des logarithmes aux gran- 
deurs dont ils font les logarithmes ; ainfi de xlx = la , on 
déduira x x = a > & c ainfi des autres. 

Corollaire III. 

77 y Q oa nd même l’équation n’a pas d’expreflîon logarithmi- 
que dans un de les membres, comme x — y la, on peut en 
tirer une équation exponentielle, en multipliant les deux 
membres par un logarithme confiant comme /.£,qui ne foit 
pas celui de la grandeur prifê pour l’unité , pareeque ce lo- 
garithme fëroit zéro , & l’on aura xl .6 = y x l b x l.a> d’où 
l’on tirera l’équation exponentielle b x —a 1 '• b s ou bien quand 
un membre a déjà une exprefîîon logarithmique, on peut, 

f our rendre l’équation exponentielle plus fîmple, prendre 
unité , par laquelle le premier membre peut toujours être 
conçu multiplié dans i*jk = yla , pour un logarithme conC- 
t2nt dont le nombre n foit connu par la logarithmique, 
puifque la grandeur prifè pour l’unité dans l’équation efi 
fuppofée connue; ainfi l’on aura 1 = /.»,& l’cquation fera 
x/.n—yla i d’où l’on tirera n x — a* . lien ell de même 
des autres. 

R E M A R Q^u E. 

774 ' Il arrive en plufieurs cas que les équations logarithmiques 
qu’on tire des équations exponentielles, font des équations 
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purement algébriques, qui ne contiennent que des quanti- 
tés connues & inconnues ordinaires. Par exemple on déduit 
de a x = b n , l’équation xla —yy *l.b> d’où l’on tire jff x « 
== yy, qui eft une équation ordinaire à la parabole, parceque 
les logarithmes des grandeurs connues aSeb, font des gran- 
deurs connues par la logarithmique 5 en les nommant m & n, 
l’on a Zx=yy. 

COROLLAIRE IV. 

775 ' O N peut aufli le férvir de la méthode de réduire les équa- 
tions des grandeurs exponentielles en d’autres équations 
logarithmiques , pour réduire les expreflîons exponentielles 
en cxprellions algébriques ordinaires par le moyen des fuites > 
cela eft très utile dans la réfolution de plufieurs Problèmes. 
Un exemple fufEra pour en faire concevoir la méthode. Au 
lieu de x x —y> on écrira 1 -t-x = 1 ce qui don- 
nera i+x*/.h-x = /.i -t-y. 

L’on réduira l.i -m: en ' x — j x> - — &c. & on 

multipliera cette valeur par i x, & l’on aura i -*-* x /. i-t-x 
= x -4- \x' — } f x' -+- Sec. on réduira de même /. 1 -t-y en y 

— \y 1 — Sec. Se l’on aura cette équation x + 

— = y — ~ y 1 — Sec. D’où l’on déduira, 

par le retour des fuites *, la valeur de/ en une fuite qui n’aura * 
que des x; & y ajoutant l’unité, l’on aura l’équation expo- 
nentielle 1 -*-y= i-4-x ‘ **, changée en une équation dont 
le fécond membre fera une fuite infinie , & qui n’aura que 
des grandeurs ordinaires. On peut appliquer cette méthode 
aux équations exponentielles plus compofées. 

PROBLEME I. 

7 ao vriR les différentielles des quantités exponentielles. 

PREMIERE METHODE. 

7 7 6. T l faut les réduire aux expreflîons logarithmiques qui" leur 
conviennent , & prendre enfuite les différentiel les par le 
moyen de ces expreflîons. Ce qui s’éclaircira par les exem- 
ples fuivans. 

1. Pour trouver la différence de x’', il faut fuppofér je y = i^; 

K K k k k ij 
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d’où l’on déduira^/* = /^_5 il faut prendre les différences, 
& l’on aura / x x dy ■+■ y x = -^ = Ai ; ainlî l’on aura 

x r lxxdy -*-x Y ~'y x dx — dz^= à la différence de xL Ce 
qu’il falloit trouver. 

i. Pour trouver la différence de u x , on fuppofera u xï =z, 
ce qui donnera xi lu = lz± On prendra les différences, & 
l’on aura par le premier exemple la différence de x régale â 
xilxxdy -h \ y ~'yy.dx> ainlî la différence de x y /* = /^l cra 
xi Ix xluxdy - t- xi~'y y- lu x dx-t- xi = -£i = — J ainfi 

y y y * 

la différence de u x = défera. u x x y Ixludy -+■ u x x r ~'yludx 
• 4 - # ,y x u~' x Y du —dç. 

On peut trouver de même les différences des grandeurs 
exponentielles plus compofées. 

Seconde méthode par. le moyen des fuites. 
Pour, trouver la différence de i -+• x'~*, on fuppoléra 
i -4- x ' "** = i -*• a^; d’où l’on aura , r°, la différence n-x 
= dzj i°. i+xx/.r + x = /.i+^. Apres cela on trou, 
vera , comme dans le quatrième Corollaire i -t- x x /. i x 
=x-h ix 1 — ix’ -t-ôcc. = /. i-4-s^ On trouvera de même 
/. i h- zj= K. — S i 1 — Scc. — x -t-jx 1 — l x' -4- &c. 
♦i} 4 - d’où l’on déduira par le retour des fuites* la valeur de z^, 
exprimée par une fuite où il n’y aura que des x, qui fera 
une équation dont inféra le premier membre, & la fuite en x 
le fécond membre 5 on prendra la différence de chaque 
membre, qui donnera la valeur de ^en x 6c «/x, 8c ce fera 
la différence de i -*-x * x , qui eft égale à dz± 

I 4* j 

Pour trouver la différence de i -t- x ' < ‘ I , on fuppoléra 

t -4-x ~* x = i -4- zj ce qui donnera, i°, diff. i-4-x 1 * 1 * 

' = dz^i i 3 . i4-s’ + < i(/,i + r = /.i4-^ On fuppoléra en- 
core i-t-x'* x = i y, ce qui donnera, i°, 1 - 4 -x xl.i-t-x 

= /.i+yj i°. i+x 1 =i+x'* y = i+^; 3 < ’.i 4 -yx 

/.i + x = /.i + i;, Apres cela il faudra trouver par la me- 
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thode des fuîtes*, i°, la valeur de i-t-x x /. i -*-x, comme ci- * *J 4 
deflus; 1". celle de /. i-a-jf, exprimée par des^. j°. Ayant fait 
une équation dont le premier membre foit la fuite égale à 
1 h- at x /. 1 -t- x, & le fécond foit la fuite en^ égale à 1 . 1 s-y > 
il faudra par le retour des fuites* trouver, en fe férvant de * 154. 
cette équation , la valeur de 1 -s- y exprimée par une fuite où 
il n’y ait que des x. 4 0 . Il faudra enfuite multiplier la valeur 
de 1 -s- y par la valeur de /. 1 ■+■ x , Se égaler la fuite en x qui 
eft cette valeur, à la valeur de /. 1 ^exprimée par des ce * 645. 
qui donnera une équation dont le premier membre fera une 

fuite en * égale à i-s-x'** xl.is-x, fie dont le fécond mem- 
bre fera la valeur de L 1 -+- ^exprimée par des f. Il faudra 
par le retour des fuites * trouver , en fé fervant de cectce * 154. 
derniere équation , la valeur de linéaire exprimée par une 
fuite où il n’y ait que des x. Cette valeur fera une équation 
dont le premier membre fera s^, Se le fécond fa valeur par 
une fuite où il n’y a que des x. Enfin il faudra prendre la 
différence de chaque membre de cette équation , & ce 
fera la valeur de dx^, fie par conféquent la différence de 

* X 

is-x'* x que l’on cherchoit. 

Cette méthode peut s’étendre aux exponentielles des 
degrés plus élevés. 


R E M A R Q^U E. 

(^oand l’expofant changeant d’une grandeur changeante 
eft différent de cette changeante, comme dans X* ou 1 ' *" r , 

&cc. il faut fçavoir * le raport de l’expofant y ou 1 -+- y à x ou * 461. 
à t -s-x, fie prendre par le moyen de ce raport la valeur de^ 
exprimée par x , fie la mettre dans l’expofant à la place de y. 

Si par exemple^ = xx, il faudra mettre ou î^r-x ' * n , 
fie ainfi des autres. 

PROBLEME II. 

Ta ov v er les intégrales des différentielles qui contiennent des 
expre. liions logarithmiques , & de celles qui contiennent des quan- 
tités exponentielles. 

K K k k k iij 
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PREMIERE METHODE. 

777 - La première méthode eft celle de l’art. 713, ainfi il fuffira 
de l’appliquer à quelques exemples. 

1" Ex. Pour trouver l’integrale de xlx x dx, on la cherchera 
par parties par le moyen d’une intégrale indéterminée , & 
l’on fuppoféra que la première partie de l’integrale indéter- 
minée eft Ax'lx , dans laquelle A eft indéterminée. On en 
prendra la différence qui eft lAxlx x dx -t -Ax x x — — iJxlx x 
dx Axdx. Comme l’on doit fuppofer par la méthode de 
l’art. 713, qu’on employé ici, que la différentielle qui naîtra 
de l’integrale indéterminée eft égale à la différentielle pro- 
pose , Sc que les termes correfpondanrs font égaux, pour 
déterminer les coéficients indéterminés ; & que Ta différen- 
tielle propofée 1 xlx x dx eft déjà le terme correfpondant du 
premier terme 1 Axlx x dx deladifFerentielle indéterminée; 
il faut fé férvir du fécond terme -t- Axdx pour trouver quel 
eft le fécond terme qu’il faut fuppofér dans l’integrale indé- 
terminée ; c’eft d dire, il faut trouver quel doit être le fécond 
terme de l’integrale indéterminée , pour donner au moins 
un terme correspondant à ~>rAxdx. Or il eft évident que le 
fécond terme doit être Bx l , dont la différence eft iBxdxi 
ainff l’on aura 


I’intcgrale indéterminée Ax'lx -4- B x' 
là différentielle zAxlx xdx + Axdx J 

-+- iBxdx j>= o. 

— la différentielle propofée — 1 xlx x dx I 

Tous les termes de cette différentielle contenant les gran- 
deurs qu’il faut pour déterminer les coéficients, l’on a toutes 
les parties de l’integrale indéterminée. Il ne faut plus que 
fuppofer chaque terme de la différentielle égal à zéro ; ce 
qui donnera A = ~, B = — & fubftituer ces valeurs à 

la place des coéficients dans Pintegrale indéterminée, qui 
deviendra, par cette fubftitution , l’integrale ~x l lx — ~x l 
que l’on cherchoit. 

On trouvera de la même manière qu’en general x m lx x dx 
a pour intégrale ~^—x m *"lx — .... I - - x m 


i d Exemple. Pour trouver l’integrale de x m Tx xdx, on fera 
les mêmes raifonnemens que l’on a faits dans le premier 
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Exemple , & l’on trouvera par parties l’integrale indétermi- 
née Ax m ~'l a x + Bx m +'r~‘x "+■ Cx a *T-'x+Dx m ~T-'x 
•+• ôcc. fa différentielle eft 

m+Ti x Ax m l a x x dx -4- nAx m r~ 'xxdx+iï=ix Bx m l"~ x x x dx -t- Sec. 

— m-M .ff*"/” ~'x xdx+ w-t-i C#T " *x x <6c -t- &c. 

la diffé- 
rentielle 

propofée — x m l n x x dv 

On lûppofcra chaque terme de cette différentielle égal à z éro , 

«, u, donnera A , B = =n, C = -=r- 

&c. on fubftituera ces valeurs dans l’integrale indétermi- 
née , 6c après la fubfticution , l’on aura x * l l x 
_ » x m *'l a ~ t x -+- n * nZ ^L x m +'r~ l x — êcc. C’cft l’in- 

m-+- 1 m i 

tegrale que l’on cherchoit; m & » repreféntent les nombres 
entiers qui peuvent ctre les expofânts de x 6c du logarith- ^ 
me lx. Il eft évident que quand n eft un nombre entier pofi- 
tif, l’intcgrale eft finie, & qu’alors le dernier terme ne con- 
tient plus de logarithme, mais la feule inconnue x. 

Troifième Exemple fur les grandeurs exponentielles. 

Pour, trouver l’integrale de x x xdx, on fuppoféra x x = r 
■ 4 - y -, ce qui donnera xlx = 1 . 1 •+- y. Or i a- y = * i 1. 1 •+■ y * C\6- 
+ \l ' i -y - i +y - rxbü ' 4 1 - &c ainfl en 

fubftituant dans cette équation la valeur de 1 . 1 -+-/ = xlx , 
on aura x x =i -*-y= i-*~ xlx -t- ix l l'x Px &ic. 

en multipliant chaque membre par dx y on aura x x x dx = dx 
+xJxxdx-t-ixTxxdx + T k'X , l' x *Jx+&Cc. en prenant 
les intégrales de chaque terme du fécond membre, comme 
dans le premier & le fécond Exemple, on trouvera S .x x *dx 

==x-*-{x x lx-±x'-*--à x xH 1 x-jx i lx + ^jX'+-f i x'l'x 


>=° 


— fr *l'x ^-àxUx 
que l’on cherchoit. 


4*= lf6 • 


ôcc. Ceft l’integrale 


C1UU UlCitUUK. 

On donnera dans les ufages de ce calcul intégral des dif- 
férences logarithmiques 6c exponentielles, la maniéré e 
connoître les grandeurs confiantes qu’il faut ajouter aux 
intégrales que l’on trouve pour les rendre complétés. 
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Avertissement. 

O n pourrait employer cette méthode pour trouver les 
intégrales des différentielles qui contiennent des logarith- 
mes de logarithmes, comme x m l.lx xdx , x m l"lx xdx,&cc. 
& les intégrales des différentielles exponentielles x x% x dx , 
& des autres plus élevées ; mais comme elle ne fait trouver 
pour les intégrales que des fuites infinies qui contiennent des 
expreiîions logarithmiques fore compofées, il vaut mieux (b 
fervir dans ces cas de la féconde méthode, qui fait trouver 
ces intégrales par des fuites qui ne contiennent que des gran- 
deurs ordinaires. 

Seconde méthode. 

7 7 i cr Exemple. Pour trouver par les fuites l’integrale de xlx x 
dx, pu, ce qui eft mieux, de i-+- x 1 . 1 •+■ x x dx> i°. il faut 
réduire /. i + xen la/«;*rquiluieft égale, /. t -4-*= i*—..!* 1 
- }■*’ — ije 4 &c. & multiplier cette fuite par i-t-xdx, & 

l’onjiura xdx + {x l dx — ^ x'dx -4- T '^x'dx — &c. 
= i -*-xl.i ■+■ x x dx. i°. Il faut prendre les intégrales des 
termes de cette fuite , & l’on aurai* 1 ^4 

rxixT *' — &c - P our l’integrale que l’on cherchoit. 

Exe mple. On trouvera de la même maniéré l’integrale 
de i ■+■ x r i -t- x x dx , en élevant la fuite qui eft la valeur 
de /. à la puiflànce n,tk. la multipliant par i x dx 
réduite en la fuite qui lui convient, & prenant enfin l’inte- 
grale de ce produit. 

f Exemple. Pour trouver l'integrale de i -t-* '** xdx j i°.on 
fuppofera i + x l+ ' = i -*-y> ce qui donnera i x I. ia-x 
*775- = /.n-/. i°. Apres avoir trouvé *i -4- * /. 1 .+.* = x* 

i*’ ■+■ & c - & /. 1 -*-y=y — + jy 5 — &c. ce qui 
donnera l’équation x -4- i * 1 — i * ’ -1- &c. = ^ — 

*13+- — & c - °n aura par le retour des fuites * la valeur de 1 ■+• y 
= i-4-* •+■ * l i* 1 -4- i* 4 i.*» _4_ $cc. 3“. On multi- 

plier a le fécond membre par dx , ce qui donnera l’équa- 
tion i-*- * ' '*"* x dx-=dx • +- xdx •+■ x'dx -4- -x'dx &cç. & en 
prenant les intégrales des termes du fécond membre , on 

aura 
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*ufâ x 4- ~x l 4- fx 1 + 1 *’ + Sec. pour l’intégrale que l’on 
cherchoit. 

4' Exemple. Pour trouver l’integrale de f- *-x'* x ~*xdx, 
i°. on fuppofera i-*-x'~ x * ==n-^, ce qui donnera 

i-t-x'* J l. i h- x = 1 . 1 4* on fuppofera de plus i + * 

= i -t-f, ce qui donnera x 4- x x /. i -t- x = /. 1 4-jr, & en- 
core i y l. x 4 - x = 4 i a°. * On trouvera la y*/7* qui * 77 j. 
eft la valeur de 1 4* x x /. 1 4- x , où il n’y aura que des x , & 
la fuite en y qui eft la valeur de /. 1 4-^. On fera une équa- 
tion de ces deux valeurs, 8e par le retour des fuites on trou- 
vera par cette équation la valeur de 1 4 -y exprimée par une 
fuite où il n’y ait que des x> 8e l’on multipliera cette valeur 
de x 4-/ par la fuite qui eft la valeur de /. 1 4 -xj 8 e on mettra 
ce produit , qui eft une fuite en x, à la place de 1 -t-y /. i+r 
dans l’équation i+ji/.i4-)t = /.i + ^ 3 0 . Après avoir 
trouvé la valeur de /. 1 4- ^exprimée par la faite qui lui con- 
vient en s^, St fait une équation de la valeur de h - y 1 . 1 4- x 
en x , St de la valeur de /. x 4- ^en on trouvera par le re- 
tour des fuites par le moyen de cette équation , la valeur 
de x 4- exprimée par une fuite où il n’y aie que des x. Il 
eft évident que cette valeur de 1 4- ^ en x fera égale à 

— — — x 4- x 

1 4- x 1 * * 5 ainft multipliant cette valeur de 1 4- ^par dx, 

elle fera égale à i4-x' +I * x dx. 4 0 . On prendra à l’or- 

dinaire les intégrales de tous les termes, fie leur fomme fera 
une fuite qui fera l’integrale que l’on cherchoit. 

Avertis seme n x. 

O n peut fi facilement appliquer cette féconde méthode aux 
différentielles des exponentielles plus élevées, fie aux diffé- 
rentielles qui contiennent des logarithmes de logarithmes, 
qu’il eft inutile de s’y arrêter ici -, fie de plus cela n’eft pas 
de grand ufage. 

TJ fa ge de la logarithmique pour décrire les Courbes. 

779 * L es courbes dont l’équation contient desexpreflions loga- 
rithmiques /x, /. x 4- x , S. 7^7 , S. &c. fe peuvent 

' LL 1 11 
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décrire par le moyen de la logarithmique. On en mettra 
feulement ici deux exemples des plus Amples, qui fuffironc 
pour le faire clairement concevoir. 

780. 1“ Exemple. Pour décrire la courbe dont l’équation eft xU 

=y, ou fi l’on veut 1 x 1 1. •+* x = yj i°. il faut avoir la 

* 7 { 4 - logarithmique HBF toute rracée’dont on fuppofe que l’or- 

Fig.l. donnée AB eft l’unité , A l’origine des logarithmes des or- 
données , dont les pofitifs te prennent du côté de ACE , les 
négatifs du côté de Ali & on nommera les ordonnées CD, 
EF, les ordonnées des logarithmes négatifs com- 

me JH, feront 1 — x J AC, AE, logarithmes des CD, EF 
( i -*-x), feront nommés /. 1 -*-x , 8c AJ( — /. 1 — *.) Quand 
un logarithme ±/.i + *eft déterminé , l’ordonnée 1 •+* x 
eft connue 8c déterminée ; par exemple fi Al ( — /. x — x) 
= AB — 1, JH { 1 — x ) eft une grandeur connue. 

i°. Suppofânt que ALBM eft la ligne des coupées de la 
courbe qu’on veut décrire, &quc les ordonnées font paral- 
lèles à. ACE > pour trouver chacun des points de la partie 
de la courbe dont les coupées AM{ 1 -»-x) fùrpaflènt l’unité, 
il faut prendre A M plus grande que AB , 8c tirer MDG 
parallèle à ACEcpii coupe la logarithmique en Z), & mener 
DC parallèle à AB, il eft évident que A M — DC étant 

* 270. x -4- x , AC eft /. 1 -h x. Il faut faire’ en lignes cette propor- 

tion qui te déduit de l’équation de la courbe x •+■ x 1 . 1 •+• x 
=■ 1 y ; AB ( 1 ).AC{ 1 . 1 ■+■ x ) CD ou AM{ i-*-x).y, qu’on 
fuppofe égale à AJ G > le point G fera l’un des points de la 
courbe; fa coupée 1 x fera. A M > fon ordonnée^ = i+x 
l.i-*-x fera MG. On trouvera de la même maniéré chacun 
des autres points. 

3 0 . Pour trouver les points de la partie de la courbe dont 
les coupées AL font 1 — x. Ayant prisez, il faut tirer LH 
parallèle à AI , 8e par le point// où elle rencontre la loga- 
rithmique, tirer HJ parallèle à AB, 8c faire enfuite cette 

* 170. proportion en lignes * AB ( 1 ) . — AI{ — 1 . 1 — x ) :: JH 

ou AL{ 1 — *). — y~ 1 — xx — /. 1 — x, qu’on fuppofe 
égale à — LK, 8c le point K du côté des ordonnées néga- 
tives fera l’un des points de la courbe. On trouvera de la 
même maniéré les autres points dont les coupées font les 
1 — x. 
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La conftruftion /croit la même fi l’on fe fervolt de cette 
expre/fion xlx—y pour l’équation delà courbe; & il y 
faudroitde même diftinguer les coupées x plus grandes que 
l’unité AB dont les logarithmes lx feraient pofitifs, des 
coupées x moindres que l’unité AB, donc les logarithmes 
— lx feroient négatifs. 

781. Si l’équation de la courbe étoit x l lx=y, x l lx — y, x*lx 
= y, Scc {ce ferait la même chofe fi l’on y exprimoit x par 
1 conftru&ion ferait la même; il faudrait feulement 

pour chaque coupée AM ( x ou i-t-x) AL{x ou 1 — x ,) 
prendre le double du logarithme AC ( lx ou /. 1 -t-x,) ou 
d cAJ { — lx ou — l.i — xi) 8c l’ordonnée de la logarith- 
mique, dont ce double de AC ou de AI eft le logarithme, 
fera *‘oui + < j fi l’on prend le logarithme triple, qua- 
druple, &c. ou qui foit la moitié, le tiers, &c. de AC ou 
de AI, l’ordonnée de la logarithmique qui répond à ce 
logarithme triple, quadruple, &c. ou qui eft la moitié, le 
tiers , Scc. du logarithme AC on AI, fera x ! , x* , Scc. ou 

i 1 j 4 1 i 

X*,*’ , Sc c. ouh-x,i+^, Sec. oui+* l ,i+.r ’ , &c. 

& cette ordonnée x\ x\ Scc. ferait le croifiéme terme de 

la proportion qui ferait trouver l’ordonnce y de la courbe 

qu’on voudrait décrire , dont l’équation eft y — x l lx, Scc. 

« 

Second Exemple pour la conftruïlion des courbes dont les équations 
contiennent des grandeurs exponentielles. 

7 S 2 *. Pour, décrire la courbe dont l’équation eft x x — y, d’où 
l’on tire l’équation logarithmique xlx=ly, j". fuppofant la 
logarithmique d (B DF, dont l’ordonnée pri/ë pour l’unité 
foit AB, Sc les autres ordonnées CD, EF, Scc. font les gran- Fig.li. 
deurs x , Se AC, AE leurs logarithmes lx i Sc les ordonnées 
de l’autre côté de l’unité, comme ef, cd , font les x moin- 
dres que l’unité; ScAe,Ac,Scc. font leurs logarithmes — lx i 
il faut prendre les coupées x de la courbe qu'on veut dé- 
crire fur ALB M, Sc les ordonnées parallèles à ACE. 

i°. Pour trouver chaque point de la courbe, il faut pren- 
dre une coupée quelconque AM (*), Sc tirer MDG parallèle 
à.AE, laquelle rencontre la logarithmique en D, d’où il faut 
tirer DC parallèle Sc égale à MA, Sc faire enfuite *en lignes * 170. 

L L 1 1 1 ij 
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8i6 Analyse demontr e'e. 
cette proportion que donne l’équation logarithmique xlx 
— ily î AB{ 1) . AM ou CD (* ) :: AC{lx) . ly, qu’on 
fuppoSê égale à AE. Il eft évident que l’ordonnée E F eft 
égale ày> ainfi il faut faire MG— EF ( y),& le point G fera 
un point de la courbe qu’on veut décrire. On trouvera de 
la même maniéré les autres points. 

}". Pour trouver les points comme K de la partie bKb de 
la courbe dont les coupées AL(x ) font moindres que l’unitc 
AB , il faut prendre une coupée AL ( x ), tirer par L la ligne 
KLd parallèle à la ligne des logarithmes Ae, & mener par 
le point d, où elle rencontre la logarithmique, de parallèle 
& égale à AL ( x ) , & faire la même proportion AB ( i ) . AL 
oudc(x)::^c ( — Ix ) . — ly, qu’on fuppofe égale à Ae * 
il eft évident que ef fera égale à y > (on remarquera ici que 
quoique le logarithme AE ( — ly) foie négatif, l’ordonnée 
ef(y)de la logarithmique n’eft pas moins pofitive 5 ) ainfi il 
faut prendre LK — e f (y) , & le point K fera un des points 
de la courbe qu’on veut décrire. On trouvera de même les 
autres points. 

R E M A R q^u z. 

783. i°. L’équation logarithmique xlx — ly déduitede l’équa- 
tion de la courbe x x —y, fait connoître qu’en fuppofant à 
l’origine A , x = 0, ly devient zéro. Or zéro eft le loga- 
rithme de AB — 1 , donc l’ordonnée y dont ly =. o eft le 
logarithme , eft égale à AB > ainfi prenant Ab — AB , le 
point b eft un point de la courbe. 

a°. La même équation fait auffi connoître que quand la 
coupée x de la courbe eft =AB= x,lx eft zéro 5 ainfi xlx 
devenant encore zéro, ly devient auffi zéro ; par conséquent 
l’ordonnée Bb ( y ) de la courbe au point B eft encore égale 
à AB = 1. ■» 

3”. Si dans l’équation x x —y, l’expofant x étoit {x,\x,Scc: 
ou ix, 3 jt, &c. ce qui donnerait l’équation logarithmique 
-xlx — ly, {xlx —y, rxlx —y, &c. la conftruction de 
la courbe Ce ferait de la même maniéré ; il n’y aurait qu’à 
mettre dans le Second terme de la proportion, f x, Sic, 
au lieu de x. Si l’expoSânt x étoit élevé à une puiflince 
confiante quelconque, comme x x ‘ —y, * x * —y , &c. d’où 
l'on tirerait x'lx = ly, x'lx = ly, &c. on trouverait le 


t 
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lécond terme de la proportion x\ x l ,&cc. comme on l’a 
enfeigné à la fin du premier exemple. 

4*! On fera remarquer ici que pour trouver les logarith- 
mes de logarithmes des x , en fuppofant que AM ou DC Fig. L I. 
eft x , dont le logarithme Ix = AC > il faut prendre fur la 
ligne des * qui eft A M, la ligne AH = AC {/*),& tirer 
HI parallèle iAE jufqu’à la rencontre de la logarithmique 
en I, & il eft évident que cette ligne HI ou fon égale AP 
fera /. Ix. 


Les ufages dtt calcul différentiel & intégral des équations 
logarithmiques & exponentielles , J>our trouver 
les propriétés des courbes de ces équations. 

784. O n trouve par le calcul différentiel les tangentes de ces 
courbes & les autres lignes qui y ont raport , les points où 
elles font les plus éloignées ou les plus proches de leur axe, 

& les autres propriétés qui fe découvrent par le calcul dif- 
férentiel. 

Pour trouver la fbutangente A/ 5 d’un point Gquelcon- Fig. L. 
que de la courbe KJ 3 G dont l’équation eft 1 ■+■ * x l. 1 -t-x 
=7, il faut prendre les différences des deux membres de 
l’équation, S c l’on aura dx x 1 . 1 -+- x -♦- \d x = idy. Mettant 
cette valeur de dy dans la formule de la foutangente* — , * 55». 

, l’on 


& y fubftituant auffi la valeur de y ~ 1 
aura la foutangente MS ■ 


l -*■ x X l- l x 


t- x l' \ — 

*A M ou DC X JiC 


7 8 J. 


1*1. — Zt JVCÂc, ■ 

On trouvera de même la foutangente MS d’un point Fig. LI. 
quelconque G de la courbe bKG dont l’équation eft x*— y, 
d’où l’on déduit xlx —ly,ea prenant ladinérence de chaque 
membre, qui eft dx x lx -+. x x dp- = > d’où l’on déduira , 

en multipliant le tout par la valeur dey,x‘lxx dx-*-x x dx 
— dy s & mettant dans la formule de la foutangente *-y i > * jj 0 . 
les valeurs dey & de dy, l’on aura la foutangene MS -■ 

\A B x B 



I 
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Mettant cette valeur dans l’équation xlx — ly , l’on aura 
.v x — i = ly , où — i eft un logarithme négatif — lx 
qui eft égal à l’unité A B , ce qui fait voir qu’il faut prendre 
Ac — AB , fie tirer l’ordonnée cd qui fera la valeur de x 
par raporc au point K le plus proche de l’axe-, il faut aufli 
mener dLK parallèle à AE , 6c elle rencontrera la courbe 
au point /C le plus proche; l’on déterminera l’ordonnée LK 
de ce point en failant cette proportion en lignes tirées de 
x x — lx = i ly, AB ( i ) . cd ou AL{x) :: Ac (— lx = — i ) 

. — ly que l’on fuppofe égale à Ae. Il faut enfuite tirer 
l’ordonnée ef qui (era la valeur de y dont Ac ( — ly) eft 
le logarithme , fie faire Z K = fe [y), fie ce fera l’ordon- 
née du point K qui eft la moindre des ordonnées. 

Avertisseme NT. 

Ces exemples fuffifent pour apprendre aux Ledeurs la 
manière de découvrir les propriétés des courbes des équa- 
tions logarithmiques 6c exponentielles que l’on peut trouver 
par le calcul différentiel. On découvre par le calcul intégral 
Jcs redifications de ces courbes, leurs quadratures, la inc- 
lure des folides formés par leur révolution autour d’un axe, 
la mefurc des furfaces ue ces folides, 6c les diftances des cen- 
tres de pefanteur de ces courbes , de leur aire , fie des folides 
qui en font formés. 

7 ^ 7 * On metera feulement ici pour exemples la maniéré de 
trouver les quadratures des deux courbes qu’on a décrites. 

Fig. L. i" Pou r trou ver l’aire BG M delà courbe BG donc 
l’équation eft i -t- x 1 . 1 ■+■ x =y , il faut le forvir de la for- 

* S 9 S‘ mule de la quadrature des courbes * ydx , qui devient ici 
i -t- xl. i x x dx i ainfi la queftion 1b réduit à trouver l’in- 

*777- tegrale de cette différentielle. Or cette intégrale eft* par le 
fécond Problème ~ x i -r-x /. i -+- x — ^ i-*-* . 

R E M A & E. 

La maniéré de connoitre les grandeurs contantes qu'il faut ajouter 
aux intégrales des differentes logarithmiques & exponentielles 
pour les rendre complétés. 

788. Pour voir 17 l’integrale eft complette, il faut fuppolcr 
/. 1 •+■ x= o, ce qui rendra le premier terme d&i’inregrale 
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= 0, & 1 -4 - at = 1. En mettant dans le fécond terme 1 à 
la place de 1 -4- x , l’on trouve la grandeur négative — i • 
ainfi i eft la quantité confiante qu’il faut ajouter avec un 
ligne oppofé à l’integrale trouvée ; l’intcgrale complété eft 
donc x /. 1 -t- x — ll*. -4- j. La raifon de cette réglé eft 

3 ue l’integrale exprime l’aire BGM qui eft zéro à l’origine B 
e la courbe 5 ainfi Pintegrale doit auflî être zéro au point B ; 
or on trouve qu’elle devient, à ce point 2?, — il faut donc 
lui ajouter •+- afin qu’à ce point elle devienne = o ; ainfi 
-4- 4 eft la quantité confiante qui doic être ajoutée à l’inte- 
grale pour lui ôter ce qu’elle a de trop, & pour la rendre 
exacte. 

Si les x commençoient à l’origine A, &: que l’on fe fer vît 
de cette expreflion xlx — y, il ne faudroit pas moins, afin 
que l’integrale exprimât exactement l’aire B G Af, fuppofer 
/* = o, ce qui rendrait x — 1 j 8c l’integrale de xlx x dx 
qui ferait alors -x 1 Ix — \ x*, deviendrait de même — \ ,8c 
comme il eft évident que quand x eft égale à AB ( 1 ) , l’aire 
BGM = o , il eft auflj évident qu’il faut ajouter -+- -ÿ à l’in- 
tegrale afin qu’elle devienne zéro au point B. Ainfi l’inte- 
grale étant trop grande de — ^ , il faut lui ajouter -4- ^ pour 
la rendre complété. 

789. i i Exemple. Pour trouver l’aire A MG K b de la courbe I 
* b AC, dont l’équation eft x* —y, il faut fc fervir de la for- 
muIe^Ar*, qui devient ici x*dx-, ainfi la queftion fe réduit 
à trouver l’integralc Aex'dx ; or l’on a trouvé * que cette 
intégrale eft S.x'dx = x -4* \x l lx — -4- \x'Bx 

~x'lx -4- -j^X* -4- M x *l' x — j^x'l'x -4 -~x*lx 

— -~x* -4-&c. Ainfi l’aire que l’on cherche eft exprimée 
par cette intégrale. 

R E M A R QJJ E. 

790. Comme l’on fuppofe que l’integrale commence à l’ori- 
gine A , 8c qu’elle doit exprimer l’aire A MG K b qui com- 
mence à la même origine A, il eft évident que x étant zéro 
au point A , l’aire y doit aufii être zéro: il faut donc fup- 
pofer x= o, & comme cette fuppofition détruit tous les 
termes de l’integrale, il n’y a point de grandeur confiante 
à y ajouter. 


"ig. LT. 

* Î95* 

*777- 
3' Ex. 
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Si l’on vouloic l'aire B MG b qui commence au point B y 
ou à l’ordonnée B b, il faudrait fuppofex Ix = o , ce qui 
donnerait AB ( x ) = i j 8c fubftituanr ces valeurs de lx Sc 
de x dans l’integrale, il relierait i — ~ -h -J , — f ± — 8cc. 
ainfi il eft évident que la fornme de cette fuite ferait la 
grandeur confiante qu’il faudrait ajouter fous un ligne op- 
pofé à l’integrale, afin qu’elle exprimât l’aire B MG b qui 
commence à l’ordonnée Bb. 

Comme AB — i , & que le logarithme de AB eft zéro, 
en fuppofant dans l’integrale Trouvée lx— o,8c .y = i , l’on 
trouve la fuite i — •+» — 8cc. qui exprime la valeur 

de l’aire ABbb. 

On peut aulll trouver I’integrale de x*dx par la fécondé 
méthode du fécond Problème. 


Autre ufage des expre jftons logarithmiques & exponentielles 
pour trouver les intégrales des différentielles qui font des 
frottions dont le numérateur & le dénominateur ne con- 
tiennent que les puiffances d'une même changeante t mais 
qui font toutes commenfurahles. . 

Avertissement. 

O n ne peut pas trouver par les méthodes qui font décou- 
vrir les intégrales des différentielles , celles des diffèrent 
tielles, comme x dx, qui contiennent une 

fraélion où il n’y a qu’une même changeante * dont toutes 
les puiffances font commenfurables : c’eft pourquoi on a été 
obligé de chercher une autre méthode pour ces différen- 
i^tTcuü. tie *' es - Voici celle qu’on a découverte pour trouver les in- 
«pi#* 1701. tegrales de ces différentielles par le moyen des expreffions 
t*s * i *»- logarithmiques & exponentielles. 

791, Soit une telle différentielle repreféntée par £-dx , dont f 
reprefénte le numérateur 6c q le dénominateur, chacun 
compofé de termes qui contiennent les puiffances de * avec 
des confiantes comme dans une équation, 6 c pêc q font 
fuppofées commenfurables. i°. Il faut divifer p par ÿjufqu’à 
ce que la plus haute dimenfion de x fbit moindre dans q 

que. 
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que dans p, à moins que cela ne fe trouvât déjà, 8c que l’on 
ne pût plus continuer la divifion , car il la faut continuer 
tant qu’elle fe pourra faire. Cette operation réduira la dif- 
férentielle en deux parties, dont la première fera le quotient 
commenfurable qui eft venu de la divifion ; la feconde fera 
le refte de la divifion chacun multiplié par dx. Il eft évi- 
dent qu’on peut toujours trouver l’integrale de la première 
partie ; ainfi il ne refte qu’â trouver nncegrale du refte f 
qu’on fuppofe reprefenté par dx.{Sir&cq avoient quelque 
divifeur commun, il faudroit les diviferparcedivifeur com- 
mun pour abréger le refte -, on fuppofe ici qu’ils n’en ont 
pas.) 

i°. 11 faut fuppofer q-dx 8cc. 

c’eft à dire il faut fuppofer ~dx égala autant de différentiel- 
les logarithmiques qu’il y a d’unités dans la plus haute di- 
menfion de x dans q , 8c que chacune foie multipliée par 
une grandeur confiante indéterminée a , b , c, 8cc. On fup- 
pofe auffi que/, g, û,8cc. font des confiantes indéterminées. 

3 0 . Il faut réduire ces différentielles en une fomme qui les 
contienne toutes , ce qui fe fait en les reduifant au moin- 
dre dénominateur commun , 8c il eft évident que la plus 
haute dimenfion de x fera la même dans le dénominateur 
de cette fomme 8c dans q, 8c fi la plus haute dimenfion de x 
dans le numérateur de cette fomme fiirpafl’oit celle de * 
dans r, il faudroit fuppofer dans r les termes qui manque- 
roient multipliés chacun par zéro : il eft évident que par 
cette operation le numérateur de la fomme 8c r , auront un 
même nombre de termes, 8c de même le dénominateur de 
la femme 8c q. Il faut faire des équations des termes Cor- 
refeondants des numérateurs, 8c de même des termes cor- 
refpondants des dénominateurs , 8c on trouvera les valeurs 
de toutes les indéterminées confiantes a ,b ,c } 8cc. f,g,h. 
Sec. qu’on a fuppofées, iefquelles valeurs feront exprimées 
par les coéficients donnés des termes de r 8c de q . Il faut 
febflituer ces valeurs à la place de ces indéterminées dans 
y~"*- £ £rr êcc. 8c elles deviendront par ces fub- 

fticutions lesdifferentielles logarithmiques dont on a befoin: 
on les fuppofcra ici avec les mêmes lettres, mais on les doit 
â prefent regarder comme déterminées. 

MM m m m 



gu Analyse demontr e'e. 

4°. Comme j ~ eft la difFerentielle de /./-+■ x , 6c qu’ainfi 
s _ i x } & qu’il en eft de même des autres -, il eft 
évident que pour avoir l’integrale de fd* —a x y^- x ■+• 

.+. &c. il faut prendre les logarithmes de ces diffé- 
rentielles, 6c l’on aura S. f dx = * x /. / h- x -* -b xl . g •+> x 
* 770. + c X Uj -t- x &CC. Mais* X /./-+• * = */•/-+-•* , ainlî 
S .f ix ■+• /.gT^ b -+- /. De jjlusjlafomme 

*770. des logarithmes de plufieurs grandeurs eft égale* au feul 
logarithme du produit de ces grandeurs; c’eft pourquoi l’oû 
aura enfin S. fi* = /./-*-x x g -*-x b * sccftlinte- 
grale du refte f ix, qu’il falloit trouver. 

Corollaire.' 

791. Qu A nd on trouve dans la réfolution d’un Problème une 
équation ^dx — fdy, donc chaque membre eft une diffé- 
rentielle femblablc à celle dont on vient d’enfeigner à trou- 
ver l'integrale , mais dont le premier ne contient que la 
changeante *, 6c le fécond que la changeante^ ; on peut, 
en trouvant par la méthode précédente l’integrale de cha- 
que membre , réduire l’équation à une autre équation qui 
11e contienne que des logarithmes, 6c , fi l’on veut, à une 
équation exponentielle : après quoi fi l’équation propolèc 
exprime la nature d’une courbe, on pourra la décrire par le 
moyen de la logarithmique. Car fuppofant que la première 
partie du premier membre ~dx , qui eft le plus grand quo- 
tient de p divife par q donc on peut toujours trouver l’inte- 
grale , ait pour intégrale x , & que l’integrale du refte foit 
/. /+jt‘ x g -f-x “ x h + x ‘ , 8c qu’ainfi l’integrale entière du 
premier membre foit S. ~dx = 1 x x xg+x x 

h+x Q , 8c que de même l’integrale du lêcond membre foit 
S.f dy= 1 y-*-/. *Y-*-y x x-t-y'î Ton aura l'équa- 

tion 1 x x ■+• l.f-r- x xg-+-je xb+x* = 1 x y <p y x 
y -*-y’ xA+y" , qu’on peut réduire à une équation exponen- 
tielle , en prenant l’unité par laquelle x 6c y font conçues 
multipliées pour un logarithme conftant , dont le nombre 
ou l’ordonnée dans la logarithmique foit la grandeur con- 
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nue »î( cette unité ne doit pas être celle de la logarithmi- 
que, dont le logarithme eft zéro,) ainfi l’on aura 1 == l.n I 
mettant l.n au lieu de 1 dans ixx&ixy, l’on aura xx/b 

x &c. = y x/. a -+- /. x 8cc. Mais x x/b* * ?7°- 
= /.b x , & y x.l.n — l.n* i & de plus la fomme des logarith- 
mes de plufieurs nombres eft égale au logarithme du produit 
de ces nombres ; on aura donc /.»"x/+x i xj + j( *h- t-.v' 

== /. n y x -4-^‘x y-*- y* * A •+•>*;& les logarithmes de deux 
grandeurs étant égaux, il faut que ces grandeurs foient éga- 
les, en fuppofant les logarithmes d’une meme logarithmi- 
que; on aura donc enfin n x xf-t-x *g-+-* * h-*-x c =.n y x 
<p-*-y x y-+-y* xA+/, qui eft l’équation exponentielle à 
laquelle on a réduit l’équation propofoe , & elle devient 
quelquefois une équation qui n’a que des grandeurs algébri- 
ques ordinaires, comme quand x & y font chacune zéro, tic 
que tous les expofants font des nombres. 

Remarque S; 

L 

7 9 3 * Il n’eft pas neceffàire que chaque membre de l’équation 
contienne une différentielle comme {-dx telle qu’on l’a ex- 
pliquée, pour en déduire une équation exponentielle ; il eft 
évident qu’il fuffit qu’un feul nombre en contienne une, 6c 
que l’autre nombre contienne une différentielle dont on 
puiffê avoir l’integrale par les méthodes ordinaires, comme 
~dx = dyi car il fera facile* de la réduire à une équation * 775- 
exponentielle. 

v I I. 

794. Il y a encore des différentielles que l’on réduit à des dif- 
férentielles logarithmiques , dont on peut par confequent 
trouver les intégrales par les logarithmes ; par exemple , la * 
différentielle fe réduira , ( en fuppofant ^ , & 

fubftituant les valeurs de dx & de — xx prifes de cette équa- 

• r 1 zixi* _ 4. 1 ‘ , 

non , qui font dx = r_-_i ,&**== - — ; ,) a ~ x 

* 1 z. -t- I * 

= > & xç x eft une différentielle logarithmique 

multipliée par une confiante dont l’integrale eft ^ x ^ 

M M ni m m i j 
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La différentielle fè réduit à — 4 dx h- -~t •♦--fér 

*770. = f~,dont l’integrale eft — 4*-w/i •+■ x — i/i — x=* 

. 1 j ■ _ j 

SECTION IV. 

Ou l’on explique l’ufage du calcul intégral pour trouver U 
rectification des courbes , leur quadrature , la ruefure des 
folides formés par leur révolution , la mefure des fur faces 
courbes de ces folides la d fiance du centre de pefantem. 

Méthode. 

795 ' Le s principaux ufages du calcul intégral font de faire dé- 
couvrir les refolutions des Problèmes , dont on a donné les 
formules dans la troiiîéme Section de la fécondé Partie, par 
raport à chacune des courbes que l’on peut imaginer, géo- 
métriques, méchaniques, exponentielles. Pour cela il n’y a 
qu’à prendre, par le moyen de l’équation de chaque courbe, 
les valeurs des lettres des formules, fie fubftituer ces valeurs 
à la place de ces lettres dans les formules , Se par là elles 
deviendront propres à cette courbe , fie elles exprimeront 
les élemens de la longueur, de lôn aire , du folide forme 
par fa révolution, delà furface courbe de ce folide, de la 
diftance du centre de pelànteur. Il faut enfuite trouver par 
les méthodes de cette troifiéme Partie les intégrales de ces 
élemens., fie elles feront les refolutions de ces Problèmes. 
On en donnera feulement ici quelques exemples en forme 
de Problèmes. 

PROBLEME L 

Trot) ter la rectification des courbes par le moyen de la fer- 
* mule S. Vdx 1 -t- dy\ 

Exemple I. pour les courbes géométriques. 

796. Pour mettre une infinité d’exemples en un feul, on cher- 
chera la rectification des paraboles de tous les degrés , fie 
des hyperboles de tous les degrés par raport à leurs afymp- 
totes , par le moyen de la formule S. Vdx 1 •+■ dy l , fie de 
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l'équation qui eft commune à toutes ces courbes, 

en prenant le paramétré pour l'unité afin d’abreger le cal- 
cul. On a déjà trouvé *q ue l’élement de toutes ces courbes 
étoit Vdx 1 -t* dy x = dxy/qq x l<i ~' -+■ I ; il ne faut plus que 
trouver I’integrale de cet élément; onia trouvera par la 
formule generale des intégrales des différentielles binômes 

° , - p , i m-M -u 

* S.gx m dx x a -t- bx" ^.-xa-^rbx" * ixk * 

r—i • a-n-t» r— ~ixr — t v *• m-i - jii o. c 

ixi—i 


dans laquelle —■ = r , & r = s : .En fuppo- 
fant g = i , a = i, £ = qq t f => {•, m = o, n = — *, 

r = iT bi; , r = = /-+-/>; & fubftituanc ces valeurs 

dans la formule, on trouvera S. dxV i qqx x ^~ x = r * 


i 

I qqx ^ -1 1 x 


L_ v- il + J 

'Mt 


r — 1 -+- 
ix i — i î 4 


»•— ■<'- * V I r — I Xr — iXr ; ]C 

5 XI — IXI-I î I X I — I XI — 1 X I — ) 1 

&c. C’eft l’intcgrale de l’élement ifiYi + qqx" 1- ', ou 
plutôt une formule pour trouver cette intégrale félon les 
diffcrens nombres qu’on mettra à la place de" l’expofânt in- 
déterminé q , qui reprefènte tous les nombres. 

Dans toutes les paraboles où r = fê trouvera égale 
à un nombre entier pofitif, l’integrale fera finie &: exacte, 
comme on le voit par la formule meme. Or en fuppofant q 
égale à une fraction dont le numérateur eft un nombre im- 
pair quelconque au deflus de l’unité , comme 3, 5, 7, 7, &c, 

6 donc le dénominateur eft le nombre pair qui eft moindre 
d’une unité que le numérateur, l’on aura toujours r=~^ 
égale à un nombre entier pofitif; car fuppofant le dénomi- 
nateur pair = <*, le numérateur fera a ■+■ 1 , 6c q = ce 
qui donnera r= ~r = v. — r> qui eft un nombre 
entier, puifque a eft pair : ce qui fait appercevoir à l’efprit 
une infinité de courbes géométriques comprifcs fous l’équa- 
tion ly = (qu’on peut exprimer ainfi par raport à ces 
courbes, en fuppofant que a marque tout nombre pair pofi- 
tif , iy 2 = » lefquelles courbes peuvent toutes être 
exactement rectifiées par le moyen de la formule qu'on 
vient de découvrir. 

M M tn ni ni iij 
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Si6 Analyse démontré' e. 

Si l’on prend pour exemple la fécondé parabole cubique- 
donc l'équation eft i^ l = x î , où q— on trouvera la mê- 

i- 

1 66 y me ratification qu’on a déjà trouvée , qui eft xy x 4-*- 9* *- 


Si l’on prend la parabole iy* — x * dans laquelle q = L, 
rélement ferav'xf*’-*- dy'=dxVi + {{*♦ , & r=i, 

& faifanc la fubftitution des valeurs de r, s ,.q dans la for- 

v i 

1 


.i'-vl 

.1-6 


X 

lîj 


,T _ 1014 

I 1 IJ" 


mule, on trouvera l'intégrale 2x1 
y 6C\. Pour avoir l’integrale complété * il faut fuppolêr x = o, 
ce qui donnera (en réduifant au même dénominateur les 
grandeurs qui font fous le ligne du commun multiplicateur. 


ce qui le changera en 1 x 


16- 


îj je 1 


1 
16 1 


= r?x 16 -+-25X 


i 1 ) 


— X^x^x 64.= — ^7, pour la grandeur confiante qu’il 
faut ajouter fous le ligne oppofe -+- à l’integrale qu’on a 
trouvée , afin qu’elle foit complété. La longueur d’un arc 
de la parabole ly* = x', donc la coupée eft telle partie de 
l’axe qu’on voudra être marquée par fera donc xr * 


16 ij * 1 


1014 
' ut s 


10 412 
î ‘if 


= XJ X 16 -H 1$X~' 


IL x ï 1014 

L’on doit remarquer que l’on peut trouver de même, dans 
les autres paraboles dont on découvrira la rectification par 
la formule, la quantité confiante qu’il faudra ajouter fous 
un ligne oppofé à l’integrale trouvée, afin qu’elle foit com- 
plété. 


Avertissement. 


T, es Leéleurs qui commencent, peuvent faire tant d’exem- 
ples qu’il leur plaira fur les paraboles plus élevées dont on 
peut trouver la rectification exacte. Celui que l’on vient 
d’expliquer fuffit pour leur faire voir la maniéré dont on 
trouve les intégrales exaéles, parles méthodes que l’on a 
données, des différentielles qui font les élemens de la refti- 
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fecation des courbes, lorfque ces différentielles peuvent avoir 
des intégrales exactes par ces méthodes. 

On va leur faire voir, à l’égard des autres paraboles, dont 
on ne peut pas trouver, par les méthodes que l’on a données, 
les intégrales exa&es qui en expriment les rectifications , la 
maniéré de diftinguer quelles font celles dont on peut avoir 
les intégrales finies en fuppofant la rectification de la pa- 
rabole du premier genre xy — x r , qui eft exprimée par 

± 

S. V'dx* -t~dy' = l dx -*-4*, & la maniéré de 

trouver ces intégrales finies, parles méthodes que l’on en a 
données.* 

Pour cela, i°, il faut transformer l’élement general delà 
rectification des paraboles dxVi -+- qqx l,)- ‘en un autre qui 
appartienne à la parabole fimple, c’en à dire , dont les 
quantités qui font fous le ligne foient , la première l’unité 
ou une confiante ; & que cîans la fécondé , la changeante 
ne foit que linéaire. Cette transformation * fe fera en fuppo- * 737 - 
fane x” ,_1 = «, d’où l’on déduira du = iq — x x x x *~'dx J 
& failànt enfuite cette proportion iq — x x x 1<l ~ > dx . dx :: 


l •+• qqx 


*1 — » 


i 


qqx 


* 


iq— ix • 


**1 - 1 


5 & fubftituant » à la place 


de x dans le quatrième terme , & multipliant la quantité 


qui en viendra par du , on trouvera x u~ 1 du x 

I 


i-i-qqu 1 pour la différentielle transformée dont l’ineegrale 
eft égale àl’mtegrale de l’élement propofé. Or il eft évident 
que cette différentielle lèroit l’élement de la reClification 
d’une parabole fimple , fi l’expofant — Iprir de la chan. 
geante u hors du ligne étoit égal à — j 6c qu’en fuppofant 

_ J_ 

donnée la reClification de la parabole fimple {u 1 du x 

_i. ( _ lS-i-l 

1 -+-4» x , on pourra y réduire l’integralede-j^—w'is-i^x 

1 

i~*~qqu 1 , par les method es expliquées dans les articles 694 
& 7x1 , dans tous les cas où l’expolânt ■ — y-J-— pourra deve- 
nir égal à- i -t- 1 ={, à - i •+- x = à \ , Scc. 
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Si8 Analyse démontré' e.' 

c’ell à dire dans tous les cas où l'on pourra faire en forte 
que cet expofanc foit focceflivemcnt égal à chacun des ter- 
mes de la (dite infinie -i, {, £, Sec. Il faut donc chercher 
quelle doit être la valeur de q, afin que cela arrive. Il n’y a 
qu’à fuppofer i = a, &c que l'indéterminée n reprefente tel 
nombre entier pofitif qu’on voudra, y comprenant l’unité 
& zéro , & il eft évident que rcprefêntera tel terme 
qu’on voudra de la fuite {-,£ , [, ôcc. Il faut fuppofer — 

= , ce qui donnera q = ~ ■ * j = (en remettant 

au lieu de a fa valeur i ) Si l’on fuppofe à prefent l’in- 

décermince n égale fuccellivcmenc 3, 4, &c. on au- 

ra q fuccclTivement égal à f , y , f, -y 1 , &c. amfi, en fuppo- 
fant donnée la rectification de la parabole (impie, on pourra, 
trouver la rectification finie de toutes les paraboles à l’infini 
où l'cxpofânt q fera égal à une fraction quelconque dont le 
numérateur fora un nombre pair, Sc le dénominateur le 
nombre impair qui effc moindre d’une unité que le numéra- 
teur: car alors l’élement - * du* v^i + qqü, com- 

mun à toutes ces paraboles, qui en exprime un arc infini- 
ment petit , deviendra fucceflivement { u 1 du x V' 1 -1- « , 

{u’-dux V 1 -+• jfu, £« 1 duxv 1 h- ££#, &c.&l’on peut en 
trouver les intégrales finies en fuppofant la rectification de 
la parabole fimple; mais comme ces différentielles particu- 
lières fuppofent chacune la rectification d’une parabole fim- 
ple particulière qui lui elt propre, c’eft à dire, dont le para- 
métré e(t déterminé, il faut encore enfeigner à ceux qui 
commencent , comment on peut trouver une expreffion 
indéterminée du paramétré de toutes ces paraboles fimples 
qui convienne à toutes, & qui devienne particulière par la 
feule détermination de l’expofant indéterminé q. « 

Pour la trouver, je remarque que l’élement de la rectifi- 
cation d’une parabole fimple, dont le paramétré eft marqué 

______ 

* 591. en general par p, eft* 1 du x vùp 4 «, qui méfait voir 

que le fécond terme 4 « de la grandeur complexe qui eft fous 

le figne, ayant pour confiante 4 , le premier terme 1 p con- 
tient - 
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tient lé paramétré p multiplié par l’unité. Jeconnois par là 

qu’en réduifant la différentielle 1,_ x du x Vi -r qqu 

à avoir fous le figne 4 u au lieu de qq », ( en le faifant de 
forte que cela ne change point la valeur de la différentielle,) la 
grandeur conftante qui par cette operation lèra le premier 
terme lbus le figne, fera aulfi le paramétré de la parabole 
jfimple que je cherche , or pour trouver la quantité dont il 
faut me fervir pour réduire qqu à 4», je fuppofe z^qq = 4, 
ce qui me donne eft la quantité par laquelle 

multipliant les termes qui font fous le figne , je réduirai qqu 
à 4» , ôc divifant en même temps la quantité hors du figne. 

par = -, la différentielle nouvelle fera équivalente à la 

* _ 1 

première. Scelle fera x t ? — * : Elle 

me fait connoître que -fi eft l’expreflîon indéterminée du 
paramétré que je cherche : ainfi l’expreflîon de la parabole 
fimple fera ( nommant fon ordonnée ^ 5 c fa coupée u ) 

— •“*, OU j l’élement de fa rectification fera 

— I 

ÿ# L duxVi -r qqu. 

D’où l’on voit que la rectification S. ~u~ 1 du*V i-*-qq u 
• de la parabole fimple, dont eft le paramétré , étant fup- 
pofée , l’on peut trouver la rectification finie de toutes les 
paraboles dont l’élement de la rectification eft reprefenté 

par u 1,-1 * V'i qqu, en fuppo/ànt que q eft fiit- 

cefiîvement égal à chacun des termes de la fuite v.- * &c 
79 °*- Par exemple on veut chercher la re&ificarion de la para- 
bole 1 y' = x 6 , où. g =» f , on trouve* que l’élement de là 1 


I JL 

rectification eft dxVi x* 5 que là transformée eft*(en 1 

JL X 

fuppofànt jcî = *) ~u l duy .\/ 1 T7« s que la parabole fini- 

pie dont il faut fuppofer la rectification pour avoir celle de 

I_ X 

la propofëe ,eft^=-^« l :={i( i , dont le paramétré eft 
= -y- ; que la rectification de celle qu’il faut fuppofer 

eft S. L»~ïdu*Vi 4- ifu. > 

N Non ni 


591- 

7J7~ 


ss*- 
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830 Analyse demontre'e. 

Pour trouver cette rectification finie, on peut fe fervir de 

* 69+. la *3' formule des intégrales des différentielles binômes , ou 

* 711. du premier Problème * de la féconde Section , en remar- 

quant, fi l’on fé fert du premier Problème, que chaque terme 
de l’integrale qu’on cherche doit ajouter à l’expofânt — f 

de 1 qui cft hors du ligne , le premier l’unité , parceque n 
de la formule ou du premier Problème eft ici l’unitc , ce 
qui fera changer — f en ■+■ le fécond terme doit encore 
ajouter une unité, ce qui changera — | en {. Ainti fi l’on fê 

* fért du premier Problème *, 11 faut faire deux operations -, 
*694. 8c en fé férvant de la troifiéme formule*, ( par où l’on va 

commencer ici,) il faut prendre les deux premiers termes 
de la formule , qui donneront les deux premiers termes 
exaéts de l’integrale qu’on cherche, 8c le terme qui les fuit 
distingué par une parenthefé 8c marqué B ; il finira l’inte- 
grale qu’on cherche par la fuppofition de la rectification 
donnée. Ce qui détermine à prendre ces trois termes elt 

l’expofànt ± de u l de la transformée, qui devant baiflér 
d’une unité à chaque terme , parceque n de la formule eft 
égale à 1 = , l’on voit qu’il faut qu’il baille de 1 ou de * 

pour devenir — \ qui eft l’expofant de dans la rectifi- 
cation fuppofée de la parabole fimple • d’où l’on voit auffi 


que c’eft le terme , 


m -b I — l» 


xS.g«” 


Wf „ » I- - . " 44 " X 

* 694. a 1 -bu* , qu’il faut prendre dans la troifiéme formule*pour 
déterminer la valeur de m. En voici l’operation, 
f . Il faut fuppofér que l’élement de la rectification de la 

parabole fimple + ff«,( laquelle a pour para- 

métré = *fj — = ^-) eft reprefenté par gu m ~' n du x 
a bu" P 5 ainfi g =1, a — i, b =if , f = \ , « = r , 
m—tn — fn— 1 = — ce qui détermine m= — 

a°. Il faut fubftituer ces valeurs dans le commun multiplica- 
*694. teur des termes de la troifiéme formule* qui font des inte. 


ïïf*’ 


, qu on a nomme « 


grales exactes , lequel 
dans la formule, il devient par ces fùbftitutions \ x 1 u \ 
3°. Il faut auffi fubftituer ces mêmes valeurs dans les deux 
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premiers termes exaCts de la formule , & dans le terme B 

de la rectification fuppofée qui les fuit , & l'on trouvera f x 

_I î r _ 1 

1 “♦“'if ® \*T*TS u '-i*W>C<ï ul +l*&tt* S -6 u Vax 

7 

Mais comme la transformée a pour cocficient { , & que 
l’élement de la rectification fuppofée n’a pour cocficient 
que £ , la quantité qu’on vient de trouver n’eft Pintegrale 


que de ±u l du x t -1- ff » l > ainfi il faut encore la multiplier 
par le nombre 3; (car multipliant £ par 3,1e produit fera{ ,) 

& enfuite elle fera l’integrale que l’on cherchoit de la trans- 
formée , & par confequent de la différentielle propofee. 

Ce qu'il falloit trouver. 

Pour découvrir la meme intégrale de la transformée 

i ______ î. 

{u '■du x 1 -+- -if u 1 par le premier Problème de la féconde 
Section*, on fuppofera que cette transformée eft reprefen- * Lifte. 
tée par le terme c u m * iu du x K r i ( la changeante u eft mifè ^ P n ~ 
ici pour la changeante x du 1“ Probl. ) que K = 1 -t- ff u y 
p = £ , c = {-,»=i ,m ■+• i» = £ j &par confequent m = 7X ,.' 

— { 5 que l’élément de la rectification fuppofée £ x u~^ du x 


£f« T , eft reprefenté par le terme a u m duK r > ainfi /C ? 
. b #“ P = 1 -t- 4 *u' 1 j m — — fj mais on ôtera le 


*s‘ 


coéficient £ jufqu’à la fin de l’operation , pour mettre à fa 
place le coéficient indéterminé a , la méthode du premier 
Problème le demandant ainfi ; l’on a donc pour la reCtifica- 
— i ■ I 

tioi^fuppofée a* - l dux 1 -+- ff u 1 = a u m duK ? . Ilfautfaire 
deux operations j par la première on trouvera l'integrale du 

i i. 

terme b* m ~'V» xK r = bu l dux 1 1 j par la féconde 

on trouvera l’integrale du terme c u m ~'"dtt xK r —c «Vax 

1 H- £f U' T . 

Pour faire la première operation, on prendra l’integrale 

' —a — i 

■ ff u 1 j on en écrira la différentielle, 
N N n n n i j 


m^- i T- r- Ÿ *♦* 


K r *l = u) 


X 1 
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qui eft . .. .. m-t - 1 x a •+■ m-+- iéu n l 

~ « , j.*, 

On en orera la diffé- 
rentielle fuppolee . . — a >1 

mettant les valeurs, la 
même différentielle léra 




duXK 


x 1 -t-^jU l - 


On fuppofera le premier terme de la différentielle totale 

. ± ± i 

= o 5 ce qui donnera, i°,a=A } 1 — .u~ 1 dux 

1 l_ 

pour l’integrale de la différentielle i x ^ u l du x 


11* . 
I 


1 . On diviléra l’une 8c l’autre par le coéficient i x 
de la différentielle , 8c on multipliera les quotients par b, 8c 

_ I _T 

-{b xS.K ‘ddXJ-t-U# 1 * 


l’on aura 


b«^ 


XJ 


*S‘ 


Le 


pour l’integrale de la différentielle bu 1 du x i 
coéficient b eft indéterminé. 

Pour faire la fécondé operation , on prendra l’intégrale 
= x i T . On en écrira la differen- 

tîT* 


tielle, qui eft . m+i-i-n *au" 


■ m - 


On en ôtera la 
differencielle 
en mettanc les valeurs, la 


- 4 -nèu 
i nbu 


— La” 


J 


r*duxu m K p 


même différentielle iéra 1 xll* 1 ? , -i. ^ .» » 

— hu< S dtt * u 

On fuppofera le premier terme dç la différentielle totale 
= o j ce qui donnera , i°, b = A } i®. u T x i~ * 

_i t 

X i X S. U ‘J* XI + 1 


T x U 1 XI + 


-A* u ' 1 
i s 


1 X 


IA 

tï- 


poux l’integrale de la différentielle 3 x Ifu 1 du x 


J-t-ija 1 
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On divifera Tune 8c l'autre par le coéficient 3 x {f de la 
différentielle , 8c on multipliera les quotients par le coéfi- 

1 JL 

dent c de c xu m * ia du x K ? — {u 1 du x r -+-4f u 1 1 & le 
premier produit fera, l'integrale de la différentielle trans- 
formée du x t u ‘ l , laquelle fera le fécond pro- 
duit. Ce qu'il falloit trouver. 

Mais afin que les Lecteurs qui commencent , voient le 
raport de la formule à la méthode du premier Problème de 
la fécondé Section, ils ne multiplieront d’abord les quotients 
que par i , 8c faifant le calcul , ils trouveront precifément 
l’integrale qu’on a trouvée ci-deffus par la formule, | x 

i 1 f 

f x 1 1 T * 


ÜÂ <y 1 v i. y il u 1 ~ X 

15 U X ? X \6 U 4 


I v tS Xlf 

8 x TT50T 


xS.f x 

I __ i 

u~ r du x i -4- u Enfin ils la multiplieront par 3,(parce- 
quej x-| = [, qui eft le coéficient de la transformée,) 8c 
le produit fera l’integrale de la transformée , qu’il falloit 
trouver. 

D’où l’on peut voir le parfait raport de la méthode du 
premier Problème de la leconde Section, *avec la formule 
generale des binômes *. 


*7 tu 

f 


Avertissement. 


Ceux qui commencent pourront, s’ils veulent fe rendre 
les méthodes familières , chercher la reélificacion finie des 
autres paraboles , qui en peuvent avoir en fuppofant donnée 
la rectification de la parabole fimple. On eft entré dans cet 
exemple dans le détail de toutes les démarches que fait l’ef- 
prit pour trouver ces intégrales par les méthodes qu’on a 
données, afin de leur apprendre la manière d’en faire de 
femblables dans tous les Problèmes qu’ils voudront refou- 
dre par le calcul intégral 8c l’ulàge de ces méthodes , 8c 
afin qu’ils puifiènt d’eux-mêmes faire des exemples , pour 
fuppléer à ceux qu’on eft oblige de palier dans ce huitième 
Livre , pour ne pas le rendre trop long) 

NNnnn iij 
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834 Analyse démontré' e. 
Exemple II. sur. la cycloïde. 

799 - ovvzr U r édification de la cycloïde. 

Fig. xxxv. Supposant AE = a , AB = x, B F fera*= Vax~~xx -, 
* zSS. fuppofant auflî l’arc A F Bf—y , l’arc A f = * > 

*4 jf. l’équation de la cycloïde fera *y = ^-t-Vax — xx, d’où l’on 
déduira dy = dg^-*- où mettant au lieu de dg^fs. 


i Vax — xx 

, l’on aura dy = 


adx — xdx 


* , d’où l’on tirera 


V4X -—jTx ' y XX 

~x\dx\ i ; j j i . J * 


-i ce qui donnera i/y’ h- dx x - 


xxx 

I -1 
1 


* jSS. valeur* 

* 5S1. = * dx 1 i ainfi fH(du) * =Vdy‘ ■+• dx l = dx x a 1 x 

.1 A 

* <>j;. prenant les intégrales*, l’on aura l’arc Af(u) = ta 1 x 1 ' 

* 188. = i Vax. Mais V<*x*eft la valeur de la corde AF> d’où l’on 

voit que l’arc Af (»)d’une cycloïde eft double de la corde 
correfpondante AF (Vax) du cercle générateur * ce qu’on a 

* 510. déjà démontré par une autre voie’. En fuppofant que AB(x) 

devient le diamètre A E ( a ) ; c’eft à dire , en metcanc a au 
lieu de xdans « = tVaxJ’on trouve que l’arc entier AfD(u) 
de la cycloïde eft égal à ia i c’eft à dire au double du dia- 
mètre A E (a). 


PROBLEME IL 


800. Trovkis la quadrature des courbes far le moyen de la formule 
S.ydx. 

*Î 5 >S. On adéjadonné la quadrature des paraboles‘&des hyper- 
boles de tous les genres. Voici d'autres Exemples. 

Exemple I. 

801. T'rowzr la quadrature de l efface ABC ou ABc de la courbe 
Fi o. LI I. géométrique A C a , dont ( les coupées A B étant nommées x , les 

ordonnées BC perpendiculaires aux coupées étant y , &- fuppofant 
une ligne droite donnée qu'on nommera a, J l équation eft x J y * 

= axy. 

Comme l’on ne peut pas feparer y dans cette équation , 
C’eft à dire , trouver une valeur de y où il n’y ait de chan- 
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gcante que x,(âns refoudre une équation irréductible du troi- 
liéme degré, il faut mettre une autre exprdfion changeante 
à la place de y, qui foie égale à y, & qui foit telle qu’on puille 
lêparer les changeantes de l’équation. Il y a plufieurs maniè- 
res de le faire j il fuffit d’en mettre ici une. On peut fuppo- 
fer y = > & fubftituant cette valeur Aey à fa place dans 

l’équation, elle deviendra a'x' = aa^ — > d’où l’on 
aura = **** j~ * ; prenant les différences, l’on trouvera 

xxdx = l**?y*~**'^ } & à eau fe Acy — ^-y- xx, l’on aura 

*ydx — dx = — k * 595. 

' ii. a « K )7* )*•* 

l’élement de l’aire ^2?C ou ABc. En prenant’ les integra- * 6 JJ- 
les, on trouvera S.ydx — — £;> c’eft la quadrature 

de l’elpace ABC ou AB c , qu’on réduira, (en mettant au 
lieu de ^fa valeur fuppofee — ,) à — £ — S.ydx > c’eft 
à dire, qu’en mettant dans cette intégrale les valeurs déter- 
minées de x 8c de y, qui conviennent à tel point de la courbe 
qu’on voudra, elle deviendra l’expreflîon toute connue de 
l’elpace ABC ou ABc compris entre l’arc de la courbe AC 
ou ac , la coupée AB, & l’ordonnée AC ou Ac. Par exem- 
ple on verra clans les remarques fuivantes , qu’au point a , 

Ab{x) = { a , & que ba(y)eft auffi égale à ‘ a j fubftituant 
ces valeurs de x & de y dans l’integrale , l’on aura S.ydx 
= ^ — — = £aa pour l’expreflion de l’efpace^fab^i 
d’où ôtant le triangle rectangle Aab = | aa, il reftera -~aa 
pour la valeur de l’efpace A E&A > ainfi le double de cet 
efpace , c’eft à dire AE 3 .CA = \aa, 

R E M A R. q^u E s. 

Où l'on fait voir l utilité de 1 ‘ Analyft , par raport 
aux lignes courbes. 

I. 

801. Cette courbe, dont l’équation eftx* = <*xy,efttrès Fig. tu. 
propre pour faire clairement concevoir , & comme fêntir 
aux Lecteurs qui commencent, la grande utilité del’Analyfe 
pour découvrir tout ce que l’on peut deiirer de fçavoir d’une 
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courbe, 6c en même temps le parfaic accord de l’Analyfè 
avec la Geometrie. 

Car, i°, fuppolint^ 2 ?(x) = o, il eft évident que BC (y) 
= o, ainfi le point A eft l’origine de la courbe, ou l’origine 
des coupées 6c des ordonnées.. 

i r. 

803. i”. Les changeantes x 6c y étant précifément de la même 
maniéré dans l’equation, tout ce qui convient à l’une, con- 
vient auflî à l’autre : d’où il eft évident que fi l’on tire Da£ 
par^ perpendiculaire à AB , 6c qu’on prenne les A Diy) 
égales aux AB ( x), 8c qu’on mene les perpendiculaires DE, 
De, àAD>&cBC,Bc perpendiculaires les unes 6c les 
autres jufqu’à la courbe -, il eft, dis- je, évident queD£(x) 
=BC(y ) } 6c de même que De (x) = Bc( y) : Que ces or- 
données égales, à caulè des perpendiculaires égales AB , 
AD , feront deuxàdeux un quarre ADGB>&i que la diago- 
nale AG a, c&mmune à tous ces quarrcs , partagera en deux 
également la courbe AEa.CA, 6c fera au point A un angle 
demi droit avec chacune des lignes des coordonnées AB 
AD. 

ni: 

804. 3 0 . Pour trouver la valeur de ^bfx) 8c de b a (^) au point a, 

où la courbe coupe la droite A a , il eft clair qu’à ce point a, 
b a. (y) 8c da = Ab(x), doivent être égalés; ainfi fuppo- 
fantx =.y dans l’équation de la courbe , elle deviendra au 
point a, ix‘= axx, d’où l’on déduit y^b (x), 8c ba (y), cha- 
cune égale à ~a. Par conlêquent l’hypotenulê Ai — V[aa 
s=t *}/{-. D’où il fuit qu’en- tirant par (a) la perpendicu- 
laire AP à la ligne A a, jufqu’à la rencontre P de AB pro- 
longée , le triangle AzP, rectangle en a, fera ifocelle, à 
caufede l’angle demi droit a AP-, ainfi Az — üP—V^aa, 
d’où l’on aura AP = — ^aa = a ; par confequent 

AP eft égale à la grandeur connue a , qui eft fuppofée dans 
l’equation de la courbe. 

• a rv. 

8 O J. 4° Pour connoître toutes les branches de la courbe 8c. 
leur fituation, par raport aux coordonnées AB(x),BC (y), 
on remarquera, i°, que fi l’ôn fubftitue dans l’équation de 
la. courbe x ’-»-/ 1 — axy = o, une grandeur pofitivç, com- 
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mei<f, moindre que A b = [ a, à la place dex, l'équation 
deviendra y 1 — \aay — o, qui eft une équation du 

rroifiéme dégré , où les trois valeurs dej font réelles & irré- 
gales ; (car furpaflè -j q q'), & deux de ces valeurs font * 80 
pofitives, & la troilîéme valeur eft négative, fie égale à la &Sx. 
lomme des deux autres*. De même fi l’on fubftitue la va- * 79 
leur de Ab (x) — a au point a , dans l’équation de la & So. 
courbe , elle deviendra pour le point a , y' — [ ./<*/-*- J a i 
= o, qui étant divifée par y — \a = 0, donne pour quo- 
tient l’équation du (econd degré yy ■+• \ay — \aa = o , 
dont la racine pofitive eft y — — \ a ^i*j*<*> & né- 
gative eft — y = — \a — V fcaa. Tout cela fait voir que 
la courbe a trois branches par raport à chaque coupée po- 
fitive AB (-t-x); les deux valeurs pofitives de y détermi- 
nent les ordonnées BC , £c des points dont la fuite forme 
les deux branches de la courbe AC a, ^ca qui (ont au défi, 
fus de A B i la valeur négative dey, qui eft toujours égale à 
la Tomme des deux pofitives, exprime l’ordonnée Bc qui (è 
termine à la troifiéme branche de la courbe Acc , qui eft 
au deflbus de A B, Si Ton voit autfi * que AB eft Taxe de la * ^7. 
courbe entière. Mais, i°, le point a cil commun aux deux 
branches des ordonnées pofitives y> cela fait voir que ces 
deux branches forment une courbe qui rentre en elle-mê- 
me , & qui renferme une cfpacc ; fi i cependant l’ordonnée 
a b ( y) du point a, rencontrant encore la courbe au point C, 
puifque ao(y) a deux valeurs pofitives, il eft évident qu’il 
y a encore des ordonnées pofitives y qui rencontrent la cour- 
re audelà de l’ordonnée b a. 3°. Pour trouver la plus éloi- 
gnée desy pofitives , ôc en même temps la plus grande AB (x) 
des coupées pofitives , on remarquera que cette derniere y * 
doit toucher la courbe 5 car il eft clair que les ordonnées 
qu’on peut imaginer audelà de celle qui touche la courbe, 
ne la rencontrent plus, étant parallèles à l’ordonnée qui la 
touche. Or au point où l’ordonnee y eft tangente, dy* eft * 6.. 

infinie par raport à dxi ainfi prenant les différences de l’é- 
quation x ’ -t- y * — a xy = o , on trouve ■ i & 

fuppofant Ton aura — \vy -*- ax = o; ce qui donne yy 
= ÿ<*x, &y = y/' i axi fubftituant ces valeurs dans l’équa- 
tion, elle deviendra ( comme on le trouvera facilement par 

O O o o o 
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le calcul ) x’ =-* T a\ d’où l’on tirera x = {<*^4, pour la 
valeur de la plus grande x, qui eft la coupée de l'ordonnée 
poficivey tangente de la courbe la plus éloignée des y pofi- 
tives. 4". Pour trouver la valeur de cette y qui eft tangente 
de la courbe, il ne faut que fubftituer au lieu de x là valeur 
±aÿ 4 dans x J -»-y 5 — axy = o, & l’on aura l’équationy* 
— \ aayÿ4.-*--£ja l =. o, dans laquelle^ a deux valeurs po- 

* Si. fitives égales (car p' = l qq* ’>)&i de plus il eft vifible que 

les deux points C,c, (où les deux y pofitives qui conviennent 
à une meme coupée x , rencontrent la courbe,) fe réunilïent 
au point oùy touche la courbe ; & une valeur négative égale 
•à la fournie des deux pofitives , laquelle valeur négative eft 
celle de — y , qui eft l’ordonnée de la branche de deflous 
Ac c qui convient à la même coupée x == 7*^4. On trou- 

* 8;. vera aifémenc* que les deux valeurs pofitives dey font cha- 

cune y—\aij 1, & que la valeur négative efty = — 

5". Si l’on fubftitue à la place de x dans l’équation de la 
courbe x* -+-y ! — axy = o, une grandeur pofitive qui fi ir- 
paffè la plus grande x = j a , par exemple ■+■ a , l’équa- 
tion y’ — aay o aura deux valeurs de y imaginai- 

* 8j. res ( car eft moindre que \qq *, ) êcune feule valeur 

réelle de y, c’eftà dire, qu’il n’y a plus de branches de la 
courbe au deflus de AB ; mais que la branche Acc qui eft au 
deflous, êc dont les ordonnées y font négatives, continue 
toujours. 6°. Si l’on veut voir quelles font les branches de 
la courbe qui ont raport aux coupées négatives AF ( — x) 
qui vont du côté oppofe de l’origine A des x > alors l’équa- 
tion de la courbe fera y’-t-^xy — x ] — o, laquelle fait voir 
qu’en fubftituant A la place de x une quantité conftanre, 
l’équation déterminée qui en viendra n’aura qu’une feule va- 
*80. leur réelle de y, & les deux autres feront imaginaires * à caufê 
de -+• axy. Ainfi la courbe aura une 4' branche^er, par raport 
aux x négatives , dont les ordonnées feront les valeurs réel- 
les des y de l’équation précédente. Mais comme en prenant 
les coupées fur AD (y), S c les ordonnées DE , Z)e, De[x) 
parallèles iAB, l’on trouveroit les trois branches^/£a, ACz % 
Ace formées par les ordonnées x ; Les deux premières font 
les mêmes que l’on a trouvées pour les valeurs pofitives des 
ordonnées y, en prenant les x pour les coupées ; & la troi- 
fiéme eft femblable à la troifiéme Acc des ordonnées néga- 
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tives^ , & la même que la quatrième qu’on vient de mar- 
quer être formée par les valeurs réelles des y dans l’cqua- 
tion^* ■+• axy — x * = o , où les x font négatives. 

V. 

8 O 6 , j°. La même équation de la courbe fert à en trouveriez 

tangentes & toutes les autres propriétés. On ne fera voir 
ici que la maniéré de trouver les tangentes de la branche Aee, 
qui a raport aux x négatives AF, parcequ’elle fervira à trou- 
ver l’afymptote de cette branche Ace, & de la branclie^rc 
qui lui eft entièrement femblable, & qui a raport aux y né- 
gatives tf prifes pour coupées. Ainfi fuppofant les cou- 
pées AF = — x , &c les ordonnées Fc — y, l’équation 
de la courbe Aee eft y* — x’ = — axy ; en prenant les 
différences on aura 3 yydy •+- axdy = }xxdx — aydx , ce qui 

donnera £- = d’où l’on déduira % = = F $ 

— S, c’eft la foutangente. On déduira de FS (S) ~~î~ , 

AS = — AF -+- FS = — x S = ~ 

= ( en mettant à la place de 3 y> — 3x> fi valeur — 3 axy 
prife de l’équation de la courbe ) qu’on nommera s 

— AS. 

V I. 

J 07. 6". Pour trouver l’afymptote de cette branche Aee , on 

remarquera que l’afymptote eft une tangente de la courbe à 
l’infini, c’eft à dire, à un point de la courbe infiniment éloi- 
gné de fon origine Aiùnfiy Scx font chacune infinie au point 
touchant de l’afymprore. Prenant donc la valeur dey dans 
l’équation s = ~~ , on trouvera y = = ( à caufe ^ 

que x étant infinie par raport à s, a s doit être regardée com- 
me zéro par raport à ax) = -~. Et mettant cette valeur de y 
dans l’équation delà courbe^ 5 — x 5 =— axy, elle devien- 
dra — ijs'x' — a' x' = ■*. 3 \a'sxx , ou bien — 17 j’x 
— a' x — -yt's = 0; &3<*‘r étant nulle par raport aux 
deux autres termes , à caufe que x eft infinie , l’équation 
fera — 17 s 1 = a 5 ; d’où l’on déduira s= — ~a = AS J 
c’eft à dire la droite AS doit être égale à — \a au point 
de la tangente infinie de la branche Aee. D’où l’on voit que 
lî l’on prend, du côté des quantités négatives ,AK.~ ~a le 
point K fera l’un des points de l’afymptote. 

O O o o o i j 
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Pour trouver un fécond point de l’afymptote, il faut pro- 
longer la tangente e s jufqu'à ce qu’elle rencontre DA T au 
point T , ce qui donnera les triangles femblables cFS , SATi 
d’où l’on aura cette proportion F S ( — - 1 ’) . F e[y) :: AS 

< i-rrrr;) - AT — i^r~~ — jjrZz , qu’on nommera t. Il 
faut prendre la valeur de x par le moyen de l'équation 
= /, & l’on trouvera x = Mais dans le cas 

où x & y font chacune infinie , c’eft à dire , lorfque la tan- 
gente cft infinie, le terme <tt cft nul par raport au terme ay > 
ainfi par raport à l’afymptote l’on aura x = = ~ - ~ . Il faut 
mettre cette valeur de x dans l’équation de la courbe , 6c 
elle deviendra — 17/'/ -+- a 1 y = 5 a't. Et le terme $a't 
étant nul, à caufe que/eft infime par raport à/, cette équa- 
tion fera — ij t'y s- a' y —o$ d’où l’on tirera t = — -J a 
=■ AT i c’cfl «à dire, la ligne A T[t) doit ctre égale à ’ a an 
point de la tangente infinie, ou de l’afymptote de la bran- 
che Ace. D’où l’on voit que fi l’on prend du côté des gran- 
deurs négatives A k = \a , le point k fera un fécond point 
de l’afymptote ; ainfi la ligne Kk fera I’afymptote de la bran- 
che Ace , 6: par confequenr de la branche fémblable Acc. 

VIL 

S 08. 7 0 . On fera remarquer ici qu’en fùppofànt Ç-, l’on trouve 

* 805, l’équation’ x‘ — ~ja' x' = o, dont les racines déterminent 
mmb. les plus çr.mdes x i & l’on n’a pris que la valeur x = \aj / 4 
}'• pour déterminer la plus grande x dont l’on avoit befoin j 
mais l’équation x*— Aya'x' — o donnant aufli trois valeurs 
de x = o , cela fait voir qu’à l’origine A où x eft zéro , il y 
a une tangente , parallèle aux ordonnées/, des trois bran- 
ches ACC , AEE , Acc , dont les ordonnées font les y, la. 
quelle tangente eft AD. L’on trouveroitde même en cher- 
chant la plus grande/ par La fuppofition de ou fim- 

plement de dy *= o, trois valeurs de y = o* ce qui feroitde 
même connoître qu’à l’origine A où y cft zéro , il y a une 
tangente, parallèle aux x prifês pour les ordonnées, des trois 
branches ACC , AEE , Aee , dont les y font les coupées ; la- 
quelle tangente cft AF. D’où l’on voit qu’à un même point 
A , qui eft ici celui de l’origine , la fuppofition de 77 = 

6c celle de = 7- , peuvent faire connoître quelles font 
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ks valeurs des coordonnées au pointé d’une courbe qui a 

i ilufieurs branches qui fe coupent à ce même pointé, dans 
c feul cas où les parties infiniment petites des branches de 
la courbe au point d’interfedion A , font parallèles aux co- 
ordonnées j car dans ce cas les tangentes au point d’intcr- 
feclion A font parallèles aux coordonnées , Ravoir, la pe- 
tite partie de la branche AE, & la petite partie de la bran- 
che Acc au pointé, font partie delà tangente BAT paral- 
lèles aux ordonnées BC, Bc , B c[y). Ainiî dy eft infinie par 
raport à dx au point A , eu égard à ces deux branches qui 
n’en font qu’une ,&ty s’y trouve avoir trois valeurs égales à 
zéro ; & de meme les petites parties des branches AC, 
Ae qui n’en font qu’une , font au point A dans la tangente 
B AK de ces deux branches, ainfi dx eft infinie à ce points, 
par raport à dy , eu égard à ces deux branches qui font en- 
fomble la même branche continuée. Ainfi quand on a dit , 
art. y y y., nomb. y. à la fin , & art. yyp a U fin, que dx & dy 
ne pouvoient pas être chacune égale à zéro à un même point 
d’une courbe où la tangente eft parallèle à l’une des coor- 
données, cela ne doit s’entendre à la rigueur que d’une mê- 
me branche de courbe, & non pas de deux branches d’une 
même courbe, qui fo couperoient de façon que les deux petits 
cotez de l’angle que font à ce point d’interfedion les deux 
parties infiniment petites de chacune des branches, foroient 
parallèles aux coordonnées. 

Cependant cette fuppofition alternative de dy— o, de dx 
= o au même point d’une courbe, ne marque qu’il y a des 
tangences parallèles des coordonnées au point d’interfeclion 
des branches d’une courbe, que dans le cas foui qu’on vient 
d’expliquer; & pour ce foui cas, il y en a une infinité où les 
branches d’une même courbe fe coupent de façon que les 
petites parties de chaque branche, au point d’incerfedion , 
ne font pas parallèles aux coordonnées , & ainfi il n’y a à 
ce point d’interfeclion aucune tangente de la courbe paral- 
lèle aux ordonnées ; ni par confoquent aucune plus grande ou 
moindre x, ni aucune plus grande ou moindre y. Mais comme 
on ne laillè pas de trouver à ce point d’interfodion des va- 
leurs de x & de y, en fuppofanc alternativement dy = o, 
dx — o, à ce point d’interfodion; parecqu’il eft évident 
qu’il doit y avoir au point d’interfodion des branches d’une 

* O O o o o iij 
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courbe , des racines égales , c’cft à dire, des valeurs égales 
de la changeante x,que la fuppofirion de dy— o fait décou- 
vrir ; 6c des valeurs égales de la changeante y, que la fuppofi- 
tion de dx = o fait trouver , ces fuppofitions revenant à la 
multiplication des termes de l’égalité , par une progrdfion 

* 74- arithmétique*: Cela eft caulè qu’on a exclu du nombre des 
marques qu’on peut avoir pour s’ailurer s’il y avoir des tan- 
gentes parallèles aux coordonnées d’une courbe à un point 
de cette courbe, ou, ce qui revient au même, des plus grandes, 
ou des moindres, cette marque que dx &cd y fe trouvaient 
chacune égale à zéro à un même point de la courbe , cette 
marque pouvant fe trouver fans qu’il y en ait, puilqu’il n’y 
a qu’un ièul cas où cela arrive, donc il faudrait être aiiiré 
avant cette marque, ainfielle y ferait même inutile. Il y a 
alors un point d’interfeclion des deux branches d’une courbe, 
6c non pas des tangentes parallèles aux coordonnées. On 
peut aifément fe convaincre de ce qu’on vient de faire re- 
marquer en l’appliquant à l’équation de la même courbe 
, rapportée à l’axe a AM, dont on va parler. Ainfi la marque 
allurée pour reconnoître les points d’une courbe où les tan- 
gentes font parallèles aux coordonnées , eft que le raport dj~ 
loit toujours infini ,, foit que dx Ibitzero par raport à dy , 
foit que dy foit zéro par raport à dx ; 6c quand on trouve ce 
raport fini , il n’y a pas de ces fortes de tangentes aux points 
où cela arrive ; 6c quand il fe trouve de zéro à zéro, on 
n'eft pas alluré s’il y en a , ou fi c’eft fimplement un point 
d’incerleéhon , 6c l’on fçait feulement qu’il y a à ce point là 
des valeurs égales de x 6c de y. 

VI IL 

J O 9. 8°. On peut rapporter les points de toutes les branches de 

la même courbe à l’axe A a, qui coupe l’angle droit DAB 
en deux demi droits à l’origine A , de maniéré que prenant 
les coupées AH fur cet axe A es., les perpendiculaires HC , 
HE à cet axe foient les ordonnées des branches ACC a , 
AEEi. , 6c que prolongeant cet axe vers m M, (ce qui ren- 
dra cette partie de l’axe négative,) me, me foient les or- 
données des autres branches Aee, A ce. Pour avoir l'équa- 
tion de la courbe qui convient à ce nouvel axe ^ a, on nom- 
mera les coupées AH[u) , 6c les ordonnées HC(^), 6c 
l’on remarquera qu’à caufede$ angles demi droics des trian- 
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$les re&angles AH 1 , ABG , BC 1 , /fCG,qui rendent 
égaux les deux côtés de chacun qui comprennent l’angle 
droit, l’on aur a AH{u) = H l — H CjiQ CI i &C Cl 
étant égale à A CB' -+-ÎT 7 ‘ z=ViCB l = Vi yy=yVi, l’on 
aura AH (*)= HC-*- C/ = ^-*~yVi ; d’où l’on tirera 
y — . L’on aura de me me AB(x) — BG= BC(y) 

CG J Se CG étant égale à VjhJC 1 ITâ 1 = Vix Tïc' = *Vz, 
l’on aura x =y -t- z ; & mettant à la place de y fa valeur 
l’on aura x — Il faut métré ces valeurs de x & 
de^ à leur place dans l’équation de la courbe x'+y'—axy, 
&enfaifantle calcul, l’on trouvera u’ -*-3*^— — o; 

ce fera l’équation de la courbe qui exprime le raport com- 
mun de chacun de lés points par le moyen des coordon- 
nées AH & HC i & faifant u négative , l’on aura l’équation 
des branches Acc^AetiSi l’on pourra faire fur cette équa- 
tion de la courbe , dont les changeantes font u & des 
remarques femblables à celles qu'on a faites fur la première 
équation , dont les changeantes étoient x &cy. On fe con- 
tentera de faire remarquer ici que j^ne montant qu’au fécond 
degré, la courbe eft bien plus facile à décrire par l’équation 
des u & des que par celle des x & des^, en fe lérvant de 
la méthode generale de fart. 424. 

Avertissement. 

O N ne s’arrête pas à prolonger ces remarques fur I'ufage 
de l’Analyfe par raport A cette courbe, pour en découvrir 
toutes les autres propriétés. Ce qu’on vient de dire fuffit à 
ceux qui commencent pour leur faire faire de lêmblables 
remarques fur les autres courbes, pour leur faire voir le 
raport de l’Analyfe avec la Geometrie compofëe,& qu’elle 
contient les vrayes méthodes pour découvrir tout ce qu’on 
peut defirer de connoître dans cette fcience , & dans les 
fciences Phyfico- mathématiques qui en dépendent. 

Exemple II. 

8 I O. TkovrER taire de telle partie qu'on voudra ECF , EHccCE Fic.Lm. 
de la courbe ECcc D , dont t équation ejl x 4 — 6aaxx -+• 4yyxx 
H- a 4 = 0 , en Juppofant que [origine ejl au point A , que le t 
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coordonnées font AE{x)i A B '. = F C = Hc(y ) , çf que G c 

= a. 

O N remarquera, i°, qu’en fuppofant A B (y) = o, l’équa- 
tion devient du fécond degré, dans laquelle la changeante x 
a deux valeurs polîtives , ce qui tait voir que la droite AB 
des y eft hors de la courbe qui a deux branches. i°. Qu’en, 
fuppofânt ^=</(Gc) , la changeante x a deux valeurs égales 
à Gc (<*); ce qui fait connoître que les deux branches de la 
courbe fe joignent en c, &. que la courbe rentre en elle- 
même comme fait l’ellipfe. 3”. Que H l’on fuppofe y égale à 
une grandeur qui furpaflè a , par exemple fi l’on fuppofe y 
= ta, les valeurs de x feront imaginaires; ce qui apprend 
que la courbe ne pafle pas audelà du point c. 4 0 . Que fi l’on 
prend l’élement de l’aire fur la ligne A B {y ) , cet élément 
fera exprimé par xdy — BCkQ, & l’aire qu’on trouvera 
pour l’integrale fera l’efpace extérieur AEC B : Mais fi l’oty 
prend l’élement de l'aire fur AF(x), cet élément fera ex- 

f rimé par 'ydx = FCxf, & l’integrale qu’on trouvera fera, 
efpace intérieur EFC. On va chercher ici cet efpace inté- 
rieur. 

Pour le trouver on déduira de l’équation de la courbe (A) 
y — -, & pour réduire l’expreflion de l’ele- 
ment à une feule changeante avec fa différence, on fuppo- 
fera x * ce qni donnera " ^ quand x 

furpaffera a, c’cft à dire pour la partie de la courbe De c oà 
les B c font les x, & — z. quand a furpafîcra x, c’eft. 

à dire pour la partie ECc de la courbe où les BC font les x- 
On tirera de - - l’équation xx — î^x — aa = Oy 
& la valeur pofitive de x fera { B ) x = V zs. ■+■ a a » or* 
déduira de même de — = \, (C) x = — 2^-+- aa. 
Ainfi pour comprendre ces deux cas en un feul , l’on aura' 
x = rt ^ aa i d’où l’on tirera ( D ) dx = + dz^ 

>+• — - — . En fubftituant les valeurs dex dans (A), le calcul 
y**-*-»-» 

donnera (E )y = \ , aa — s^î fubftituant ces valeurs dey Sc 
de dx dans la formule generale de la quadrature des cour- 
bes^ dx, on aura pour l’élement de l’efpace qu’on cherche,. 

±. d\x * y *‘‘ ■ Il ne faut plus que trou- 

\ ^ ‘ ver 
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ver l'integrale de cet élément, pour avoir l’aire qu’on cher- 
che : mais cette intégrale ne pouvant fe trouver exacte par 
les méthodes , il faut la trouver par la fuppofition de l’aire 
du cercle donnée. 

La première partie de l'élement eft auflî l'élement de l’aire Fie. LUI. 
d’une partie d’un quart de cercle: car en faifant furie demi- 
diametre cb — a un quarc de cercle clb , prenant cK = g, 

& tirant la perpendiculaire KL, il eft viiible que l’efpace 
(KL J = S. x y/au — gg. 

Pour réduire la fécondé partie de l’élement à l’élement 
d’une partie d’un quart de cercle , on fuppoféra au ■+■ 
s=uu i ce qui donnera — *&.— 3 — »# , u — y/au -y- -g, 

du — - — — , Vaa — gg~ vft au — »« i & fubftituanc les 

y*» z.z. 

valeurs de -■ , & de y/ au — «s: dans la féconde partie 

- 4 - Z.Z 4 

de l’élement. on trouvera x y “* — du x y/ïaa — uu, 

Ym». 

qui eft l’élement d’une partie d’un quart de cercle dont le 
rayon eft aVi. Faifant donc le rayon bM — aVi , égal à la 
corde b J de l’arc b J de 90 degrés, & ave c ce rayo n le quart 
de cercle bMFT ; prenant MP — u — y/ au -t- gg,£g cirant 
la perpendiculaire T 7 £>., il eft clair que l’efpace MPQJL 
= S. du x y/i au — uu. Par conféquent l’elpace M P QJF 

( S .du x y/l au — = S. ' ).± CKLI[± S.dgÿaa — gg) 

eft égal à l’integrale ou à l’aire ECccH q uand il y a & 
à l’aire ECF quand il y a — devant S. d gÿa a — gg. 

S j. 1. Pour trouver fi l’incegrale eft complété 5 & fi elle ne l’eft 
pas, la quantité qui lui manque pour être complété ; il faut 
fuppofer * la changeante FC (y) égale à zéro 5 & dans ce cas » 
il eft évident que l’efpace qu’exprime l’integrale doit être 
zéro : & s’il ne l’eft pas , la quantité qu’il faudra pour le ren- 
dre égal à zéro, fera celle qui manque à l’integrale pour la 
rendre complété. Or en fuppofant^ = o au point (E ) , l’on 
trouve cK[g) — a , c’eft à dire que dans ce cas S.dzÿaa—gg, 
ou l’efpace cKLl devient le quart de cercle cbl: maisjf = o 
rendant g = <*, l’équation Vau — Vzaa — vu devien- 
dra y/uia — uu = o , ce qui donnera u —aVi ; c’eft à dire, 

P P p pp 
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MP £ 12 ? devient le quart de cercle Mb^N- Ainfi dans le 
cas de / = o , bien loin que l’efpace exprimé par l’integrale 
devienne zéro, c’eft le quart de cercle Mt>QN — le quart 
de cercle cbli ainfi il faut ajouter, fous des lignes oppolcs, 
cette quantité conftante à l’efpace qu’on a trouvé, & l’on 
aura l’elpace complet que l’on cherchoit. Mais les quarts 
de cercle font cntr’eux comme les quarrés de leurs rayons, 
M b QN . cbl :: îaa . aa :: 1 . 1. Ainfi la quantité conftante 
qu’il faut retrancher eft 3 x cbl quand xx iurpaflè aa , & cbl 
quand aa furpaflc xx. 

Avertissement. 

Les exemples qu’on a donnés dans cette quatrième fec- 
tion fuffifent pour apprendre aux Ledeurs la maniéré de 
mettre en ufage, dans laréfolution des Problèmes, les mé- 
thodes de trouver les intégrales exactes quand cela fe peut; 
quand les méthodes ne les font pas trouver exades , la ma- 
niéré de les avoir finies par la (uppofition des redifications 
ou des quadratures données des courbes plus (impies. Ainfi il 
eft inutile de prolonger ce huitième Livre d’exemples, pour 
trouver la folidité des corps formés par la révolution des 
courbes au tour d’un axe, les furfaces courbes de ces corps, 
& les centres de pefanteur : les Lecteurs pourront les faire 
eux-mêmes. 


DERNIERE SECTION. 

Où l’on explique l'ufage de l'Analyse pour trouver la nature 
des courtes, en employant le calcul différentiel CP le calcul 
intégral. Ce qui comprend l’ ufage de lAnalyf dans la réfo- 
lution de la plupart des Problèmes Pbyffco-matbematiques , 
en fe fervant des memes calculs : on explique auffi la conf- 
truchon des courbes par leurs équations différentielles, c’effà 
dire , des courbes dont on n a que les équations différentielles. 

PREMIERE PARTIE DE LÀ DERNIERE SECTION. 

De la méthode inverfe des tangentes. 

Dî'f INITIOX. 

8 1 1. Quand il arrive qu’en cherchant la nature d’une courbe, 
l’une des conditions du Problème fait découvrir ou contient 
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la tangente de la courbe, ou fa fou tan genre, ou quelqu’une 
des lignes qui ont raport à la tanglnte , dont l’on a donne 
les formules dans l’article 550 ; comme auflj quand elle con- 
tient ou fait découvrir la reélification de la courbe ou (a 
quadrature, ou la différentielle de quelqu’une de ces der- 
nières propriétés , ou quelque raport de ces propriétés. On 
dit que le Problème appartient à U méthode irrverfe des tan- 
gentes > Sc la méthode pour trouver la nature des courbes , 
ou pour refoudre les Problèmes fur la nature des courbes , 
qui contiennent de ces fortes de propriétés parmi leurs 
conditions données, s’appelle U méthode inverfe des tangentes. 
Lorfque quelqu’une des propriétés dont on vient de parler, 
n’entre pas dans les conditions données des Problèmes , où 
il faut trouver la nature des courbes , ils n’appartiennent 
pas A la méthode inverfe des tangentes. On en donnera ici 
des exemples. 

La METHODE INVERSE DES TANGENTES. 

8 1 J. i 8 . Il faut, après avoir employé les lettres x Scy des formu- 
les * pour exprimer les coupées & les ordonnées des cour- » J50 
bes dont on cherche la nature, trouver par les conditions 
données du Problème l’expreüion de la tangente , ou fou- 
tangente, ou perpendiculaire, ou fouperpendiculaire, & c. 
ou de la re&incation , ou de la quadrature de la courbe 
dont on cherche la nature; c’eft à dire, il faut trouver l’ex- 
preffion de celle de ces propriétés de la courbe que peuvent 
faire découvrir les conditions du Problème, & la fuppofer 
égale à la formule qui exprime la même propriété. Quand 
cette propriété eft la rectification ou l’aire de la courbe , il 
faut fuppofer l’expreffion de la rectification ou de l’aire égale 
à la fomme de la formule; & quand ce n’en eft que l’élement, 
il le faut fuppofer égal à la formule. Si les conditions don- 
nées du Problème contenoient quelque raport de ces pro- 
priétés, il faudrait trouver par ces conditions données l’ex- 
preilîon de ce raport, &la fuppofer égale au raport des for- 
mules des mêmes propriétés. Cette première operation don- 
ne l'équation du Problème qu’on veut refôudre, laquelle 
contient les deux changeantes x Scy avec leurs différences. 

i°. Il faut, quand cela fê peut, trouver, par la deuxième * 7, 4 > 
Si croifiéme proportion fondamentale , * 6c la première 7 \ 5 , t> 

PPppp ij 
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remarque qui les fuit, la intégrales des termes de l’équa- 
tion du Problème ; ce q* donnera une nouvelle équation, 
qui eft celle qui exprime la nature de la courbe qu’on cher- 
choit ; ainfi le Problème fera refolu. 

3 0 . Quand on ne peut pas trouver les intégrales de l’équa- 
tion du Problème par la fécondé ou par la troifiéme propo- 
rtion fondamentale, ni la réduire à ces propofitions par les 
méthodes delà première remarque qui les fuit, il faut ieparer 
les x & les dx, lestée les dp, parles méthodes que l’on a don- 
nées dans l’art. 717, &c trouver enfuite par les méthodes delà 
première Sedion les intégrales des termes de l’équation, où 
les changeantes font féparces ; & fi l’on trouve ces intégrales 
exactes , l’équation qu’elles formeront fera l’équation que 
l’on cherchoit, qui exprime la nature de la courbe qu’on 
fe propofoit de trouver, & le Problème fera refolu. 

4°. Si l’on ne peut pas trouver les intégrales de l’équation 
où les changeantes feint féparées ; ou fi l’on ne peut trouver 
les intégrales que d’un membre ou de quelques grandeurs 
de l’équation, & qu’il refte quelque partie différentielle; l’on 
n’aura pas d’autre équation pour exprimer la nature de la 
courbe que cette équation différentielle > il faudra conflruire 
cette équation différentielle, c’efl: à dire, trouver les points 
très proches les uns des autres par où paffè la courbe qu’ex- 

Î irime cette équation, par les méthodes qu’ondonnera dans 
a fuite ; &c la conftrucîion de la-courbe fera elle -même la 
refolution du Problème; & il arrivera des cas où cette con- 
ftru&ion fera trouver l’équation de la courbe , & fi elle effc 
géométrique ou mcchanique. 

y°. Enfin fi l’on ne peut pas feparer les changeantes &c 
leurs différences dans l’équation du Problème, l’on ne pourra 
pas avoir de refolution exaéte du Problème par les métho- 
des qu'on a découvertes jufqu’au temps où nous femmes, 
& l’on ne pourra l’avoir que par approximation, comme on 
l’a expliqué dans l’arc. 718. 

application de la metbode inverje des tangentes 
a des exemples. 

Exemple I. 

814. Svpposaut qu'une infinité de paraboles , toutes du même genre, 
Fig.UV. (mais il n'importe pas quel genre ce f oit,) dont l une cft AC, ayent 
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toutes le meme axe A B P , & le même fommet A ; ci' quelles ne 
different entr elles que par leurs paramétrés > trouver la courbe CD 
qui les coupe toutes perpendiculairement. 

Préparation. 

O n fuppo(c,pour rendre la relolution generale, que p m ~"x* 

— y m , qui eft l’équation des paraboles de tous les genres, 
reprefente l’équation d’un nombre infini de paraboles d’un 
meme degrc , en mettant au lieu de l’expofant m un nom- 
bre entier pofitif déterminé, Sc un autre à la place de l’ex- 
pofant n, Sc mettant fuccelfivement au lieu du paramétré p 
une grandeur telle qu’on voudra, lequel paramétré ira en 
augmentant , quand ou voudra que l’équation convienne 
aux paraboles qui vont en s’écartant de l’axe de plus en 
plus , Sc en diminuant quand on voudra qu’elle foit l’équa- 
tion des paraboles du même genre qui s’approchent de 
l’axe de plus en plus. Quand on voudra que la même refo- 
lution convienne à un autre nombre infini de paraboles , 
toutes d'un même genre , mais different de celui des para- 
boles de la première fuppofition , il faudra mettre au lieu 
des expofans m & » les nombres entiers pofitifs qui convien- 
nent au genre des paraboles , aufquelles on veut que la refo- 
lution convienne. 

Ainfi pour appliquer l’équation à la figure , on fuppofera 
AB — x , BC =y , Sc que le paramétré de la parabole AC 
eft égal à p. On fuppofera auilî que CT eft la tangente du 

Î ioint C de la parabole AC , Sc que CB eft la perpendicu- 
aire du point C de la même parabole. Ainfi BT = *^x * jyo. 
eft la foutangente du pointe de la parabole AC i Scc’eft en 
même temps l’expreffion de toutes les foutangentes de toutes 
les paraboles du même genre qui ont le même axe A B, Sc 
le même fommet^. .S/* eft la iouperpendiculaire du pointe 
de la parabole AC. 

On remarquera fur la courbe DC que l’on cherche, qui 
doit couper toutes les paraboles perpendiculairement, que 
la partie infiniment petite C de cette courbe qui coupe la 
parabole AC , fie trouve par la fuppofition dans la perpen- 
diculaire C B de la parabole AC, Sc que cette particule C, 
de la courbe DC, eft aufli une partie infiniment petite de 
la droite CB > parconfequent la droite CT , tangente en Q 

P P p p p iij 
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de la parabole AC , eft la perpendiculaire de la courbe DC 
au point C. D’où il fuit que BT{“x) eft en même temps la 
fbutangente de la parabole AC , & la fouperpendiculaire de 
Ja courbe DC que l’on cherche. Ce que l’on vient de faire 
remarquer fur l’interfe&ion C de la courbe DC , & de la 
parabole AC, convient à chaque autre interfeclion de la 
courbe DC, & de chacune des autres paraboles du même 
degré qui ont le même axe AB, & le même fomrnet A . 

' C’eft pourquoi " x eft l’expreflîon de la fouperpendiculaire 
de la courbe DC que l’on cherche : mais elle doit être néga- 
tive, parceque la lbuperpendiculairei?7'eft du côté oppofé 
de la fouperpendiculaire BP de la parabole AC. Ain Ci BT 

-Ji X. 

Le Problème de ce premier exemple fê réduit donc à trou- 
ver la courbeDC, dont la fouperpendiculaire BT eft — ”x} 
ce qui fait voir que le Problème appartient à la méthode 
inverfë de tangentes. 

Résolution. 

I l faut fuppofèr la fouperpendiculaire — ” x égale à la 
S 5 °- formule de la fouperpendiculaire * , ce qui donnera 

l’équation du Problème ^*-*-^=0. Pour en trouver l’in, 
tegrale , il faut feparer les changeantes , St l’on aura "xdx 
-*-ydy — o. Il faut en prendre l’integrale par la troifiéme 
* 715. propofition fondamentale*, & l’on trouvera -4 -\yy—aa. 

On met aa pour la confiante homogène qu’il faut ajouter à 
l’integrale : -£xx -4- j-yy — au , ou bien '-'-y y = ~aa — xx 
eft donc l' équation de la courue que P on cherche. C’eft l’équa- 
tion d’une ellipfe, St le terme $yy fait voir que l’axe doit 
être à fon paramétré comme n eft à m : c’eft à dire que ce 
raport eft donné. 

Si l’on fuppofe m = 2, & n = 1 , l’équation generale des 
paraboles deviendra px —yy , & l equation de l’ellipfe de- 
viendra \yy — aa — xx ; ce qui fait voir qu’une ellipfe J) C, 
qui aura l’axe AB commun avec une infinité de paraboles 
du premier genre , qui aura pour centre le fomrnet A de 
toutes ces paraboles , & qui aura enfin pour axe une ligne 
qui foit à fon paramétré comme 1 à 1 , coupera toutes ces 
paraboles perpendiculairement. 
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Exemple II. 

il S’ SvrPosAXT qu'unt infinité £ hyperboles toutes £ un même genre, Fie. L V. 
( mats il n'importe pas quel genre ce [oit, ) dont [une efi G C F , 
ayent pour afymptotes communes les droites A £ , A T perpendicu- 
laires [ une à [ autre en A j trouver la courbe C D qui les coupe 
toutes perpendiculairement. 

Préparation. 

La meme équation p m ~ u x u —y m des paraboles de tous 
les degrés, peut exprimer les hyperboles de cous les degrés, 
en fuppofânt feulement que l’expofant m eft négatif ; car 
cette fuppofition la changera en x a y m =p m *“ qui eft l'équa- 
tion des hyperboles de tous les degrés par raport aux afymp- 
totes. Les Lecteurs doivent appliquer à ces hyperboles tout 
ce que l’on a dit dans la préparation à la refolution de 
l’exemple précèdent. 

Ainfi on fuppofera que AB — x , BC — y > que p m * n 
marque la pui/fan^Mcs hyperboles toutes d’un même degré 
( mais tel qu’on voudra,) auxquelles on veut appliquer la r efo- 
lution ; que C T eft la tangente au point C de l'hyperbole 
GCFi que CP lui eft perpendiculaire au même point Ci Sc 
l’on remarquera que la courbe DCquel’on cherche, a pour 
là fouperpendiculaire au point C la même droite BT, qui 
eft la foutangente de l’hyperbole GCF au point C, où elle 
eft coupée perpendiculairement par la courbe DC s &i qu’il 
en eft de meme de chacun des points d’interféétion de la 
courbe DC avec les autres hyperboles : Mais la foutangente 
BT de l’hyperbole GCF fe trouvera cgaleà*— -x. Ainii ” x * jjo. 
eftl’exprcihon de la fouperpendiculaire BT de la courbe DC 
que l’on cherche ; cette louperpendiculaire(qui eft négative, 
étant la foutangente de l’hyperbole GCF, parcequ’clle va 
du côté oppofe à l’origine A , & les foutangentes de CCF 
devroient aller du côté de l’origine A pour être pofitives,) 
eft pofitivc par raport à la courbe DC, parcequ’ellc va du 
côté où doivent aller les fouperpendiculaires de D C par 
raport à l’origine , pour être pofitives. 

Le Problème fê réduit donc à trouver la courbe dont 
eft la fouperpendiculaire j ainfi ilfè rapporte à la méthode 
inverfe des tangentes. 
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Résolution. 

Xl fautfuppofer la fouperpendiculaire égale à la for- 

* 150. mule de la fouperpendiculaire , & l’on aura l’équation 

du Problème “x — = Il faut en feparer les chan- 

geantes , & l’équation fera “ xdx — ydy — o. Il faut trou, 
ver fon intégrale par la troifiéme propofition fondamen- 

* 715. taie’, Sc lui ajouter une confiante homogène; cette inté- 

grale fera £xx — yy = aa , qui fc réduit àxx — -aa 
= ”yy. C'efi i’ équation de la courbe DC que Con cherche. Elle 
fait voir que la courbe eft une hyperbole par raport au pre- 
mier axe ; fie le terme ~yy fait connoître que le premier axe 
doit être à lôn paramétré comme aeftàm, c’eft à dire en 
raport donné de l’expofant n de la puiilance de la coupce x 
à l’expofant m de l’ordonnée^ dans l’équation propofée x"y m 

=. p m * a ~ 

Si l’on fuppofê m= 1, n = 1, l’équation generale devien- 
dra x y =zp\ qui eft l’équation des hv^rboles du premier 
genre par raport aux afymprotes : & filiation de la cour- 
be D C deviendra y y = xx — vaa, qui appartient à une 
hyperbole équilatere par raport au premier axe. Ce qui 
fait voir qu’une hyperbole équilatere DC, qui aura pour 
centre l’origine A , pour premier axe la ligne AB, coupera 
perpendiculairement toutes les hyperboles du premier genre 
qui auront pour afymptotes les droites A E , AB perpen- 
diculaires l’une à l’autre au point A. 

Exemple I II. 

816. L'ox a trouve dans é 'article 806 , que Vexprcjjion de la foutan- 
Fig. LI I. gente ¥ S de la courbe Ace, en fuppofant la coupce AF =- — x , 
l'ordonnée Fe = y ,& la grandeur confiante AV = a , était 
il faut à prefent , en fuppofant que eft la fou tangente d’une 

courbe , trouver té équation ou la nature de cette courbe. 

r°. I l faut ftippofèr l’expre/ïïon de la fourangente donnée 
par les conditions du Problème , égale à la formule de la 
fourangente, ce qui donnera l’équation du Problème 

= ~ij' > qui fe réduit à iy'dy axydy = 3 xxydx — ayydx, 

1. En. 
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î°. En divifant cette équation par j, & mettant 3 yydy au 
premier membre , &les autres grandeurs au fécond, l’on 
aura 3 yydy = 3 xxdx — axdy — aydx, donc on trouvera par 
la fécondé propofition fondamentale* que l’integrale cft y 1 * 71+. 
= x' — axy. Ainfi y 5 — x* -t- axy = o cft l’équation de 
la courbe. Aec. Ce qu'il falloit trouver. 

Exemple IV. 

^ 1 7 * Il faut trouver F équation de la courbe dont la foutangente ejî — x. 

x’.O n fuppofera — x == qui le réduit à ydx xdy 

= o , qui eft l’équation du Problème. 

2 0 . On trouvera par la troifiéroe propofition fondamen- 
tale*, que l’integrale eft xy = ab, qui eft l’équation de *71$. 
l’hyperbole entre les afymptotes. Cf qu'il falloit trouver : 

Exemple V. 

818. On fuppofe(en nommant KB,X; KA, a; BC, y,) que KB(x) Fig.xxi. 
. KA(a) :: KA(a).. KS = il faut trouver l'équation de 
la courbe A C C. 

.-.La foutangente BS z =* 2 sp-> ainfi KS = KS — SS *350. 

— x — > cela étant, on aura ~f= Aj~ - yJr 

qui fe réduit à xxdy — aady — yxdx = o ; c’eft l’équation 
du Problème. 

2 0 . On peut la réduire à la troificme propofition fonda- 
mentale *, en fuppofant zj= xx — aa> ce qui donnera \d% * 71 j, 
= xdx : car en fubftituant ces valeurs dans l’équation , elle 
deviendra zdy — \ydz^=. c j & la multipliant par ~~j 

on trouvera *" ■■■ = o , dont l'integrale eft — , = ~ , 

*■ 1 z . 1 

qui le réduit à j^yy = — aa, qui eft l’équation 

«l’une hyperbole par raport au premier diamètre , la moitié 
duquel eft a, Sc la moitié du fécond diamètre eft b. Ce qu’il 
falloit trouver. 

Exemple VI. 

* 1 9 ’ P our trouver l’équation de la courbe dont la foutangente 
eft 1”, on fuppofera — s= qu’on réduira 

QCLqqq 
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à laxdy — ixxdy = aydx — rx ydx t ou bien vaxdy — îxxdy 

— aydx-*- rxydx = o j c’eft l’équation du Problème. i°. On 

prendra a; = «** — xx i ce qui donnera adx — îxdx > 

& fubftituant tes valeurs dans l’équation, on aura i zdy 

— yd j^=o, qui, étant multipliée par -£•, devient 

•yiy — o, donc l’integrale qui le réduit à fyy = ^ 

= ax — xx , qui eft l’équation de l’elliplè dont a eft le 
premier diamètre, b eft le paramétré. Ce qu'il fallait trouver. 

Exemple VII. 

8 z o- p ou R. trouver l’équation de la courbe dont la loutangente 
eft mx , t°, on fuppofera mx = ’ff , qui le réduira à mxdy 

— ydx == o ; c’eft l’équation du Problème. i°. On la mul- 
tipliera par Z— -!,& l’on aura — ?Jy ~2 4 . — 0 , dont 

on trouvera , comme dans la troifiéme propofition fonda- 
mentale, que l’integrale eft — a m ~ ’ , ou bien y m = a° ~ ’x, 
qui eft l’équation des paraboles de tous les degrés. Ce qu'il 
falloit trouver. 

Exemple VIII. 


8li. Pour, trouver l’équation delà courbe doYit la longueur 
eft S. dxV i -*-qqx" l ~\ i°, il faut fuppofet S. dx Vi t- qqx 1 ' 1 ~ 1 
• jSx. = * S. fdx'-*-dy\ qui fe réduira d’abord à dx V i •+• qqx lH ~t 
= Vdx' -*- dy l , Ôc enfuite à dx 1 -+■ qqx l<i ~'*dx'~ dx'-*-dy l , 
ou bien qqx x<i ~' dx' =zdy l > & en prenant les racines quar- 
rées, on aura qx' l ~'dx — dy pour l’équation du Problème. 
2°. Il faudroic lêparer les changeantes fi elles ne l’étoient 

{ >as 5 mais comme elles font toutes lèparées , il faut prendre 
es intégrales des deux membres par la première propofition 
fondamentale , & l’on trouvera x* —y pour l’equation de 
la courbe, qu'il falloit trouver. C’eft l’équation des paraboles 
de tous les degrés dont le paramètre eft l’unité. 

Exemple IX. 


«“•o n trouvera, par la même méthode, les équations des cour- 
bes exponentielles , & de celles qui renferment des expref- 

fions logarithmiques j par exemple fi eft la fou. 
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tangente d’une courbe dont il faut trouver l’équation, i", on 
iuppofera qui fe réduit à = tdx * ' *' ’ * * * 


KXl.l- 


C’eft l’équation du Problème. z°. Pour en trouver les inte. 
grales, on fuppolêra i + *x/. i jc = a^î d’où l’on déduira 
*d xj= idx x /. i + x -t- x i -♦'Je = tdx •+■ dx x /. i + xi * 
Scfubftituant ces valeurs dans l’équation, elle devien dra^ , 
s = dt - , dont les intégrales font *ly = /. l. i -t- x x /. i -+- x: * 

&les grandeurs qui ont des logarithmes égaux étant égales, 
on aura y = i '-t- x x /. i ■+> x pour l’équation de la courbe, 
qu'il fallait trouver. 

On a donné la conftruétion de cette courbe dans l’art. 7S0. 


764. 

76S.. 


Exemple X. 

^ 1 J* On trouvera de même l’équation de la courbe dont la fou- 
tangente eft r=TT,i u >en fuppofant j-j -; =“, qui le réduit 
à 1 dx-*-dxxl. x. C’eft l’équation du Problème. z°. Pour 

trouver les intégrales, on fuppo/èra xlx = ce qui donnera 
dzj=- dx* l. x idx > ainfi l’on aura ~ ■ = dz^, dont les inté- 

grales font l.y z=zz^=xlx=*l.x x -, d’où l’on déduit îy— x x . * 770. 
C’eft l’équation de la courbe , qu'il falloit trouver. f 77*- 

On a donné la conftru&ion de cette courbe dans l’art. 781. 


AvEKTISSEME NT. 


T. e calcul différentiel 6c inregral des expre/ïïons logarith- 
miques, lèrt aulïï quelquefois à trouver les équations des 
courbes qui ne contiennent que des expreflïons ordinaires , 
comme on le verra dans l’Exemple fuivant , qui contient 
une infinité d'Exemples. 


Exemple XI. 

Sa 4. Pour, trouver l’cquation delà cou rbe dont la fourangente 

n x « —X* „ r r m^-nxix-*-xx yix 

* — — ■■■ ■ lO nn fimivilpr'l — t 


, i°, on fuppofera = — — = , qui * 4 1 a. 

~m~» x x V 

. C’eft l’équation du Pro- 


** m»T.m~nxx 

fe réduira d ^ ^ x ^ 


* -v » X MX t XX 


blême. i°. Pour trouver les intégrales, on multipliera le nu- 

m_n 

naerateur 6c le dénominateur du fécond membre par ~x “ , 

CLQji q q «i 
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J m — n m 

a ., / _• j J ày n %ax " dx x n dx 

& l’équation deviendra -f= — x s ^ j— 

u • n 

m m n il X T X 

On fuppoléra x^— “ j ce qui donnera dx^ = 

w —i» tft 

”ax “ dx + ^~- !L x"dx. On fubftituera d^8c s; au lieu de 
leurs valeurs , & l’on aura £L =— — * jS. ; prenant les 
* 768. intégrales, on aura S. -ÿ- =■£— x c’eft à dire* l.y 

= x où mettant la valeur de on aura /. 

s=ri T xi«’±/ îî : Mais r *- x l.ax^ ±x^T 

n _ n 

m m -4- n ni ■** n ra m -+- n u ^ a 

* 77 o. =i*l.dx~* ±x~*~ j ain Ci l.y = 1 . ax~* ±x « » 

& les grandeurs qui ont des logarithmes égaux étant éga- 
les , ( car on fuppofe que ces grandeurs & leurs logarith- 
mes font compris dans la meme logarithmique,) on aura 

n 

m m-4-n m *♦* u , 

y=.ax n ±.x * i devant chaque membre à la puif- 

— — n 

m m -♦» n 

fance on trouvera ~ax~* ±.x * —x m x 

a ht x~ n - C’eft l’équation des hyperboles de tous les degrés 
par raport au diamètre quand il y a u x , & celle des 
eilipfes de tous les degrés quand il y a a — x . Ce qu'il 
fulloit trouver. 

Avertissement. 

On donnera dans les Exemples fuivants les confirmerions 
des courbes, enfc fervant de leurs équations différentielles. 

Exemple XII. 

Pour trouver la courbe dont lafoutangente, qui convienc 
S 1 J’ à chacun des points de la courbe, eft égale à une confiante 
donnée a, i°,on fuppofera a= qui fe réduit idx=~?. 
C'eft l’équation du Problème. 

• i°. Comme on ne peut pas trouver l’integrale du fécond 
membre, (on exclut ici &c dans l’article fuivant les logarirh- 
mes , ) il faut conftruire la courbe de cette éauation diffé- 
rentielle : Pour cela il faut faire en forte que les membres 
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de l’équation deviennent les élemensde l’aire de deux figu- 
res , dont on fuppofcra les quadratures données , & que 
cependant l’égalité des deux membres ne change point ; ce 
qui le fera en multipliant chaque membre par une même 
confiante, comme a , Sc l’équation deviendra adx = ^ , 
dont le premier membre adx eft l’élement de l’aire d’un 
redangle, Sc le fécond eft l’élement de l’aire d’une hyper- 
bole entre les afymptotes , comme on le va voir , & leurs 
intégrales a x , ou S. adx == S. — feront les aires de ces 
figures. 

Après cette préparation , il faut tirer les deux droites Fig. lvî. 
DCd, NC A qui fe coupent à angles droits au point C, 
elles feront les lignes des coordonnées , & l’on prendra les y 
fur DCd, Sc les x fur NC A. Il faut prendre Cd égale à la 
confiante donnée a — CA, Sc mener par d la droite pdb 
parallèle ÀNCAiSc fi l’on prend l’origine au point C, il eft 
évident qu’un redlangle quelconque CA bd fera l’expreffion 
géométrique de S. adx — ax = cd x CA. 

Il faut enfuite prendre Ca = a , cirer a b = a parallèle 
à CN, Sc mener Cb qui fera égale à a Vi , & tracer par le 
point b l’hyperbole équilarere lhbfd entre les afymptotes 
CD, CN. Il eft évident que [la puijjance de l’hyperbole 
étant aa , Sc chacune des coupées Ca, Ce, CD, Sec. étant y,) 
chacune des ordonnées a b, ef, Z)d, &c. fera = *-£-.■ par * 410. 
confequent chacun des élemens de l’aire fera = * ^ ; & * j9 j, 
en concevant , par raport à l’aire hyperbolique abdZ) qui 
eft au delà de ab, quey — a-by-, & par raport à l’aire abil 
qui eft au deflbus de ab, que ^ — — y, chacune des aires 
fera = S. . 

On peut à prefènt tracer la courbe propofee, c’eft à dire, 
en trouver tant de points que l’on voudra très proches les 
uns des autres ; on peut commencer par quel point on vou- 
dra.; mais pour faire concevoir plus diftindement aux Lec- 
teurs la courbe que l’on va décrire, on prolongera ba en B , 
en faifant a B = ba = Ca = a, Sc le point i? fera le pre- 
mier de la courbe ; on abaiflèra par B, B Ab parallèle à Ca. 

Pour avoir enfuite les points F, D, M, P, Scc. de la partie 
de la courbe où les ordonnées EF, CD, Scc. qu’on nom- 
mera y , vont en augmentant , on fê fervira de la partie de 

0.0-4 4 4 “î 


Digitized by Google 



858 Analyse démontré' e. 
l'aire hyperbolique qui eft au deflus de a b , & on le lèrvira 
de la partie de l’aire hyperbolique qui eft au deflous de a b 
pour trouver les points H, L , Sec. de la partie de la courbe 
où les ordonnées GH, IL , Sic. vont en diminuant. 

Pour trouver un point quelconque F au deflùs de B , oa 
prendra l’aire hyperbolique aefb que l’on fuppolè donnée 
on fera le rectangle A Ef b égal à cette aire ; & prolongeant 
fe, fE, le point F où elles le rencontreront fera un des 
points de la courbe * prenant enfuite l’aire hyperbolique 
eZ>df=aefb, & failant le rectangle ECdf égal à cette 
aire, le point D où le rencontrent d D,dC prolongées léra 
un autre point de la courbe. On trouvera de même le point 
M en prenant l’aire hyperbolique D k m d = e J>d f ; Si fai- 
fane le rectangle CKmd égal à cette aire, le point M où le 
rencontrent m K , m k elt un point de la courbe. On trou- 
vera de même le point P par le prolongement de pN, pn, 
Si ainfi des autres. 

En prenant au deflous de a b l’aire hyperbolique abhg 
égale à chacune de celles que l’on a déjà prilés, Si faifant 
le rectangle Ab b G égal à cette aire, le point H, où fe ren- 
contreront hg, h G prolongées, fera un des points de la 
courbe ; &: ainfi des autres. 

On prendra à prclént l’origine des coupées x =AE > 
A C , Sic. au point A, de la courbe B F D, Si lès ordonnées 
y — AB, EF , CD , &c. parallèles à CD i Sc comme il 

* 6J3. eft évident , * que les elpaces hyperboliques pris de fuite 

aefb,eZ)df, &c. étant égaux parla conftruction , les/ 
(Ca, Ce, CD, Sec.) font une progrellîon géométrique, & 
que les x ( AE , AC, AK, AN, Sic. ) étant, par la conftruc- 
tion, les bafes de rectangles égaux d’une même hauteur, 

* 7 Si- font une progrelfion arithmétique ; l’on voit clairement *que 

la courbe BFD, Sic. qu’on vient de décrire, eft la logarith- 
mique. Et de plus on peut concevoir les elpaces égaux cor- 
refpondants deux à deux , comme e d , Ed, partagés chacun 
en un même nombre infini d’élemens égaux ; chacun des 
élemens du premier DR td fera = ■ î! p-. Si chacun de ceux 
du fécond Cfrd lé ra == adx-, Si puifque = adx , l’on 
aura RT saCt(dx) :: a. y-:: DC(y) . a: ce 
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qai donne ^f=za-, ainfi*la foutangente de la courbe que *^ 0 . 
l'on a décrite eft partout égale à. (a). Ce qui et oit propofe. 

Exemple XIII. 

Si 6. Pour trouver la courbe dont la foutangente eft = x, (on f^.lvii. 
fuppofe que mien reprefentent chacune un nombre quel- 
conque ) , i° , on fuppofera J x = , qui le réduira à ^ 

— ^ ; c ’cft l’équation du Problème. i°. Comme on ne peut 
pas trouver l’intcgrale de chaque membre où les changean- 
tes font feparées , il faut conftruire la courbe par le moyen 
des rectifications, ou des quadratures fuppoiées de deux 
courbes, en reduifant,auxélcmens de la rectification ou de 
la quadrature de deux courbes , les membres de l’équation , 
fans changer leur égalité 5 ce qui fe fera en multipliant l’un 
& l’autre par le quarré d’une confiante donnée a, 6c l’équa- 
tion préparée fera ^7^ = Chaque membre de cette 
équation eft l’élement de l’aire d’une hyperbole équilatere 
entre les afymptotes j y eft la coupée de la première , maa eft 
fa puiffance , 6c -y eft fon ordonnée : de meme x, naa, 
font la coupée , la puiffance , 6c l’ordonnée de la fécondé. 

Pour les conftruire 6c enfuite la courbe propofée par leur 
moyen , il faut tirer les deux droites BAL, h Al , qui fë 
coupent à angles droits au point A , qui fera l’origine des 
changeantes , dont on prendra les y for A b, ou furies paral- 
lèles à A b, 6c les x fur AB. Enfuite on conftruira la pre- 
mière hyperbole entre les afymptotes Ab, AL, en prenant 
Am — Vaamj&e menant ma parallèle à AL 6c égale à Am, 

6c tirant A a qui fe trouvera égale à aVim,Aa. fera le demi 
axe de la première hyperbole dont ( a ) fera le fommet } on 
tracera la première hyperbole agec par ce fommet a. Il eft 
évident que chacune des ordonnées fg, de, bc, 6cc. fera 
= ï!yî, 6c qu’en menanc tu infiniment proche de bc, le 
petit cfpace hyperbolique b t fera =s~xdy. On prendra 
pour la féconde, AM = Va an, 8c menant Ma parallèle à 
Al, 8c tirant A a qui fé trouvera égaie à aVm, A a fera le 
demi-axe de la fécondé hyperbole dont a fera le fommet, 
par lequel on tracera la féconde agec, dont chaque or- 
donnée Fg, De, Ce, fera = ^ ; 6c en concevant que Br(dx) 
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eft une partie infiniment petite de AB ( x ) , mais telle que 
bu =ctz=cR = dy . Br(dx):: Bc(’?) . 
concevant en même temps l’ordonnée ru , le petit efpace 
ou 1 element hyperbolique Bu fera = = -s,— xdyi 

&c prolongeant cB , cb, leur rencontre en C donnera un 
point de la courbe propofee. 

Mais comme on ne peut pas partager des particules infi- 
niment petites dx 8c dy en tel raport qu’on veut autrement 
que par l’efprit , 8c qu'on ne peut partager ainli que des 
quantités finies ; il faut prendre les intégrales de l’équation 
préparée, qui font = s. , qui expriment des 

efpaces hyperboliques finis égaux entr’eux , 8c qui font voir 
qu’il faut prendre fur la première hyperbole un efpace quel- 
conque fini bg(— iL) 5 & lui trouver un égal efpace hyper- 
bolique Fc = S. fur la féconde hyperbole , & prolon- 
geant gf, eF; leur rencontre au point G fera un autre point 
de la courbe propofee -, 8c l’on trouvera de la même maniéré 
tant d’autres points de la courbe qu’on voudra. 

Les elpaces hyperboliques fc, Fc étant égaux par la 
fuppofition , on peut concevoir dans l’un 8c dans l’autre le 
même nombre infini d’élemens égaux entr’eux 5 ceux du 
premier feront chacun 8c ceux du fécond feront 

chacun = ; 8c l’on aura b u = CR [dy) . B r = RT[dx) 

* — . a j i - :: CB[y) . x = * à la fôutangente : ainfî l’on a 
décrit la courbe dont la fôutangente eft égale à " .v. Ce qui 
ctoit propose. 

Remarques. 

Quand le raport des ordonnées b c, fg, &c. d’une hyper- 
bole ce g, &des ordonnées Bc, De, 8cc. d’une autre hyper- 
bole ceg , qui font également éloignées dé l’origine A, eft 
donné, fi.l’on prend fur la première tel quadrilatère hyper- 
bolique b g qu’on voudra, on peut toujours trouver fur la 
fécondé un quadrilatère hyperbolique Bgè gai à celui delà 
première. Pour le concevoir clairement, il faut imaginer 
B A fur b A, & l’hyperbole ceg en & bc étant = — a, 
8c bx. étant = il eft évident que Ab étant commune x 
y 8c x font la même ligne : ainfî bx.be par confe- 

quent 
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quent le quadrilatère hyperbolique b« eft à b g comme n 
eft à m. D’où l’on voit que pour avoir un quadrilarere hy- 
perbolique 1»- = b-g, il ne s’agir que de faire en force que 
n . m :: b*.bj-. Or pour trouver ce b y , il n’y a qu’à faire 
cette proportion n . m :: bf . bh , & tirer l’ordonnée h* , &c 
l’on aura cm . b* :: n . m. Car on peur concevoir bf partagée 
en petites parties qui foienc en progreffion géométrique , 
qui ayenc toutes chacune avec fa voiiine le raport de ÿA b 
à y Àï , & qu’il y ait autant de ces raports égaux de b à f 
qu'en marque le nombre », &que bh eft partagée de la même 
maniéré , en forte qu’il y ait de b à h autant de ces raports 
égaux qu’en exprime le nonlbre mi Et comme tous les petits 
quadrilatères hyperboliques qui auront ces petites parties 
pour baies "feront égaux, il de évident que l’efpace hyper- * 
bolique b* fera à l’elpace hyperbolique b> comme » eft im i 
par confequent b / = b g. 

• II. 

Chacun des petits raports égaux de la progreffion géomé- 
trique des petites parties de bf , dont il y en a autant qu’en 

tu + b 

exprime le nombre », peut être marqué ainlî % 5 car on 

. _ y/Af 

peut concevoir le raport de Ab à Ai compofé d’autant de 

raports égaux qu’en exprime le nombre », & il eft évident 
par la dodrine des raports compofcs, que le raport de A b 

à A f eft compolc d’autant de raports /Impies égaux à 
qu’en exprime le nombre » , puifqu’en élevant ce raport 
fimple à la puiftànce dont «eft l’cxpofant , on aura le raport 

ri A b 

compofe -jç. j j j 

Si on éleve le raport lîmple à la puifTancc.dont m 

’ ^ ^ ^ ^ — 

eft l’expofant , on aura le raport 4j=?s- — m P our I e 

~A~f *\] A b 

raport compofe d’autant de raports /impies égaux — 

qu’en exprime le nombre m. Or le raport de Ab à Ah eft 
' RRrrr 


6 }}. 
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sy a\> 

compofc d’autant de raports égaux à qu’en exprime 

le nombre m,puifque,parla première remarque, il y a autant 
de ces petits raports égaux entre Ab & Ab qu'en exprime 

m m 

le nombre m ; par confequent Ab . Ab. :: A b “ . At “ • 


IV. 

D’où il fuit que les ordonnées correfpondantes bx, bc 
de deux hyperboles étant entr’elles comme deux nombres 
exprimes par n&c m, fi l’on en prend deux efpaces hyperbo- 
liques égaux bj-, bg, & qu’on partage bh en f dans le ra~ 
port de mÀ », en forte que bf . bh » . m, l’on aura tou- 
jours A b . Ab :: A b " . AT b . 


V. 

Si l’on prend (ut AB la droite ÀF — A h, il eft évident 
que la coupée AB— A b eft à la coupée AF=Ah , comme 
l’ordonnée BC =*Ab , élevée àlapuiflânce dont ” eft l’ex- 
pofant , eft à l’ordonnée FG^At élevée à la môme puif- 
fance Ce qui fait voir que la courbe AGC , qu’on peut 
conftruire par le moyen des quadrilatères hyperboliques 
égaux de deux hyperboles équilateres , eft toujours unô 
courbe géométrique , quand le raport des ordonnées de ces 
hyperboles peut s'exprimer par nombres } puifque la puif- 
fance d'une ordonhée qui a ce raport pour expofant , eft 
toujours à une femblable puiffance d’une autre ordonnée , 
comme la coupée correfpondante de la première eft à la 
coupée correfpondante de la fécondé. Mais quand ce raport 
qui fait l’expofânt des puiiïances des ordonnées eft incom- 
menfurable , on ne peut pas alors exprimer par les expref- 
fions de l'algebre le raport des ordonnées aux coupées, &e 
la courbe décrite par le moyen des quadrilatères hyperbo- 
liques égaux eft mcchanique. 


Exemple XIV. 

Ftc.Lvm. ^ g s d eux droites A E> AB font un angle droit en A qui 
817. eft diviféendeux demi-droits parla droite Ab-, d’où il fuit 
que AB = B b, AD — Dd ; BS eft la foutangente d’une 
courbe AGFd a eft une ligne droite donnée } nommant 
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les coupées A B (x), les ordonnées BC[y) y ileft clair que 
bc == BC (y) — B b = AB(x)b il faut trouver la courbe 
AG FC par le moyen de cette propriété donnée, BC( y) . 

BS {**£):: a. bC [y — x). *jjo. 

Ce Problème, que M. de Beaunt propofà de fon temps à 
M. Defcartes , eft un des premiers qui a fait fentir le befoin 
que l'on avoit du calcul différentiel & inregral , qui n’étoit 
pas encore inventé de ce temps- U, pour refbudre la plufpart 
de ces fortes de Problèmes , comme on le va voir. 

i°. La propriété de la courbe qu’on cherche donne cette 
équation ^ ~yy — *J > S 1 ” ^ re ^ u ' c à dx = x dy } 
c’eft l’équation du Problème. 1 ". Pour en leparer les chan- 
geantes, il faut fuppofèr —a j ce qui donnera^ 

«= , Sc dy= t - x jj.il . Mettant les valeurs dc^pi 

&de^ dans l’équation du Problème, elle deviendra dx 
— où les changeantes font feparées. Prenant les inté- 
grales, on aura x — a x S.-^ou bien** — — ax * 7 6&. 

/. jç. C’eft l’équation qui exprime la nature de la courbe 
propofée. Voici la maniéré de la conftruire par cette équa- 
tion. 

Il faut prendre AM = *,St élever la perpendiculaire 
Mf —a , & par le point / tracer la logarithmique Ngfc y 
dont la foutangente foit par-tout égale à AM {a) b on nom. 
mera :ç.les ordonnées Mf y Ec y AN y &c. de la logarithmi- 
que : l’origine des logarithmes , qu’il faut prendre fur l’axe 
AME de la logarithmique, fera au point A£, où A/f(^)eft 
égale à ( a ) qu’on prendra pour l’unité : les logarithmes MH y 
MA feront pofitifs , les logarithmes ME feront négatifs, 

& le logarichme MA étant l’unité , l’ordonnée AN{^)ei\ 
déterminée, & on la nommera b. Il faut auflî tirer MN qui 
fera la tangente de la logarithmique au point N. 

A prefënt pour conftruire la courbe, il n’y a qu’à prendre 
quel point on voudra E fur l’axe de la logarithmique, tirer 
l’ordonnée Ec de la logarithmique , & lui-' abaifTer en c la 
perpendiculaire ce jufqu’à la rencontre de MN, puis pro- 
longer cE en C, en forte que EC foit égalei rr j le point C 
fera un de ceux de la courbe. Menant de même Mf y fm y 
& faifànc ME =. m /, le point j? fera celui de la courbe qui 
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864 Analyse oïh otfc t r e' e. 
répond à l’origine M des logarithmes ; menant de même 
jP/g,gA,& faiiatic HG z^hg, G fera un point de la courbe. 

On trouvera de meme les autres. , 

Démènerai ion de la conJlruBion. -■,*!*& 


O N prendra le point C, qu’on démontrera être un poinf , 
de la courbé. Pour cela il faut mener ce parallèle à A F/l 
& l’on aura, à caufe des triangles femblables AMN , eMÎ% 
NA(t) . AM[a) , Me. =• ajoutant ï • 

cette quantité ME = — avec un ligne contraire, 

i' c’eftà dire avec le ligne parcequ'il y a dans l’équatioft i 

C 6nftruirè * =s^*- - — a* Litton aura, par raport aux point* 4 
qui font au-deflus de l’ojrigirïe M des logarithmes, ^ h- a x 
i.^=Ee ; mais x * l.zjU cette équation devient 

du côté des logarithmes négatifs , * ==-ii a * 1.%. Donc 
AB = EC(x) — Et. Ce qu'il fallait démontrer. 

C’eft la même détaonftratioa pour les autres points , ex- 
cepté qu'au déflbus'de M, où les logarithmes font pofirifs, 
l’on aura,* = ^ — a x l.z.- 

On peut auffi démontrer par la conftruéliofl, que la courbe 
AG FC a la propriété donnée par le Problème. Car en 
menant les ordonnées infiniment proches trRTr , Te, & la 
*{f°- tangente CS, il fout que’Cr .TT" CB . BS, & qu’en met- 
tant les valeurs de ces lignes prifés de la conftruétion , on 
trouve l’équation du Problème dx Or cr= ER 

= Cr = dv, étant la différentielle de CB(y),Sc ER étant 
auffi la différentielle du logarithme ME, qui eft lûppofé % 

# 7 tfi. -négatif, eft 4 -^-^ fainfi Cr — dy = — par la conftruc- 

tion ; Tr tB èft la différentielle de AB{x) , ainfi Tr eft 
dxi mais AB(x)=> EC = <*f — (parla conftruftion )J£ 

+ a xS. ^-,( car le logarithme ME(axS.^-) négatif, eft 
retranché de -f-,) dont la différentielle eft — s * -+- 
(pareeque les ordonnées Ec'ift) allant en diminuant, là 
différentielle tr{—dzj eft négative , '^'Ûjfauc éqqre — ^ 
pour la différentielle de +^>)zmkT l r l *==.dx==<— '*$••*■ 

* 75 6. La propriété -de la logarithmique donne auffi *#r(— </*.) 

te ( dy ) :e tR ,{\) . a qui eft la foutangente; d’où l’on rire 
ad^ = -— xdyi enfin ayant ffippoiè -pourra .conftruclioa 
— Ajuti, l’on en déduit.^ ^ T rt . Mettant, i 
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prefentdansla proportion Cr . r T:: CB. BS, les valeurs des 
lignes prifes de la conftrudion, l'on trouvera Cr (— ^ =dy) 

*"*d\ . 

, r T { - ‘-p -+- H 3 ) •” BC (y ) . BS = - -i— -g*- = * * 5i <*. 

fubftituant au lieu du dénominateur — - 1 fa valeur dy, & 
au Heu de ad Ci valeur — > [dy, l’équation de la foutan- 
gente BS deviendra — *j~-*-tdy = dx > & fubftituant dans 
cette derniere au lieu de — ^fa valeur , l'on trou? 

vera — — x dy = dx : ainfi la courbe qu’on a décrite eft 
celle à qui convient la propriété donnée par le Problème. 

R E M a r qju E. : ■ 

8,8. D ans la rcfôlution des Problèmes où l’on cherche là 
nature des courbes , quand on prend l’integrale de l’équa- 
tion différentielle, il arrive quelquefois que cette intégrale, 
qui eft l’équation du Problème, eft complété, & quelquefois 
aufïi,il lui faut ajouterou en retrancher une grandeur confian- 
te, afin de la rendre complété. Quand la différentielle Ce petit 
réduire à la troifiéme propoficion fondamentale*, la conf- * 71;. 
tante qu’il faut ajourer eft ordinairement arbitraire j îlfufSt 
qu’elle foit homogène aux termes de l’integralc ; on peut 
cependant faire le choix de la grandeur confiante qui don- 
ncraune refoludon plus fimple. Voici la réglé pou rconnoîrre, 
dans les autres cas, fi l’integrale eft complété quand elle 
ne l’eft pas , pour trouver la grandeur confiante qui lui 
manque pour la rendre çomplete. i°. Il faut fuppofér la chan- 
geante x égale à zéro à fbn origine ; fi en même temps on 
, trouve que l’autre changeante de l’équation,^ ou ^devient 
auffi zéro , ôc qu’il ne reflc aucune grandeur confiante dans 
l’équation par cette fuppoficion de x = o , c'eft une marque . 
que l’integrale- eft complété. i u . Mais fi x étant fuppofe* 
égale à zéro, on trouve une valeur déterminée de l'autre 
changeante y ou 5^ à l’origine de x, il faut fubftituer cette 
valeur déterminée de_y ou de j^à fa place dans l'equation; 

& fi après la fubftitution on trouve que tout devient zéro, 

& que les grandeurs fc détruifènt par des lignes contraires» 
c’eft encore une marque que l’integrale eft complété : mais ' * 
ài après la fubftitution de là valeur déterminée de^ ou de ^ s 

R R r r r iij 


Digitized by Google 


166 Analyse démonta e'e. 
ou de zéro , quand y ou j^= o , on trouve une grandeur 
confiante -, il faut ajouter cette confiante , avec un ligne 
oppofé, à l’integrale pour la rendre complété. Par exempte 
on fuppofera x — o dans l’integxale x = x S. > ce 

qui donnera une valeur déterminée de car au point A 
qui efl l’origine des la changeante ^efl AN —b, & le 
logarithme S. ou /. j^eft égal à AM — a = i } ce qui efl 
caufè que -tp devient ff = a — i ; tcax l.^ devient aufii 
4— i ; & comme les quantités fe détrujfent par des lignes, 
oppofés , il n’y a point de confiante à ajouter d l’integrale, 
ni à en retrancher. La raifon de la réglé efl que la courbe 
doit être zéro à fôn origine ■, ainfi l’inteerale, qui efl l’équa- 
tion qui exprime la courbe, doit aufli être zéro j ce qui efl 
caufê que, quand il arrive que l’integrale n’efl pas zero. il en 
faut retrancher la quantité confiante qui l’empêche d’être 
zéro ; ce qui le fait en la joignant avec un ligne contraire. 


SECONDE PARTIE DE LA DERNIERE 
SE CT I O N. 

Exemples de F ufage de l'Analyfe dans la rejolution des 
. Problèmes Phyjîco - mathématiques , en fe fermant 
du calcul différentiel & intégral. 

Exemple I. 

8*9. ^novr-EK les courbes dont il faut que les verres ayent les figures 
four rajfembler en un point , far le moyen de la refrailion , les 
rayons qui fartent d'un autre point donné, ou qui font parallèles. 

Fis. lix. Soient les courbes qu’on cherche reprefenrées par ACcc y 
dont le fbmmet foit au point donné A de la droite EA Fi 
ioit £ le point d’où partent les rayons , F celui où ils doivent 
s’aflèmbler après avoir fouffèrt refraélion en entrant dans 
la courbe, EC l’un de ces rayons qui entrant dans la courbe 
en C, fè rompt, & continue fon chemin par la droite CF » 
dC JD foit la perpendiculaire â la courbe au point Cj ainfi 
* £Cd*efl l’angle d'incidence > D CF efl l’angle de rtfraBioni 
fort. 458. que le raport du finus de l’angle d’incidence au finus de 
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l‘angle de refraâion, qui convient au milieu où eft le rayon 
incident EC, 8c au milieu qui eft la matière qui a la figure 
ACc^ Toit exprimé en general par deux lignes données, dont 
la plus grande fera m, la moindre fera », ainfi " exprimera 
leraport de U refrattion. Soit prifé la partie Ce infiniment 
petite de la courbe, & foient menés le rayon incident Ee 6c 
le rayon rompu rjF, & foient tirées cM, r2V, la première 
perpendiculaire fur le rayon incident EC prolonge en M, 
8c la fécondé fur le rayon rompu CF. L’angle CcM du trian- 
gle CMc rectangle en M , eft égal â l’angle d’incidence ECâ 
ou à fon oppofé au fbmmet MCD -, car CcM fait un angle 
droit avec cCM, & MCD fait un angle droic avec le même 
cCM. L’angle CVTfeft auffi égal i l’angle de refraétion DCF-, 
puifque dans le triangle CEEe reétangle en Et, l’angle CcEt 
•fait un angle droit avec cCEt, avec lequel l’angle de refrac- 
tion D CF fait auffi l’angle droit D Ce. D’où il fuit, qu'en 
prenant la particule Ce de la courbe pour le rayon , CM eft 
le finus de l’angle d’incidence , & CEE le finus de l’angle de 
refraétion ; par conféquent ~ == =. Ces chofes fuppofées. 

Soient les droites données EA = a, FA = é, l’augmen- 
tation finie & changeante de chaque rayon rompu EC fur 
le rayon EA, lequel entre par le fbmmet A , foit füppofée 
= s^, ainfi EC = a -t- la différence finie 8c changeante 
de chaque rayon rompu CF d’avec le rayon AF, foit ==#; 
cette différence « eft l’exccs de FA fur FC, ou de FC fur FA-, 
ainfi CF = b~tç.u. La différentielle CM de EC = dx^; la 
différentielle CEE de CF — h ? du. L’on aura donc, par les 
chofes que l’on vient de dire, — = ce qui donne ndt ^ 

== mdui prenant les intégrales on trouve »^= mui 
8c la proportion m . n .%• x^. ^ u. qui montre que l'excès ( ^) 
de chaque rayon incident EC fur EA[a) , eft à l’excès Ç+.u) 
de FA(t) furie rayon rompu CF correfpondant à EC, 
comme weftis. D’où l’on voit l’invention 8c U conftruHioii 
des quatre fortes et ovales dont parle M. De [cartes vers la fin du 
fécond Livre de fa Géométrie , qui font, du moins les trois pre- 
mières, les courbes propres au Problème propofe ; & avec 
quelle facilité on les trouve par le calcul différentiel & in- 
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Pour tracer ces courbes , i?, il faut mener la droite GAg r 
qui fafîé l’angle G AF de quelle grandeur on voudra -, St pouc 
avoir rel point C qu’on voudra , prendre A m telle qu’on 
voudra, Sc A n telle que»» . n :: Am , An-, mener la droite 
mn,ficdu cencre£avec le rayon £m tracer un arc. a". Apres 
avoir pris AG = AF, tracer un fécond arc du centre^ 
avec le rayon G n , le point C d’inrerfe&ion de ces deux arcs 
fera un point de la première de ces courbes. On trouvera 
de meme tous les autres points ; par exemple pour avoir un 
fécond point c, on prendra A ni , fit du centre E avec le 
rayon Ent on tracera un arc : on tirera mn parallèle à m n, 
fie du centre F, avec le rayon Gn, on tracera un fécond arc j 
l’interfochon c de ces deux arcs fera un fécond point de la 
courbe -, &r ainfi des autres. Car il eft évident , par la conf- 
tru&ion, qu’à l’égard de chaque point C, le rayon incident 
EC= £m ou Em furpaffè EA , & que l’excès eft^m ou Am 
= que l’excès àtFAfur le rayon rompu FC eft An 
ou An == u ; Se que ces deux excès A m ou Am, Fc An ou 
^»,font entr’eux comme weftà»: ce qui donne nz==—mui 
d’où l’on tire nd^ — — mduiScd^. — du :: m.n, qui eft la 
propriété de la courbe, qu'il falloit décrire. 

Pour tracer la féconde courbe ou ovale, il faut laifîèr les 
points E Si F, l’un à gauche, l’autre à droite de A, comme 
ils font fur la droite EA F, Sc changer de côté le point G, 
le mettant en g fur GAg prolongée du côté ÀzAg, de 
manière que A g = AG = AF , Sc prendre dans la confo 
tru&ion gn Sc g» au lieu de Gn StG», pour les rayons des 
féconds arcs qu’on doit tracer du centre F j Sc leurs inter- 
férions avetfles premiers arcs, tracés du centre E avec les 
rayons £m, Em, donneront les points de la féconde ovale. 

’ Pour tracer là troifiéme & la quatrième, il faut tranfpor- 
ter le point F en f du même côté où eft le point E, Sc qu’il 
loir plus éloigné de^ que n’eft Jepoint£>Scpour la troifieme 
il faut faire A g = A rj prendre, dans la conftru&ion, le 
centre f fit les rayons gn, gn, pour décrire les féconds arcs, 
dont les interférions avec Tes premiers, qui ontpourcentre£ 
fie pour rayons £m,£w, donneront les points de la troifiéme. 
Mais pour la quatrième il faut prendre AG — A f , fie dans 
la conftruélion prendre f pour le centre des féconds arcs, 
ficGn, Gn pour leurs rayons j leurs interfédions avec les 

premiers^ 
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premiers arcs décrits du centre £ avec les rayons £m , Em, 
donneront les points de la quatrième. 

R. £ M A R Q__U E S. 

I. 

O n remarquera que, dans la première & la quatrième, les 
excès An, An,(u) font négatifs, & pofitifs dans la fécondé 
fie la troifiéme ; c’eft à dire dans la première & la quatrième 
les rayons Gn , Gn des féconds arcs font moindres que FA 
ou (A , & qu'ils vont en diminuant ; mais dans la féconde 
&Ia troifiéme, les rayons gn, g» des féconds arcs furpaflènr 
FA ou tA , & vont en augmentant. Comme auffi qu’il eft; 
évident que,dans routes ces ovales, l’excès Am ou Am{zJ 
de chaque rayon incident £Cfur EA, eft à l’excès An ou 
An [u) An rayon rompu corrcfpondant £C (ur FA, ou de F A 
fur le rayon rompu FC, comme m eft à ce qui donne n ^ 
— +■ mu, .d’où l’on déduit nd^=^~^.mdu, & d^.+du .? 
m. ni ainfi ces ovales font les courbes qu’il falloit conftruirc : 
la proportion m . n 2^. u donne u = 


II. 

Si l’on veut avoir l’équation de ces courbes , il faut tirer 
l’ordonnée CB d’un point quelconque C, & nommer les 
données EA [a )-, FA [b) i les coupées changeantes AB[x 
les ordonnées BC (y), l’excès de£C fur EA ( sQ , l’excès 
de Fa fur F C , ou de FC fur FA, ( u = £ ) ( remarquant 

auflî que =-« .-) après ces dénominations, il eft clair que 
F B — *-*• xi F B = b — x dans la première & la féconde 
ovale ; dans la troifiéme & la quatrième ovale fB = 6 -*- x- 
& FE — b — a -, EC — a-t~ comme auflî EC — 

FC=b — u , ou { pour ne mettre qu'une même changeante 
dans l’expreflion des excès ^Sc u,) FC = b - £ 5^, «fans la 
première & la quatrième ovale ; mais dans la féconde &: la 
troifiéme, FC ou fc = b Cela fuppofé , les trianglcs- 

reélangles ECB, FCB ou fCB, donnent ÊC — ËB = cb 
~ — EC — FB -, c eft a dire z <* 5^ — xx — zax • — ■ yy 
— ££ l m~K. — xx ±. ibx j d’où l’on tirera une équation' 

qui n’aura que les changeantes x fans y, par le moyen' 
de laquelle on trouvera une valeur de qui étant fubfti- 
cuéc- dans celle que l’on ifoudra des deux équations dont yy 
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eft un membre, l’on aura une équation dont les changean- 
tes feront x&Cy fans j^, 8c ce fera l’équation de la courbe. 

III. 

Si l’on fuppofe EA[ a) infinie, c’eft à dire, fi l’on fuppofe 
que les rayons incidents EC font parallèles entr’eux & à EA, 
l’équation ia^ — xx — iax = yy deviendra tat^ 

— tax = o , tous les termes où n’eft pas a devenant zéro 
par raport à ceux où eft la grandeur infinie a i ce qui don- 
nera s^== x. Mettant cette valeur de ^dans l’équation y y 

— h — xx ±. ibx, elle deviendra.cn tranfpofânc 
le fécond membre, — f~ xx ±.~x + ibx yy — o , 

*440. qui eft l'équation de l’ellipfe*, pareeque m furpaflànt n, le 
terme où eft xx eft pofitif , & le terme y y l’eft auffi -, 6c 
* 439. exprime le raport du paramètre au diamètre. 

Si l’on fuppofè AF ou Af ( b) infinie , c’cft à dire fi l’on 
fuppofe que les rayons JCfônt les rayons incidents, & qu’ils 
font parallèles à AF, l’équation — xx±.ibx 

— yy = o deviendra + x bx = o 3 d’où l’on tire 

= x ; 6c fubftituant cette valeur de ^dans l’équation 
— xx — tax — yy= o, l’on trouvera ^-^-xx 
x — tax — yy — o , qui eft une équation de l’hvper- 
*431. bole par raport au diamètre j pareeque * xx 8c yy ont des 
*439. lignes differens } 8c ■"" ■ J - " * exprime le raport du paramètre 
au diamètre. D’où l’on voit que dans le cas des rayons in- 
cidents parallèles , l’ellipfe 6c l’hyperbole font les courbes 
propres à diriger par la refradion ces rayons vers un même 
point, comme on l’a démontré dans l’art. 498. 

Exemple II. 

830. Svp p ose' que la première fur face et un verre foit telle que ton 
Fig. LX. voudra, c'efi à dire qu'elle fait la furfice qui ferait formée par la 
révolution d’une courbe telle qu'on voudra ACR autour de fon axe 
E A D F, trouver la courbe D H R , qui par fa révolution autour 
du meme axe EADF , formera la fur face courbe qu'il faut donner 
à l autre c'oté du même verre, afin que les ray ms qui partent d'un 
point donné E fur taxe commun aux deux furfaces du verre , après 
avoir fouffert une première rtfraUion en entrant dans le verre par 
fa première furf ace courbe ACR, fuient, terts dirigés parla fécondé 
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rcfraiiion qu'ils fou friront en paffant du verre dans fuir par la 
fécondé furface D H R , au même point ou foyer F donné fur l'axe 
commun EADF. 

O N fuppofe, i°, que quoique la première figure du verre 
yl CR foie arbitraire, elle doit pourtant être telle que l’on 
fiçache mener par chacun de ces points C la tangenre de la 
courbe en ce point là ; afin que l’on puiflê tirer par chaque 
poinc C la perpendiculaire à la courbe ou A la raugenre de 
ce point Ci caron ne regarde point ici comme une partie 
de ce Problème, de trouver le rayon rompu C/ff de chaque 
rayon incident EC fur la première furface AC R du verre 
que l’on regarde comme donnée, quoiqu’il n’importe quelle 
courbe elle puiflè être : ainfi on fuppofe que l’on fçait rrou- 
verpourchaquc rayon incident £C,fon rayon rompu CHf : 
en voici la maniéré. On tire la perpendiculaire à la courbe 
PC , puis ayant fait PC, prife d’une longueur arbitraire, le 
diamètre d’une demi-circonferencc P K IC, qui coupe le 
rayon incident EC en I , on mene la droite P J , 5c fuppo- 
fant que ~ exprime le raport de la refraôion (qui eftde l’air 
dans le verre on prend PK quatrième proportionnelle à 
», n, PI , Zi ayant mis une pointe du compas ouvert de la 
grandeur PK au point P , on trace avec l’autre un arc qui 
coupe la demi-circonference en K, & enfin on tire KCHf, 
qui fera le rayon rompu du rayon incident ECi puifquc PI 
qui eft le finus de l’angle d’incidence 7 > C£“, eft par la conf- 
rruction à PK finus de l'angle PC K delà réfraction, comme 
m eft à ». 

Il s’agit donc de trouver fur chaque rayon rompu CH( 
par la première furface AC R , lequel rayon rompu eft donne 
de pofirion , comme on vient de le voir ; de trouver, dis - je, 
fur ce rayon rompu, le point H de la féconde furface courbe 
DHR qu’il faut donner à l’autre côté, du verre , afin que 
tous les rayons rompus C H par la première furface foient 
dirigés au même point donné F par la féconde réfraction 
qu’iïs fbuffriront aux points H en fortant du verre. 

On fuppofe, z°, que l’on prend à diferetion fur l’axe EADB 
le point D pour le fommet de la fécondé courbe D HR 
dont on veut trouver les points; ainfi les droites E A , AD, 
VF,i>CF ( font données. On remarquera que la première 
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courbe AC R peut être telle que les rayons rompus CHî 
iront rencontrer l’axe à des points f qui feront du côté de E % 
& non pas du côté de F , ou quelques uns du côté de £, &Ç 
d’autres du côté de .F ; & en tous ces cas chaque point f Si la 
ligne fD font toujours donnés. Il peut aufli arriver que ces 
rayons rompusC/ffjouquelquesuns.foicnt parallèles à l’axe, 
& dans ce cas on prendra for chaque rayon rompu la gran- 
deur Cf arbitraire, &c qui fera par confequent donnée. 

Fio.LIX. On fuppofe 5 0 , qu’en prenant comme dans le premier 
exemple (fig. J9) une partie Ce infiniment petite de la courbe,- 
& tirant de c la perpendiculaire cM for le rayon incident 
£ CM, & la perpendiculaire c N for le rayon rompu CNF , 
ou, ce qui revient au meme, du centre E avec le rayon Ec 
le petit arc cM , & du centre F avec le rayon Fc le petit 
arc cN-, CM eft lefinus de l’angle d’incidence, Sc CN le 
finus de l'angle de réfraction, comme on l’a démontré dans 
l’exemple precedent ; tle façon qu’en prenant auffi " pour 
l’expreflïon du raport de la réfraction qui fo fait au partage 
de l’air dans le verre 5 l’on aura pour tous les rayonsi inci- 
dents &les rompus correfpondanrs, m.nr. CM. CN. Au 
contraire au pallage du verre dans l’air, confiderant£Cdans 
le verre comme le rayon incident, &1CE dans l’air comme 
fon rayon rompu , on aura n . m.:: CN . CM. Or il eft clair 
que CM eft la différence infiniment petite du rayon incident, 
êc CNl a différence du rayon -rompu.; ainfîau partage de l’air 
dans le verre m eft à n comme la différence du rayon incident 
çft à la différence du rayon rompu } & au contraire dans le 
partage du verre dans l’air. 

Fia-LIX. Mais chaque rayon incident EC contient une partie 
& LX. confiante égale à EAiÈipn tirant du centre E avec le rayon 
EA un arc tle cercle At*[(ip 59), AM{fi%.6o), la partie 1 «C, 
MC du rayon incident eft fon autre parcie, qui eft la feule 
quantité changeante du rayon incident. En tiranc de même 
(£g. 60) du centre f avec le rayon t'A l’arc AN, NC fera 

Fig.LIX, la partie changeante du rayon rompu ; ainfi nommant ^ la 
partie changeante .« C, & «.la partie changeante vC dans la 
figure J9,C'W fera égale à dz^, & CN = du, St l’on aura m . 
n.-: d ^ . dui 4’où l’on déduira mdu = ndt , j &c prenant les 
intégrales on trouvera mu ~= ne, , ce qui donne m . n :: *: 

d'pù l’on voie que les intégrales (k &• de du fonç n C { sJ» 
il 1 d t 
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«C f« ) , & qu’ainfi dans la figure 60 MC . NC r. m . n. f,o. LX. 

Par la meme démonftration , en fuppofanc que H eft le 
point de la féconde courbe que l’on cherche , dont le rayon 
incident du verre dans l'air eft CHf, & le rompu HF, Sc 
tirant du centre f l'arc Dn , & du centre F l'arc Dm ; l’on 
aura» . m y.Hn . Hm. Ainfi nommant Hn (aj, Hm léra^ 

Il faut bien remarquer ce que l’on vient de démontrer dans 
tout ce qui précède 5 car c’eft de là qu’on déduira la refo- 
1 ut ion. 

Résolution. 

O n fuppoléra que le point H, pris dans le rayon rompu p I& lx 
CHf de la première refraétion, eft celui de la fécondé courbe 
DHR qu’il faut trouver ; on tirera du centre f qui eft: donné 
les arcsDff, Hb,Cc,AN> du centre.?, l’arc D«; du centre E, 
lire AM j on mènera du point donné C 6c du point H les 
droites C.B , HG perpendiculaires à l’axe: on remarquera, 

? u’à caufe des rayons égaux deux à deux fA , fiV; fc, fc\ 

H , fhi ÏD, f«, on aura NC—Ac, CH— -ch, Hn —'bD, 

Sc Nn — AD. On nommera les données f?(/), FD 
= Fm{e),DB[b ) , Dc{c) i les inconnues DG (x ), GH(y) t 
SC Hn ( O i d’où fuit q u e FG—e+x, F H — Fm + mH 
= r -h =^ifG =/-♦•? x,fH = fD-*-nHa=f-+-e + z t , 
ÎB—f+e+b, fc = fc = f F •+- FD ■+■ De ■= f + c -t- C . 

Ces chofes fuppofées. 

Les rriangles FGH, fGH \ rectangles en G , donneront fh 
{ re^^re^ ~ZjJ'—Fü'{—ce—iex — xx) — c~H {yy) 

= îhi\ff+- 1 cf -t-ee-t- 2 fx^r îr^-v- z&) — F&‘( — ff— le f 
— ee — ifx — îex — xx :) d’où l’on tire l’équation 

mm — »n X me _ _ 

- mi - •+■ -K.’+-ifx = O. 

— *Â. 

Les triangles femblabies fCB,fHG, donnent auflî fc[f+e 
■4-c) .fB(f-*- e *- b) :: fH( f-y- . fc (/V e -+- * : ) 

d’où l’on déduit DG{x ) — 

tuant cette valeur de x dans l’équation précédente , l’on. 


aura 


— 

— ifK 


ir-it- 
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qui eft une équation du fécond degré donc ç eft l’inconnue, 

& dont le dernier terme eft négatif, à caufé de c{Dc ) plus 

f ;rande que b ( DF ) î ainfi il y a deux valeurs de ^ dans 
‘équation , l’une pofitive & l’autre négative. On trouvera 
la ligne droite qui eft la valeur pofitive de comme on l’a 
enléigné dans l’article 194; &c après avoir tracé du centre f 
avec Te rayon (D l’arc Dn qui rencontre îH au point », on 
prendra « H égale à la ligne droite qui eft la valeur de s^, 
& le point H , ainfi trouve, fera le point delà courbe DHR , 
qu'il fallait trouver. 

On trouvera de la même maniéré les autres points de la 
courbe DHR -, & après l’avoir tracée, en faifànt faire une 
révolution à la courbe D HR autour de fon axe DF, elle 
formera la fécondé fùrface qu’il faut donner au verre , afin 
qu’il dirige au foyer J tous les rayons qui partent de point f, 
éc qui fouflfrcnt une première refra&ion à l’entrce ou verre 
AC R î fi l'on fait faire une révolution à la figure ACRHD 
autour de l’axe AD, elle décrira la figure fblide que doic 
avoir le morceau de verre. 

R E M A R. Q_U E. 

S t les rayons rompus CHl, ou les incidents EC, ou quel- 
ques uns de ces rayons, fe trouvoient parallèles à l’axe, fup- 

{ lofant , par exemple pour ces cas là , que Hf eft parallèle à 
’axe , il faut alors prendre Cf d’une grandeur arbitraire que 
fon regardera comme donnée, & tirer par D , au lieu de 
l’arc Dn, une droite Dn perpendiculaire aux deux droites 
ADF, CHî , qui font parallèles dans ces cas 5 & le point» 
étant ainfi déterminé fur f»,on trouvera »jy(sQdela même 
maniéré qu’on l’a trouvée dans la refblution qui précédé; 
en remarquant que les arcs H b. Ce, AN, font des lignes 
droites perpendiculaires aux deux droites ADF , CH{ , que 
ce cas fuppo/è parallèles. 

Seconde résolution. 

Ou autre maniéré plus /Impie de trouver chaque point H 
de la courbe que Ion cherche. 

On a vû dans la première refolution que jV/C . NC :: m . », 
& qu’ainfi NC = ^MCi que Hm . Hn :: m . n, d’où l’on 
a Hn~ '„Hmi que Ac — NC = ~ MC i que Dh <= Hn 
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==:^Hm} qu e Fm=FDi & qu’cnfin Nn = AD. L'on 
tire de là CH — AD — NC —Hn — AD — £ MC 

— tranfpofant, on aura CH-+- £ Hm = AD — ^MC, 
ajoutant au premier membre ~Fm , & au fécond ~FD 
= ’Fm, l’on trouvera CH -4- £ H m •*- %Fm — AD 

— ^MC ~FD- Mais Hm Fm = H F j ainfi mettant 
HF dans le premier membre au lieu de Hm -t- Fm , il vien- 
dra CH -+■ ~ H F — AD — â MC -+-^FD. L’on a donc la 
grandeur toute connue AD — ~AfC •+• ",FD égale à la 
fomme des deux grandeurs CH -t- - H F , dont chacune en 
particulier eft une inconnue: concevant que l’on-ôte de cha- 
cune la grandeur CH, il doit relier AD — £ MC £ FD 
— CH = î HF. 

Cela donne cette manière très lîmple de trouver le point 
H. i°. Il faut prendre fur la ligne CH ( donnée de pofition 
& de grandeur, la ligne CL égale à la Ibmme des grandeurs 
données AD — 5 MC -+• "FD , 8c tirer la droite LF. 
z’. Il faut prendre fur LHC la ligne L n égale à la ligne 
donnée rt, 8c ayant ouvert le compas de la grandeur de la 
ligne donnée m , en mettre une pointe au point n , & avec 
l’autre pointe tracer un arc qui coupe la droite LF en un 
point m, & tirer la droite nm. 3MI faut mener parle point 
donné F la ligne F H parallèle à mn, le point H, où elle ren- 
contrera la droite LH, fera le point de la courbe que l’on 
cherche : car CL étant , par la conftruétion , égale à CH 

UHF, en retranchant CH, il faut que le relie lhCo it jj hf. 

Or par la conftruclion mn(«).Zn (»):: HF . LH ', donc LH 
=* ïHF; ainfi le point H, que l’on trouve par la conftruc- 
tion , eft celui qu'il falloit trouver. On trouvera de même les 
autres points de la courbe DHR. 

Exemple III. 

8 j .8 J 1. BAC eft une chaîne très flexible & incapable d’extenflon , com- F t c. LXI. 
pope par exemple de très petits anneaux égaux , ou de globules 
égaux , attachée par les deux bouts en B C , qui font dans la 
même horizontale B C ; // faut trouver la courbe BAC formée par 
cette chaîne fujpcnduc librement , & conflruire cette courbe. 

Il eft évident, i°,qu’à caulè de la parfaite uniformité qu’on 
lûppofc dans la chaîne, elle doit fe difpofer par fa pelanteur 
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& fa flexibilité, de telle forte qu’en menant par le pointé, 
qu’on fuppofe le plus bas , la verticale AD, la figure BAC 
foit partagée par la moitié par AD, & que les deux moitiés 
de cette courbe B A &c CA loient égales & uniformes } de 
façon que prenant pour l’axe, &CA pour l’origine, les or. 

données DB,DC, à un même point D de l’axe, foient égales. 

1". Que la partie de la courbe au fommet.^, qu’on conçoit 
infiniment petite, eft parallèle à l’horifon j Scqu’ainfi la tan- 
gente Ag au fommet, eft horizontale. 

3". Que fi dans la fituation où s’eft mife la chaîne fufpen- 
due en B &c C, ( la fuppofimt fur un plan vertical ,) on l’atta- 
choit à ce plan au fommet A , elle ne changeroit point de 
figure ; de maniéré qu’en concevant l'une des moitiés, com- 
me AC, retranchée, celle qui refteroit, comme B A, confer- 
veroit la même figure qu’elle avoit; d’où il fuit qu’on peut 
concevoir au fommet A la force qu’on nommera (a), qui 
retire chaque moitié B A , CA de la fituation verticale, ou 
de la perpendiculaire à l’horizon B g ou CK, où elle fé dif- 
pofêroit par fa pefanreur, fi elle n’étoit attachée que par 
l’un de les bouts i?ou (7,-pour lui faire prendre la figure 
courbe B A ou CA. 

4°. Que chaque point de la chaîne eft tiré verticalement 
en bas par la pefanreur de la partie de la chaîne qui eft de- 
puis ce point là jufqu’au point le plus bas A. Ainfi le point B 
eft tiré en bas verticalement par le poids de la moitié de la 
chaîne B A : chaque point, pris entre B & A , eft tiré de 
même par le poids de l’arc de la chaîne qui eft depuis ce 
point là jufqu’au pointé. On peut prendre, à caulc de l’uni- 
formité de la chaîne, chacun des arcs delà chaîne, qu’on 
nommera ( u ) , pour la pelânteurde ce même arc. D’où l’on 
voit que chaque petite partie de la chaîne eft tirée verti- 
calement par l 'effort du poids ( #) , & en même temps hori- 
zontalement par la force (a) du fommet Ai ce qui lui fait 
prendre la fituation de la tangente de ce point ou de cette 
petite partie «je la courbe. Ainfi , 

j°. En concevant par chaque point de la chaîne (on pren- 
dra ici pour exemple le point B) une verticale B g julqu’à la 
tangente horizontale A g du fommet A, la tangente BM 
delà chaîne à ce point B , & par g la parallèle gN à la tan- 
gente BM, le point B eft poulie verticalement fuivanr la 

direélion 
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direction Bg par le poids de la moitié de la chaîne, 6c retiré 
en même temps horizontalement fuivant la direction hori- 
zontale gA, ou une parallèle à gA au point B, par une force 
confiante , qui eft la même pour chaque point , 6c qu’on 
conçoit au fommet A tirant fuivant g a 5 ce qui eft caufè 
que la partie infiniment petite B b eft mife par ces deux 
efforts dans la dire&ion de la tangente B b M qui eft le pro- 
longement de la petite partie B b. Or en menant la verti- 
cale ebm infiniment proche de Bng, l’on aura le pctic 
triangle B b e, reétaagle en c, femblable au triangle BgM , 
rectangle en g, 6c l’on aura, pour chaque point comme 2?, 
cette proportion ( en fuppofanc que 2?m reprefentc l’effort 
de la chaîne BA[u) fuivant la verticale, 6c g M l’effort de 
la force confiante (a ) qu’on conçoit au fommet a) Mg . Bg 
:: Bc .eb :: (a) . B A f u )- 

Ainfî nommant (x) chaque coupée prifc fur l’axe AT) oa 
fur les parallèles à l’axe comme B g, 6c y chaque ordon- 
née BD ; B c fera dy , 6c e b fera dx, 6c la proportion précé- 
dente s’exprimera de cette maniéré Bc(dy) . eb (dx) :: a . 
BA(u) ; d’où l’on aura adx — udy , ou dy = -ifs , fout 
ï équation de la courbe là h. ou CA formée far la chaine. 


Corollaire. 


Comme du -=?*Vdx" -t- dy 1 = ( en mettant au lieu de dy ' fa 
valeur prife de dy = V = 

qui donne du' ~~ x uu aa , ou bien uudu ' = dx'- x 
vu -t- au ; on aura udu = dxVuu -+-aa j d’où l’on tire dx 
= — ; en prenant les intégrales, on aurax = 

êc xx = uu -+- aa, 6 1 ua — xx — aa ou bien h =Vxx — 7 /a, 


( qui fait voir’que la longueur d’un arc quelconque u, de la 
courbe B A formée par la chaîne , eft égale à l’ordonnée 
d’une hyperbole équilatere dont a eft le demi - axe , 6c x la 
coupée. ) Enfin en mettant cette valeur de u dans dy= -üBl j 
on aura dy = “ lx — four t équation de la courbe formée far la 


= S. — ^ 


410. 


thainette qui exprime le raport de l’ordonnée y == S. dy 
==■ , 6c de la coupée x. 

TTtcc 


Digitized by Google 



S78 Analyse d e m o n t r. e' b. 

R E M A R. ï. 

En fuppolànt«=odans x—Vuu-*-aa,ou dans»=V.tjf — 
on trouve x = a > cela fait connoîcre que la coupée x ne 
commence pas au fommec A, qui efb l’origine des arcs « de 
la courbe A B , Si n’eft pas feulement AD , mais qu’elle 
s’étend plus loin jufqu’au point £ où ]’<?n fuppofe A£ = a $ 
ainfi ED = x, & AD — x — a. 


Différences maniérés de conjlruire U courbe formée 
par la chaîne. 

I. Par f hyperbole èquilatere. 

Il faut multiplier les deux membres de dy = par a, 

%lx\- ~~ ** 

Sc l’on aura ady — " Jl ■ . Or a dy eft l’élement d’un rec- 
* Son. tangle fie eft le double de - "~ x — ,*qui eft l’élemenc 

d’un fedeur d’hyperbole èquilatere , dont la moitié du pre- 
mier axe eft a. C’eft pourquoi fi l’on décrit fur le premier 
axe £y^D(x)parle fommet^une hyperbole èquilatere AP 
dont le centre foit E, & la moitié du premier axe EA (a), 
Sc qu’on tire la droite EF, on aura le lecteur hyperbolique 
*6 09. AEF~* •“==;&fil’onmene£/ parallèle à Ag,Sc qu'on 
fafle le rectangle A f égal au double du fedeur hyperboli- 
que A EF , qu’on regarde comme donné, le redangle Af 
fera ay ou S .ady = S. - . Enfin fi l’on prolonge l’ordon- 

JX* -~d4 

née FD de l’hyperbole , Sc fg du redangle ; le point de ren_ 
contre B fera un poinc de la courbe formée par la chaîne. 
On trouvera de même les autres points de la courbe : car 
en concevant le redangle Af partagé en un nombre infini 
d’élemens égaux, comme/g mm , Sc de même le fedeur 
hyperbolique A EF partagé dans le même nombre infini 
d’clemens ou de petits lecteurs égaux, chaque élément du rec- 
tangle fera double de chacundesélemensdu fedeur,&7?e(*ly) 
de la courbe B A fera égale ifm{dy) de l’élement du rectan- 
gle, Sc e b (dx) delà courbe B A fera égale à g f ^*)qui entre 
dans l’élement du fedeur hyperbolique. Ainfi par la conft. 
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enuSion, <tiy~ & Be{dv) = - *? *- , qui eft la pro- 

i*t.rjr — ** S* * — ** 

pricté de la courbe B A, qu'il falloit cotijlruire. 

II. Par la reBification fûppvfée de la parabole. 

du* = Vdx % -v dÿ = (en fubftituant au lieu de dp' fa * j8i. 
valeur prifè de l’équation de la courbe dp = ~ ix ~ ) 

- *i*— . Par confequent dp-*~du = ï i?.** d * = ( en divifant 

le numérateur & le dénominateur par Vx -t-a) dxV]~. Il 
faut trouver une courbe dont les coordonnées x & p ayene 
la même origine E que les * & lesj» de la courbe B A , ôc fe 
prennent fur les mêmes lignes } & nommant (r) chacun des 
arcs de cette nouvelle courbe depuis fon fommer , l’élement 
de fa rectification foit dt=dxV x ^. Pour cela il faut fup- 
poferd/=<fev'|^j =*Vdx l -*-dy l -, ce qui donnera * 5 Sl - 

= dp 1 •+• dx 1 , ôc ôter dx l de chaque membre , &. l’on aura 
— dx l — — dp* j ce qui donne dy — dx : 

en prenant les intégrales , on aura y= iVia x x — à = 

VSa x x~ = ~â, qui eft l’équation d’une parabole fimple dont 
les coupées font x — a -, c’eft à dire , l’origine des coupées 
eft au point A, & le paramétré = 8 a. 

C’eft pourquoi fi l’on décrit fur l’axe AD la parabole AG 
dont le paramétré foit = 2a, & qu’on prenne une droite 
égale à la longueur, qu’on fuppofe donnée , de chacun des 
arcs de cette parabole, & qu'on applique cette droite au 
point correlpondant de l’hyperbole equüatere AF % fur l’or- 
donnée de ce point là ; par exemple fi l’on prend la droite 
égale à AG , & qu’on l’applique au point F correfpondanc 
à G, fur JD, le point J où fe terminera cette droite — AG , 
fera un point de la courbe B A formée par la chaîne. On 
trouvera de même chacun des autres points : car la longueur 
de l’arc AG =S.dt— S. dxV~ = ( en multipliant le nu- 


mérateur & le dénominateur par Vx+a) S . x dr * * d T = S. -~— 

Jxx—xx a XX — XX 

-Jiï- = ?>.dy+.S.du ; d’où ôtant S. du = S. 

sf xx — ** J XX— eut 


= Vxx — aa , (qui eft l’integrale de ldr ~ ) — FD qui eft 

TT etc ij 
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l’ordonnée de l’hyperbole équilarere AF, il refte S.dy*= y 
= S. - • C’eft l’équation de la courbe B A, qu'il falloit 

cotijituire. 

III. Par la logarithmique. 

Jl fautfuppofer la différentielle logarithmique gL- 

= dy, St chercher la ligne qui peut avoir pour logarithme 
S.tp-: pour cela il faut fùppofer = x , ce qui donnera 
aa — o; d’où l’on tirera deux valeurs pofitives 
de fçavoir *z Vxx — ali, ( la plus grande valeur 

de s^aura le ligne -t- , & la moindre le ligne — j ) & en pre- 
nant la différentielle , on aura dg== . & di- 

J xx — dd 

vifant le premier membre par x,, Sc le fécond par la valeur 
de z, — x ±.Vxx—aa, on trouvera en multipliant les quo- 
tients par a, ^ = - ** - ■ : ce qui fait voir que les gran- 

deurs, dont S. ^ eft le logarithme, fon t, la plus g rande *j=x 
Vxx — ââ , la moindre 2^— x — Vxx — aa,St les ajou- 
tant enfemble , leur fomme fera ix , dont la moitié eft la 
grandeur x , c’eft à dire la coupée de la courbe JB AC for- 
mée par la chaîne. Ce qui donne cette conftruclion. 

i°. Il faut mener par E l’origine des*, l’horizontale fEK, 
la prendre pour l’axe de la logarithmique , c’eft à dire pour 
la ligne des logarithmes^ = S.^ = S. ~i ‘f !— , St tracer la 

logarithmique JA L qui paffe par le point A , où l’on a AE 
= , donc la foutangente foit par-tout égale à AE (<*),& 
AE{a) fera prife pour l’unité dont le logarithme eft zéro, 
les logarithmes EK (y) à la droite de AE , feront les loga- 
rithmes des grandeurs KL qui furpaftént l’unité (a) , St les 
logarithmes £ f( — y ) à la gauche de AE , feronc les loga- 
rithmes des grandeurs fl moindres que a, St ces logarith- 
mes feront y = S.^ = S. -- - - - T St les grandeurs, dont ils 

font les logarithmes, feront KL(xJ — x -+- Vxx — aa-,fl(f) 
=. x — >/ xx — aa. 

z". Il faut prendre de chaque côté de E deux logarithmes 
égaux EK, Ef, St ajouter enfemble les deux grandeurs KL, 
fl, dont ils lônt les logarithmes 5 ces grandeurs feront KL 
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±= g = x Vxx — ââ, fl — — x — v'xx — aa i car 

( à caufe des logarithmes égaux £/C = Ef = y — S. ^ 
t= &. -==,) l’unité a eft moyenne proportionnelle entre KL{z) 

& fj : Or il eft évident que leur iomme fera KL •+■ fl 
— ^ — ix. Il faut prendre la moitié de cette femme, 

qui fera x -ïf^ = x, & faire KC, fB chacune égale à /f . 
c= = x , & les points C&cB feront chacun un point 
de la courbe B A C formée par la chaînette. On trouvera 
de même les autres points deux à deux. Car, par la conf- 
truciion , en prenant pK & fm chacune = dC = dy = ^ 
as •**- , EK & fon égale £/font chacune —y = S. ^ 

—> S, * dx = DC = & c’eft l'équation de la courbe. 

J XX — « 

De plus les logarithmes égaux EK, Ef font, par la conftruc- 
tion, les logarithmes, le premier de KL = g= = x Vax _ aa , 

&c le fécond défi = — x — Vxx — aa , Sx la moitié de 

la fomme — KC*=fB . eft égale à la coupce ED(x) 

delà courbe BAC-, parccque c’eftla coupée (x)dela courbe 
PAC qui fe trouve dans l’cxprefïïon dy = = —* dr , 5c 

J XX —um 

dans x ±. Vxx — Enfin en tirant Ip & /p, de façon 
que dC{dy)fo it égale à ip & à /C/> , & la tangente LS , & 
nommant KL ( x •+■ Vxx — aa',) Lp fera — ""''•' - Zlir ; /p 

XX — 

—pK fera , par la conftrudion, dy — ‘-f = — ; & /CS 

— «4 

fera = <* > & l’on aura cette proportion Zp ( 'f*.'"* -*• . 

«/ 4 T 4 T -44 » 

.Ip(dy) Z/C { x -+- Vxx — ) . /CS (<» ) , qui donne l’équa. 

tion de la courbe Vy = — — . 

Exemple IV. 

8$ 2- Svpposan T qu'un (orps pefant , <?/<*»/ mil par fa feule pefan- Fic.LXn, 
tcur, doive aller du point A au point K qui font donnés , non pas 
dans la snéme verticale , mais dans la droite A K qui fait un angle 
aigu KAB avec l' horizontale A BD; trouver la courbe A CG K 
que doit décrire ce corps par fa feule pefanteur pour aller de A 

T T 1 1 1 iij 
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en K le plus vite qu’il eft poftible , c’eft à dire , en y employant le 
moins de temps qu'il eft poffiblc. 

Qu’on imagine que la courbe qu’on cherche, ed^CEGKi 
il eft évident qu’en prenant deux parties voifines quelcon- 
ques infiniment petites CE,EG de la courbe, le mobile doit 
employer à les parcourir le moindre temps poftîble 5 car s’il 
cmployoit plus de temps à parcourir les deux particules CE , 
EG, que deux autres CH, H G qu’on pourroit imaginer, il 
eft clair que la courbe qu’on cherche kto\tACHGK, 8c 
non pas ACEGK, contre la fuppofition. 

Pour rcioudre le Problème , on va chercher par les con- 
ditions données une propriété commune à ces deux parti- 
cules CE, EG, c’cft à dire qui foit exprimée par une même 
équation , & ce fera l’équation de la courbe qui exprime une 
propriété qui convient à chacun de Tes points ou à chacune 
des parties infiniment petites dont elle eft compofce. 

On prendra les coupées fur l’horizontale A BD , & les 
ordonnées feront les verticales BC, DE, F G, &c. & ayant 
pris les deux parties infiniment petites CE, EG , qu’on confi- 
derera comme changeantes, on nommera CE (sQ, £G'(«) j 
& comme on les fuppofe prifes à une hauteur connue , les 
ordonnées BC, DE feront regardées comme connues, 8c 
on nommera BC(b), D E(e), 8c l’on mènera les horizon- 
tales CI, EL i on regardera les points C, G comme donnés 
de pofîtion fur le plan vertical , 8c CI, EL auffi données de 
pofition ; mais les petites parties de la courbe CE, EG étant 
regardées comme changeantes, il faut qu’on puifie les faire 
joindre à un point £ fur l’horizontale LE donnée de pofi- 
tion ; de façon que le temps que le mobile employera à les 
parcourir, foit moindre que le temps qu’il emploiroit à par- 
courir deux autres petites parties de courbe CH , HG qui fe 
joindroient à un point H different de £. Cela fuppofé, le 
mobile étant defeendu de la hauteur BC quand il parcourt 
CE, 8c de la hauteur DE quand il parcourt EG, la vitefte 

* 308. avec laquelle il parcourt CE doit s’expnmer’par VBC(Vb) , 

ScVDE(Ve) fera la viteflè avec laquelle il parcourt EG, & c 

* joi. le temps qu’il employé à parcourir CE s’exprimera par*^j^ 

( ÿj- ) j de même ( 77 ) exprimera le temps qu’il employé 

à parcourir EG, Or il faut par les conditions du Problème v 
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•que la Comme de ces deux temps foie an moindre ; 

par confèquent la différentielle de-cette exprellîon doit être 
* égale à. zéro -, ce qui donne l'équation dfr d~ = o. 

Qu’on imagine à prefenc dans LE prolongée en H la 
ligne EH infiniment petite par raport a EL, c’eft à dire, 

3 ue EH eft un infiniment petic du fécond genre, puifque EL, 
iffèrentielle de la coupée, eft un infiniment petic du premier 
genre: Qu’on tire CH, GH, êc du centre C avec le rayon CE 
le petit arc E m qui rencontre CH en m , 6c de même du cen- 
tre G avec le rayon GE le petic arc En', il eft évident que// m 
eft la différence dz^ de ce ( gj * 6c comme C£ va en dimi- 
nuant, étant plus grande que CH de l’excès Hm, Hm eft 
une différence négative -, ainfi Hm = — d%. De meme Hn 
— du , & du eft pofitive , parccque GE(u) augmente en 
devenant GH de la différentielle Hn(du). Les angles CEI , 
HEm font égaux, faifant chacun un angle droit avec l’an- 
gle CEH. Les angles H En , EGL font aufli égaux, faifant 
chacun un angle droit avec l'angle GEL -, car , à caufè du 
triangle GEL rectangle en L, EG L GEL font un angle 
droit , ôc les trois angles au point E fur HL , HEn- 1 - n EG 
GEL faifant deux angles droits, 6c nEG étant droit , HEn 
-+- GEL valent un angle droit. En prenant HE pour le rayon, 
H»1 ( — dzj eft Iç finus de l’angle HEm — CEI, & nn (du ) 
eft le finus de HEn — EGL. D’où l’on voit qu’en donnant 
un rayon égal aux angles CEI , EGL, Hm ( — dzj eft à Hn(du), 
comme le finus de CEI au finus de EGL. 

Si l’on fait donc c £ — EG, ôc qu’on tire g/ parallèle à El, 
l’angle Cgi fera égal à CEI, ôc les rayons cg, EG étant égaux'. 
Cl finus de l’angle Cgi, égal à l’angle CEI , fera à EL finus 
de EGL, comme — d s; eft à du. Or nommant Cl (m ) , 6c 
Ei.(n ), on trouvera (à caufe des bafès parallèles El, g/de 
l'angle ECI) la valeur de C/par cette proportion CE(z^) . 
Cg = EG ( u J :: Clfm). Cl= On vient de démontrer 

que Hm(-dï^) . Hn(du) :: C l (~) . EL (n). Donc du = 
— Il faut fubftituer cette valeur de du dans l’équation 
TT TT = o , 6c elle deviendra -J} — — 0 j d’où l’on 

tire mu x y/e = sa^x y/ti Sc divifant chaque membre par mn, 
on aura } c’eft à dire ( en mettant les lignes 

exprimées par les lettres ) — i ce qui fait 
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voir que c’eft une propriété commune à chaque partie infi- 
niment petite de la courbe qu’on cherche, que le produit 
de cette partie ou de ce petit arc par la racine de (on ordon- 
née , divifé par la différentielle de fa coupée, eft, pour cha- 
cune, la meme grandeur, c’eft à dire égal à une grandeur 
confiante j ainfi nommant chaque coupcc AB(x), chaque 
ordonnée BC(y), chacun des arcs de la courbe(u) à com- 
mencer au point A, & la grandeur confiante (Va ), l équation, 

* jSi. J e l a courbe fera ~ = Va ; ou bien ( à caufe de * du 

= Vdx 1 ■+- dy') V y y Vdx * -t- dy l = dx x Va. 

Or on déduit de in f x — — Va , dx = } ce qui 

donne dx 1 = du' y ~,Sc mettant ces valeurs de d x 8c de dx % 
dans VyxVdx'-i-dy'—dx x Va, l’o n trouve Vy x V £ du 1 dy' 
— du x Vy , qui fe réduit à a — y y du' — ady 1 j d’où l’on 
déduit du = dy yV—cji prenant les intégrales, on trouve 

l _JL 

u — — i x a 1 x a — y 1 , qui’devient, en fuppount a — y 

* 4 = s^, u = — iVax^ r qui eft l’équation de la cycloïde, ‘dont 

le cercle PSR, qui fe rt à la former, a fon diamètre PR = a, 
r^j=y, RQj=<* — y la corde RS Va xa — y 

= Vas^ \ le ligne négatif fait voir que ce n’eft pas l’arc AC 
de la cycloïde, mais l’arc CR, qui eft » = — iVag. D’où 
l’on voit que la courbe ACGR de la plus prompte defeente, 
eft une cycloïde. Ce quil faüoit trouver. 

Exemple V. 

^ 3 ?• T^ROvrER la figure courbe qu’il faut donner à la proue d’un 
yaiffeau, afin qu'il vogue dans la mer avec la plus grande viteffe 
pojfible ; ou, ce qui revient au même , afin qu'il trouve dans le au 
de la mer la moindre refifiance polfible. 

**** O n réduira ici la queftion à trouver quelle eft la courbe 
CEG , qui tournant autour de fon axe UDF, doit former la 
furface courbe d’un corps qui , allant dans l’eau fuivant la 
direélion de fon axe FDBAN, trouve, de la part de l’eau, la 
moindre refifiance poffible. 

Il faut prendre, comme dans l’Exemple précèdent , deux 
parties voifines, chacune infiniment petite ,de la courbe, 
tomme C£> £G, & mener les ordonnées £C, DE, FG, Sc 

1 es 
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les parallèles à l’axe, Cl, LE. Et comme, en fuppofant que la 
furface formée par la courbe fe meut dans l’eau en repos 
fuivant la direction FDBA , elle trouve une refiftance prc- 
cifément égale à l'effort que feroit l’eau , qu’on fuppoferoic 
fo mouvoir, fuivant la même direction A BD, vers le côté 
oppofé, contre cette meme furface luppofée en repos 5 en 
fuivant cette derniere fuppofition , on prendra, fur IC pro- 
longée, CK pour la hauteur du volume d’eau qui viendroit 
heurter contre la zone formée par la révolution de la petite 
partie CE autour de l’axe JS Z). La même CK peut auffi mar- 
quer le filet d’eau qui vient frapper le point C-, & les paral- 
lèles à CK dans le même plan , peuvent marquer les filets 
d’eau qui viennent pouffer la petite partie CE. 

Or en tirant par Cia perpendiculaire pCPà la courbe, & 
du point K, Kp perpendiculaire fur Cp, & enfin de p tirant 
perpendiculaire lurCVC, on trouvera ainfi l’expreffion de 
l’effort du quadrilatère d’eau frappant perpendiculairement 
OC— El, & obliquement CE. Si CK exprime l’effort entier 
de ce quadrilatère d’eau contre OC, on doit prendre pC 
pour marquer* l’effort de ce même quadrilatère contre CE * jiS. 
fuivant la direction pCP perpendiculaire à CE. Et pC expri- 
mant l’effort de l’eau contre CE fuivant la direction perpen- 
diculaire CP, la droite qC* doit marquer l’effort de la même * 318. 
eau contre CE fuivant la direction Cl parallèle à l’axe BD. 

D’où l’on voit que l’effort de l’eau contre CO qu’elle ren- 
contre perpendiculairement fuivant la direétion de l’axe , 
eft à l’effort de la même eau contre CE fuivant la même 
direction Cl parallèle à l’axe , comme KC eft à qC, c’eft à 
dire en railon doublée de /CCà pC, (car KC .pC pC . qC.) 

Or les triangles rectangles CEI, CKp font femblables , EC 1 , 
p CK faifant enfomble un angle droit ( à caufo des trois an- 
gles ICE , ECp,pCK égaux à deux droits , & que ECp eft 
lui foui un angle droit j) par confoquent KC . qC :: KC 1 • Je 1 
CÊ 1 • £/\ On peut donc exprimer le raport de l’effort de 
l’eau contre CO ou contre fon égale El fuivant la direction 
de l’axe, à l’effort de la même eau contre CE fuivant la 

même direétion de l’axe , par rrr. Et comme la refiftance 

de CO — El, & de CE contre l’effort de l’eau qui les pouffe- 

YVuuu 
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roit fuivant la dire&ion de l’axe, eft égale à la refiftance que 
doivent trouver CO 8c CE en pouffant elles mêmes l’eau en 

repos ; le même raport ^-exprimera le raport de ces refi- 

ftances. 

Pour avoir à prefent l’expreffion de la refiftance de la. 
zone formée par la révolution de C £ autour de l’axe ED, 
il faut trouver l’expreffion de la furface ou couronne formée 
par OC ou par fon égale El autour de l’axe BD. Pour cela, 
en fuppofant que { exprime le raport du rayon à la circon- 
férence, nommant DI = BC (y), 8c £7 (d y), & faifanc r 
■ c :: DE . ,XDE = rX 'V ~ *■■■ , ce quatrième terme exprimera 
la circonférence dont DE eft le rayon, &c{DE x CiBl—CLEî: 

"fera l’aire de ce cercle. De même '.*££. 

X r XT * 

fera l’aire du cercle donc DJ ou BC( y) eft le rayon ; 8c ôtant 
le moindre de ces cercles du plus grand, le refte 
— ‘-2±L ( à caufe de dy x infiniment petite par raport àyciy ) 
fera lafurface ou la couronne formée par la révolution de El 
autour de l’axe BD > 8c remettant les lignes de la figure à 
la place des lettres, on aura, pour cette furface, ■- 8 r fxE/ . En 
fuppofant la hauteur du folide d’eau , que rencontre cette 
furface, égale à l’unité, 8c la viceffe de ce folide d’eau, dans 
la fuppofition qu’il fiât en mouvement, auffi égale à i j LÜ££jçE 
fera l’expreffion de l’effort de ce folide d’eau en mouvement 
contre cette furface en repos , 8c par confequent de la refi- 
ftance que trouve la furface formée par la révolution de El 
autour de l’axeifD, en fuppofant qu’elle fe meut contre l’eau 
en repos. Or le raport, de la refiftance de El à celle de CE 

fuivant la direction de l’axe , eft j faifanc donc cette 
proportion CE ■ eT , yBC ^ T ' . cX BI , le quatrième 

f X £ / ^ ^ ÿ c 

terme - — m— fera l’expreffion de la refiftance que trouve 

la zone formée par la révolution de CE autour de l’axe BD , 
â fo mouvoir dans l’eau fuivant la dire&ronde l’axe DBj4. 

Par les mêmes raifons r . * CL fera la refiftance de la 

r X6£ « 
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petite zone voifine formée par la révolution de G £ autour 
du meme axe 2?D. 

Ainfi fuppofant les changeantes CE — x^,GE = u,8c les 
confiantes, regardées comme connues par raport à ces deux 
pentes parties de la courbe, CB=b,DE = e,EI='-f,LG — g, 
C/= m, EL — n i la fomme des refiftances des deux petites 
zones voifines formées par la révolution de CE,EG autour 
de l’axe BDF, fera , ou bien (en divifant l’un 8e 

l’autre terme par 7, ce qui n’en change point la valeur) ^ 

Or cette Ibmme, parles conditions du Problème, 
effc un moindre } par confequent * fa différentielle -h * jjC- 
= o. 

Or en prenant furZ£ prolongée en H, la droite EH infi- 
niment petite par raport à LE , tirant les droites CH, GH, 

& du centreC avec le rayon CE, le petit arc Em qui rencon- 
tre CH prolongée en», & du centre G avec le rayon GE, 
l’arc En qui rencontre GH en n J on prouvera , comme dans 
le Problème précèdent, que l’angle mEH = CEI, 8c nEH 
= EGL -, que Hm eft — dz^, 8c Hn eddui &, en prenane 
les rayons égaux cE = GE , & tirant ci parallèle à CI ; que 
Hm(— dz, J eft à Hn(du), comme le finus ci de l’angle CEI, 
eft au finus EL de l’angle EGL> ainfi C\E ( O . cE = GE (u) 

CI (m) . c i — =* i & Hm {— d^) . m [du ) :: c i f ) . EL (») î 
ce qui donne du = — Subftituant cette valeur dans 
l’équation précédente , elle devient = o } 

d’où l'on tire == î ~ -, c’eft à dire (en remettant les droL 

tes delà figure a la place des lettres ; — — ~ — = — — i 
0 ce ce 

ce qui fait voir, que c’eft une propriété commune à chaque 
partie infiniment petite de la courbe qu’on cherche } que le 
produit de fon ordonnée par la rroifiéme puiffance de la 
différence de la même ordonnée, 8c par la différence de fa 
coupée , divifé par la quatrième puiflance de cet arc infini- 
ment petit de la courbe,eft, pour chacun de ces petits arcs, 
une même grandeur, c’eft à dire, qu’il eft partouc égal à 
une même grandeur confiante. 

Ainfi fuppofant chaque coupée BD, B F , 8cc. =x, chaque 
ordonnée BC } D£,FG, 8cc. —y, chacun des arcs finis de la 

V V u u u i j 
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courbe depuis l’origine = u, & la confiante * j f équation de 
la courbe qu'on cherche, qui exprime une propriété commune 
à chacune des parties infiniment petites de cette courbe , 
fera a > ou bien ydy'dx = adu+i ou bien (à caufe 

fSi. de du — *'/dx'‘ •+■ dy l )ydy^dx =adx* -+■ i adx'dy 1 >+• ady *. 
On fuppofera, pour fèparer les changeantes, dx = &c 
fubftituant les valeurs de dx & de les puifTances dans l’équa- 
tion, l’on trouvera/ = — ■+• s en prenant les diffé- 
rences , on aura dy = Eiiix xdt^ — . Par confequenc 

dx — ^Z — ^ I & , prenant les intégrales , 

on trouvera — S. ^ : d'où l’on voit qu’il faudra 

fe fèrvir de la logarithmique pour conftruire la courbe, S. 
étant le logarithme de ^ 

Si l’on fuppofe/ ==o,/==4f-+-i^-*-^- donnera l’équa- 
tion £ h - iaazj^- b a* = o , où l’on trouvera ^ = — aa , 
&c 3^= V — aa i cette valeur imaginaire de a;, qui vient de 
la fuppofition y =s o, fait voir que/ ne peut pas être zéro, 
& que la courbe GEC ne rencontre pas ion axe BD. Pour 
trouver la moindre y , il faut fuppofêr dy — o * ce qui don. 
nera^y=^ 7 i -+- îd ^ = o, qui fê réduit à 
— ‘rf 4 = Oj d’où l’on tire :: = <*^-5- à l’origine des/ & des x; 
& fubftituant cette valeur de/ dans/ = -jf 1 ^- 1 - -*•, on 
trouvera que la moindre y , à l’origine de la courbe & des x, 
c ft/ = ^<*v'f. 

Si l’on fuppofe x — o , & en même temps le logarithme 
— S.^= 0 ; l’équation x = S. ^ = o, devien- 
dra ^ o ; & comme au point de l’axe ,où* = o, 

l’on a trouvé en mettant cette valeur de ^dans 

la derniere équation, l’on trouve la quantité confiante 
gxS. ce qui fait voir* qu’il faut ajouter, à l’integrale qui contient 
la valeur de *, la quantité confiante — a avec le ligne—, 
pour avoir l’integrale complété * = ~^ -+- — -^a — S.^. 

Ces chofes fuppofées , voici la maniéré de conftruire la 

courbe. ConfiruHion de la courbe. 

i°. 1 l faut tracer la droite udBDF qu’on prendra pour l’axe 

de la courbe : on en fuppofera l’origine au point B , & les 
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coupées x feront BD, BF , &c. on élèvera, à l'origine 2?, la 
perpendiculaire BCT indéterminée des deux côtes ; 8c ayant 
pris BM, de la longueur qu’on voudra, pour la conllantc a 
=BM, on fera BC , qui efl la moindre y , j-, & le 

point C fera le premier point de la courbe , ou le point qui 
répond à l’origine des coupées x & des ordonnées y. 

x°. Pour avoir chacun des autres points de la courbe , 
comme le point G, on prolongera B A vers N tant qu’on 
voudra, on prendra les z fur cette droite & fur les parallèles 
à cette droite, & elles iront de l'origine 2? vers A &c vers 2Vj 
& ayant trouvé à l’origine B que z = on fera B A 
— aVj , & l’on tracera par le point A une logarithmique 
RAS , dont l’axe ou la ligne des logarithmes fera BT pour 
les pofitifs S.^, &2Ll^pour les négatifs — S.^, & dont la 
fbutangente,qui fe doit trouver fur l'axe T B AT, doit partout 
être égale à la confiante a= B M. Et comme c’efl une 
chofê arbitraire de prendre telle ordonnée qu’on voudra 
pour celle qui doit être a l’origine des logarithmes, on pren- 
dra, pour cette conflruclion, BA — a'J\ pour l’ordonnée 
de la logarithmique à l’origine B, dont le logarithme efl 
zéro. Il ell évident que tous les logarithmes au deflus de 2?, 
comme BT ou une parallèle à BT , comme 2VÆ, font ex- 
primés par ■+• S. = /. s^, & que ceux qui font au-delTous 
de B, comme n r, font exprimés par — S. ^ =* — /. 

3 0 . Ilne faut plus, pour trouver chaque point G de la 
courbe, que prendre B N d’une longueur arbitraire &C 
connue, & la nommer z ; élever par le poinc N la perpen- 
diculaire N R qui fera égale au logarithme de BN{ car on 
peut imaginer B N au point R menée de 2? jufqu’à l’axe JS T 
de la logarithmique) & NR fera = -+- S. ^ ou à /. z c II faut 
cnfuite prendre BF(x)z= — -£• a — NR,&c pren- 

dreBT(yJ—£-+-iZ'-*r~-i & enfin tirer FG parallèle à 2?7*, 
& TG parallèle à ADF ; Sc il efl évident que le point G, où 
ces deux lignes fe rencontreront, fera un point de la courbe. 
Ce qu'il falloit trouver. On trouvera les autres points de la 
courbe de la même maniéré. 
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Remarques. 

sa 

I. 

Si l’on tire par jWla droite MKT, elle fera parallèle à la 
tangente de la courbe au point G, qu’on a trouvé par le 
moyen de BN(zJ j car, par la conftruclion , j d’où 

l’on tire GL(dy) . LE(dx) BM(a ) . BN (\) ; ainfi les 
angles droits G LE , MBN ayant leurs côtés proportionnels, 
les angles G & M font égaux , comme aulîî E & N ; & par 
confequent l’hypotenule MN prolongée eft parallèle à l’hy- 
potenufc GE qui eft une petite partie de la tangente de la 
courbe au point G. D’où il fuit que MA eft parallèle à la 
tangente au premier point C de la courbe qui répond à 
l’origine B. D’où l’on voit aufti que les fourangentes des 
points de la courbe augmentent du côté de 2V à mefure que 
ces points s’éloignent de l’origine, 8c la courbe fe trouvant 
entre les tangentes & l’axe, tourne fa concavité du côté 
de l’axe BD. 

II. 

Quand on prend BN(^) plus grande quci?^, on décrit 
la courbe CEG > mais en prenant Bn moindre que B A , on 
décrit une autre branche de la courbe Cy, 8c il y a un point 
de rebroufièmenc au point C. Les logarithmes nr négatifs 
— _ S. = — /. s^_, le prennent pofitivement pour trouver 
les coupées B F{x) } pareeque le ligne du logarithme étant 
négatif dans la valeur de x = — -fca — S.^ 5 , cela 

marque qu’il faut ôter le logarithme nr; & pour ôter un 
logarithme négatif, il faut l’ajouter. Cette fécondé branche 
C V de la courbe qui (àtisfait au Problème comme la pre- 
mière CG, a là convexité tournée du côté de l’axe BD $ 
puifque fes tangentes étant parallèles aux Mn qui leur ré- 
pondent , elles fe trouvent entre cette branche & l’axe BD. 

III. 

Si l’on fait tourner laquelle on voudra des deux branches 
de cette courbe autour de l’axe B D , elle formera par fa 
révolution la figure qu’il faut donner à la fiirfâce de la par- 
tie de la proue d’un vaiflèau qui doit être dans l’eau , 8c le 
vaiflèau avec cette figure trouvera dans l’eau la moindre 
refiftance poflible. Si l’on vouloit rendre la proue pointue , 
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on pourroic y ajouter la figure conique que formeroit la 
tangente au point C parallèle à MA, par fa révolution 
autour de l’axe ABD. 

Exemple VI. 

^24' 7* o v us r fur un plan vertical la courbe BEFM, par laquelle Fia. LXIV. 
un corps M, defcendant par le feul mouvement que lui donne fa 
pcfanteur, la preffe dans chacun de fes points M avec une force 
confiante toujours égale au poids de ce corps > c'cft à dire , qu'il 
preffe chaque point de cette courbe avec la même force qu'il preffe - 
roit le point d'un plan horizontal fur lequel ce corps pefant feroit 
en repos > ou, ce qui revient au même, en fuppofint que la courbe 
CHG cft la développée de la courbe BEFM qu'on cherche , il faut 
que le poids M fufpendu à l'extrémité M d'un fil CIA qui enve- 
lopc CHG, en defcendant librement le long de la courbe BEFM, 
tire , à chaque point M de cette courbe , le fil CM avec une force 
confiante toujours égale à la force avec laquelle il tirerait le même 
fil par fa feule pcfanteur fi ce corps étoit en repos. 

Préparations pour la résolution. 

® 3 J- Les Le&eurs voyent bien que chacune des lignes infini- 
ment petites dont on conçoit que la courbe BEFM eft 
compofée, étant un plan incliné, le corps pefant en décri- 
vant cette petite ligne , ne peut pas la prelfer avec toute fit 
pefanteur, mais feulement avec une partie de cette pefan- 
reur qu’il faut déterminer; &c qu’il eft ncccflaire par confe- 
quent que le corps, en décrivant chaque petite ligne de la 
courbe ait, outre fa pointeur, une autre force ( qu’on doit 
auflî dét. rminer) qui 1 :i vienne pourtant de fa feule chute 
ou defeente caulée par fa pefimteur* laquelle fc -ce étanc 
unie à la partie de la pefanteur du conps qui priffe cette 
même petite partie de la courbe , il (è fort 1e , de ces deux 
forces, un effort toujours égal à l’effort de la pefanteur en- 
tière de ce corps. 

836. Pour déterminer la partie de la pefanteur du corps M 
avec laquelle il preflè chaque petite ligne M de la courbe 
• que l’on cherche , on fuppofera que cette courbe eft BEFM-, 
que l’horizontale AP en eft l’axe; que l’origine des cou. 
pées AP eft au poinc fixe A ; que les ordonnées font P M 
& fes parallèles , toutes perpendiculaires à l’axe AP i que la 
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developée de cecce courbe eft CHG> que le fil, dont l’extre- 
mité M forme la courbe en fê developant, eft CM; ainfi CM 

* 507 . eft le rayon de la developée, 5c par confêquent* perpendi- 
culaire a la courbe BEFM au point M, 5c la tangente de 
la developée au point C 6 c l’on peut concevoir la petite 
partie de la courbe au point M , comme un arc infiniment 
petit décrit du centre C avec le rayon CM. Ces chofes fup- 
pofées,on prendra fur l’ordonnée PM qui reprefênte toute 
autre ordonnée, la droice MR d’une longueur arbitraire , 
qu’on nommera {a), mais toujours de la même grandeur 
fur chaque ordonnée , pour marquer l’efifort entier de la 
pefanteurdu corps M> on tirera perpendiculaire furCA/. 

* jiS. 11 eft évident* que MS exprimera la partie de l’effort de la 

pefanteur avec laquelle le corps M preffe ce point M de la 
courbe BEFM. 

8 3 7* Pour déterminer la féconde force caufee par la defcente 
du corps pefànt M depuis l’horizontale AP, qui doit le 
joindre avec la partie, de l’effort de la feule pefanteur, expri- 
mée par MS, afin que les deux enfemble raflent une force 
égale â l’effort delà pefanteur entière exprmée par MR-, 
il faut faire attention à la force ou à la viteffe, (on ne re- 
gardera ici le corps M que comme un point, pour ne pas 
augmenter les difficultés , ainfi fa force 6c fa viteflê font la 
meme chofê;) que le corps M en defeendant le long de la 
courbe BEFM depuis l'horizontale AP , acquiert par fa 
chute de la hauteur P M'y 5c qu’avec cette viteffe acquife il 
décrit dans un inftant la partie Mm infiniment petite de la 
courbe. Or cette viteflê luivant la petite droite Mm, doit 
fe partager en deux parties. Pour les bien diftinguer, il faut 
prendre deux parties égales infiniment petites delà courbe 
des deux côtés du point M , fçavoir 5c Mm ; mener la 

tangente Mn au point M ; faire Mn = nM— Mm-, tirer 
du centre M avec le rayon Mm le petit arc mn, qu’on peut 
prendre pour une droite infiniment petite perpendiculaire 
lùr Mn, 6c par confêquent parallèle au rayon MC de la 
developée, 5c tirer mZ parallèle àMn, 5c par confêquent 
perpendiculaire au rayon CM au point Z : 5c alors on verra 

* i l 7‘ clairement que la force fuivante Mm*fe doit partager en 

deux, l’une fuivant la tangente Mn ou füivant fa parallcleZw, 
laquelle ne preffe ou ne pouffe point la courbe, 6c ne tire 

point 
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{ toint le fil CM fuivant la diredion CM , étant perpendicu- 
aire à ce fil ; l’autre fuivant la direction mn ou fa parallèle 
LM: de maniéré qu’en fuppofant que Mm marque ia vitefle 
ou la force entière fuivant Mm, avec laquelle le corps M 
décrit cette partie infiniment pecit eMm, la petite droite mn 
ou fon égaleZM marquera la partie de cette force ou viceirc 
qui agit fuivant la direction mn ou LM du fil, 8c qui tire 
le fil du centre C fuivant la direction CM. C’eft par cette 
fécondé force fuivant mn ou LM ( qu’on nomme la force 
centrifuge) que le corps M prefle ou poulie la courbe au point 
M , ou tire le fil CM J 8c cette fécondé force fuivant mn eft 
precifémcnt la partie de la force acquife par la chute du 
corps M de la hauteur PM, qui étant jointe avec la partie 
MS de l'effort de fa feule pefanreur confiderée à part, forme 
l’effort entier avec lequel le corps M preflè le point M de 
la courbe, lequel effort entier doit à tous les points de la 
courbe être égal à la pefanreur abfolue de ce corps,. mar- 
quée par MR (a ). 

D’où l’on voie que pour refoudre le Problème, il faut, 
i°, trouver l’expreffion analytique de l’efïbrt marqué par mn 
qui convienne à tous les points de la courbe qu’on cherche. 

Trouver de même l’expreflîon de la partie de la pefan- 
teur marquée par jVf S. 3°. Suppofer la fomme de ces deux 
expreffions égale à la pefanreur abfolue du corps M mar- 
quée par MR (a). Voici la manière de trouver l’expreffion 
de l’effort marquée par mn. 

CM étant le rayon de la developée perpendiculaire à la 
courbe au point M, on peut concevoir que l’arc infiniment 
petit Mm de la courbe, eft auflî l’arc d’un cercle décrit du 
centreC’ par le rayon CM> ( carie fil CM en fe developant 
de maniéré qu’il ne forme que l’angle infiniment petit MCm, 
décrit l’arc de cercle Mm, ) 8c , ï caufe de la petiteffe infinie 
de cet arc Mm, on peut prendre ce petit arc pour fâ corde. 

Or lequarrc de la corde Mm*eil égal au produit du diame- * iSS- 
tre entier , c’eft à dire , de î CM par le finus verfe de cette 
corde qui eft ici LM = mn. On aura donc Mm — iCM x 
. , Sm 1 

mm d’où l’on déduira mn = - . Mais Mm étant la Ion- 

zCAt 

gueur que décrit la viteflè qu’a le corps M au point M pen- 
dant un inftant , en nommant cette viteflè u, on peut pren- 

X X xx x 
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dre cette longueur Mm pour exprimer cette viteflc, en ne 
la comparant avec une autre viteflè que par le moyen de 
Ja longueur que cette autre fait décrire en un inftant. En 
nommant auffi ( r) le rayon CM , on aura cette cxpreflion de 
l’effort mn, fçavoir mn = Cette expreffion de 

la force centrifuge mn convient à la force centrifuge de tout 
arc infiniment petit d’un cercle quelconque , & aufli à la 
force centrifuge de toute partie infiniment petite d’une 
courbe par raport au rayon de la devclopée qui convient à 
cette petite partie de courbe. Il faut à prefènt la détermi- 
• ncr â exprimer la force centrifuge de la courbe de notre 
Problème, en y faifant entrer la pefanteur MR ( a ) & la hau- 
teur PM. Pour le faire d’une maniéré qui ne laiflè aucune 
obfcurité aux Ledeurs qui commencent, on va démontrer 
les principes fuivans que cela fuppofè. 


Proportions démontrées fur les chutes des corps pefants. 
Premier principe. 


840. CVPPOSE' quart marque le temps entier de la chute libre d'un 
Fig.lxv. ^ corps pefant par la droite AD, dont l'origine [oit en A ; que AB 
marque une partie finie , par exemple la moitié de ce temps depuis 
le commencement de la chute , & qu'on nomme cette partie de 
temps (t) } AD double de AB marquera zt. Que ton conçoive 
cette droite partagée en parties égales infiniment petites Ah , h k. 
Je m , &C. ces parties feront les À t ; que l'on tire par chaque divi- ' 
fion les droites parallèles hi, kl, mn, &c. & qu'elles ayent 
entr elles les mimes raports que les vitcjfes que produit la pefan- 
teur depuis t origine jufqu'à /’ inftant que termine chacune de ces 
parallèles } c'efï à dire , que h i marque la viteffe que produit la 
pefanteur dans le premier infiant marqué par A h ; kl la viteffe 
quelle produit dans les deux premiers infants A k ; m n la viteffe 
qu'elle produit dans les trots premiers infiant s Am-, &■ ainfi de 
Jfuite. Or la pefanteur étant regardée comme une caufe qui demeure 
toujours confiante ou la mème,& fuppofant le milieu fans reftflancc, 
elle doit produire à chaque infant une viteffe égale à celle qu’elle a 
produite dans le premier infant , & aucune de ces viteffes ne fit 
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perdant , celle qu'elle a produite dans les premiers infants demeure 
entière dans les inftants futvans , pendant chacun defquels , outre 
telle qui demeure , elle en produit toujours une égale à celle du 
premier inftant. Ainfi chaque ordonnée exprime la fomme de toutes 
les vitejfcs produites depuis le commencement jufqud l inftant que 
termine cette ordonnée , par exemple m n exprime la jomme des 
vitejfcs produites pendant les trois premiers inftants , marqués par 
Am. Les ordonnées hi, k 1 , mn, &c. font donc entr elles comme 
leurs coupées Ah , A k , Am , &c. la ligne AC £ qui pajfe par les 
extrémités des ordonnées eft donc une ligne droite. 

Or à caufe de la petite fie infinie de chacun des inftants , qu'on 
fuppofe égaux , on peut confidercr le mouvement du corps qui def- 
cend comme uniforme pendant cet inftant : ainfi les longueurs par- 
courues par la viteffe de chacun des inftants , font entr elles comme 
les vitejfcs de ces inftants , car* L . 1 :: Vdt . udr ; ainfi les Ion- *joi. 
gucurs parcourues pendant chaque inftant , peuvent être reprefen- 
tées par les vitejfes de ces inftants , c'eft à dire , par les memes or- 
données , qui reprefentent les vite fies, multipliées, fi l'on veut , cha- 
cune par le temps de. Par exemple la longueur parcourue au premier 
inftant fera h i x d 1 5 celle du fécond fera k i x d t, &ic. D’où il 
fuit qu'en prenant un temps fini ( t ) marqué par AB, la fomme de 
toutes les ordonnées k A B , c'eft à dire, l’aire du triangle ABC 
marquera la longueur que la pefanteur a fait parcourir à un corps 
fefant depuis le commencement pendant le temps fini marqué par 
AB(t). De même Caire ADE marquera la longueur parcourue 
pendant AD {it). 

Par confcquent les longueurs Z, l, que la pefanteur fait 
parcourir par un mouvement accéléré à un corps pefanc 

{ tendant deux temps finis T , t depuis le commencement de 
a chute, font entr’elles comme les quarrés des temps T *, r 
employés à les parcourir ; & encore comme les quarrés des 
viteffes V x ,u x produites par la pefimteur pendant ces deux 
temps - là. Ce qui convient évidemment à toutes les longueurs 
parcourues de même pendant Us temps finis qu'on voudra. 

Second principe. 

«4». Ç*/ U même corps étoit mû d’un mouvement uniforme pendant le 
^ premier temps fini AB ( t) , avec la viteffe acquife à la fin de 
ce temps fini , repreftntée par BC(»), qui demeurât toujours 
confiante fans accélération i il eft évident que toutes les ordonnées 

X X x x ij 
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«AB, c'efl à dire , toutes les parallèles à BC qui marqueraient les 
vitejfe s de chaque injlant , & qui reprefenteroient aujfl les lon- 
gueurs parcourues à chaque injlant avec cette même vitejfe conf- 
iante , feraient toutes égales , Q- leur fomme feroit Caire du paral- 
lélogramme B P double du triangle ABC. Par confequent fi un 
corps étoit mû d’un mouvement uniforme avec la vitefie 
confiante qu’il auroit acquilc en defeendant par le lèul mou- 
vement de la pefanteur pendant tel temps qu’on voudra, 
il parcoureroit une longueur double de celle qu’il auroic 
parcourue en defeendant depuis le repos d’un mouvement 
accéléré. C'efl à dire , s’il parcourt 1 pendant le temps t d'un 
mouvement accéléré , il parcourera 1 1 pendant le même temps C 
d'un mouvement uniforme , avec la vitefje acquife à la fin du 

» 501. temps t j ainfi * u = , & t = 

S 4 i. il faut étendre les deux mêmes principes aux longueurs quem- 
p'cche de parcourir Lt perte de la vitejfe caufée par C action de la 
pefanteur, lorfque les corps font jettes en haut , & que leur mou- 
vement eft retardé à chaque injlant. 

Troisième principe. 

843. T A viteffe que produit la pefanteur dans le premier injlant , peut 
l—iauffi être confderée en deux états ; 1° , comme s’ acquérant dans 
le premier injlant i /, comme toute acquife à la fin de ce premier 
injlant. Dans le premier état , Caire du petit triangle A h i repre- 
fente (par le premier principe ) la longueur quelle fait parcourir en 
s'acquierant pendant la durée du premier injlant. Dans le fécond 
état, Caire du petit parallélogramme Ahiq repre fente ( par le fécond 
principe) la longueur quelle feroit parcourir toute acquife, en perfe- 
verant ainfi confiante , pendant la durée du premier injlant. Or de 
la même maniéré qu’on regarde les arcs infiniment petits des courbes 
comme des lignes droites, & qu'on les compare avec des lignes droi- 
tes infiniment petites i on peut aujji, a. caufe de la petitejfe infinie 
£ un injlant, comparer la vitejfe qui s'acquiert pendant cet injlant 
avec celle qui eft acquife à la fin du même injlant, & les regarder 
lune dr C autre comme uniformes i par confequent la vitejfe qui 
s'acquiert pendant le premier injlant par C al lion de pefanteur, eft 
à celle qui eft acquife à la fin de ce premier injlant , comme la lon- 
gueur que fait parcourir la première , e/l à la longueur que feroit 
parcourir la fécondé, en demeurant confiante & uniforme , pendant 
le même injlant: défi 4 dire , que la vitefie que produit la peiàn- 
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reur pendant le premier inftant, & qui s’acquiert dans la 
durée de cet mitant, eft à la vitefle toute acquife à la fin de 
cet inftant, comme i à i. En nommant la premiers de ces vi- 
te jje s la pefanteur ( p), parcequ’eUe eft le premier effet delà pefiin- 
teur, la fécondé de ces viteffe s fera — îp. 

t 

QU ATR.IEME PRINCIPE. 


844. T)'OV l’on voit que la première ordonnée h i marque la viteffe 2 p 
■*—' acquife à la fin du premier inftant i la fécondé kl marque la 
viteffe i p acquife à la fin du premier inftant , qui fe conferve dans 
tous les inftant s fuivants > elle marque encore de plus la viteffe ip 
qui eft acquife à la fin du fécond inftant: la ttoiftème ordonnée mn 
marque la viteffe acquife à la fin des trois premiers inftant s , qui 
<r/?2.p-+-ip-*-ip = 3 x 1 p , fÿ- ainft de fuite i ccft k dire , que 
chaque ordonnée repre fente ip multipliée par le nombre des inftants 
depuis le commencement. Par confequent la vitefle ( * ) acquife 
depuis le repos dans un temps fini (t) , eft égale à ip x r. 

Cinquième principe. 

84 1. 7 \Æ AIS u =* -T i P ar confequent = ip t s ce qui donne » 8+Ii 

*■ 1 = p 1 1 i ceft k dite , la longueur parcourue par la chute 

d'un corps qui ne reçoit de mouTement que de la peiànteur 
qui produit la même viteffe à chaque inftant de la chute , 
peut s’exprimer par le produit de la peiànteur p & du quar- 
ré tt du temps employé à la parcourir. 


Avertissement. 

Les principes qu’on vient de démontrer fur les chutes des 
corps pefants par les lignes verticales, conviennent aulTi aux 
chutesdes mêmescorps pardeslignes inclinées fur l’horizon, 
& aux defeentes des mêmes mobiles par des lignes courbes: 
on va le démontrer ici, afin que les commençants n’ayent 
pas befoin de le chercher ailleurs. 

SlXItME PRINCIPE. 


746 * 


L A peiànteur entière d’un corps A, avec laquelle il tirerait Fio.txvr, 
un fil vertical s’il était attaché k fin extrémité , ( qui eft la 
pefanteur qui produit la chute verticale t ) eft à la peiànteur du 
même corps fupporré par un plan incliné A E , (qui eft la 
pefanteur qui produit la chute fur le plan incliné AE , ) comme la 

X X x x x ii j 
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longueur AE du plan incliné eft à fa hauteur AB, terminées 
l’une èi l’autre par l’horizontale BE. 

Car en tirant de quel point on voudra e pris dans la verticale A B, j ^ 

la perpendiculaire eb à la ligne inclinée AE , & faifant U rcH.tn- 
gle A d e b ; il eft évident qu'en prenant Ae pour marquer la pefan- 
* J17. leur abfolue , * ou l’effort entier de la pefanteur fuivant A e , cet 
effort eft conçu compofe des deux, efforts , Hun fuivant b e , lequel 
eft entièrement foutenu par le plan incliné auquel cet effort eft per- 
pendiculaire > l'autre fuivant Ab ; (fi c' eft ce fcul effort qui demeure 
au corps pefant A pour de [cendre fuivant la direilton AB du plan 
incliné. La pefanteur abfolue du corps A eft donc à la pefanteur 
qui refte au meme corps fur le plan incliné AE, comme Ae eft d Ab. 

Or les deux triangles re II angle s A BE , Abe font fcmblables, ayant 
l angle aigu A commun > ainft Ae . A b : : A E . AB ; par confc - 
quent la pefanteur abfolue du corps A eft à fa pefanteur fur le plan 
' incliné AE , comme AE eft à Ab. 

Ainft nommant p la pefanteur abfolue ; 1, la longueur de la ligne 
verticale Ab j i, la longueur AE du pLtn incliné > ( en fuppofant ces 
deux longueurs entre les memes horizontales ) fera Hexpreffiort 8 . 

de la partie de la pefanteur du mobile qui lui refte fur le plan in- 
cliné. 

Corollaire. I. 

o _ (ft)V01Zy'IL ne refte àun corps A furun plan incliné AEqu’ane 
cOm-partie de fa pefanteur abfolue , il n'cft pas moins évident que 
cette partie agiffant fur le corps à tous les inftants de la defeente 
par le plan incliné , les principes quen a démontrés à H égard des 
chutes verticales , doivent auffî convenir aux chutes inclinées : 
fç avoir, que les longueurs inclinées parcourues par la defeente libre 
du mobile , prifes depuis le commencement de la chute , feront entre 
elles comme les quarrés des temps employés d ces defeentes , & 
comme les quarrés des viteffes acquifes à la fin de chacune de ccs 
de fiente s > ainft nommant les longueurs inclinées ( i ) , les viteftes 
par ces longueurs ( u) , le temps employé à parcourir ces longueur >( t), 
on aura i . îi : : u 1 . 4 U 1 : : tt . 4 K. Que fi le mime corps étoit mû 
par un mouvement uniforme avec la viteffe acquife pendant la 
chute inclinée par le mouvement accéléré, il parcoureroit dans lc 
mime temps une longueur double de celle qu'il auroit parcourue par 
la chute accéléré t , & ainft des autres. L'on aura donc u = 
t— , i — 
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Corollaire II. 
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848. 71 /Tv^ FS ft Ion vent comparer les chutes verticales avec Us 
■*- chutes inclinées , il faut fe fervir du fixiême principe i par 
exempU pour trouver les longueurs inclinées dr verticales parcou- 
rues dans le mime temps , en fuppofant les verticales marquées par 
£ indéterminée (m) , & les inclinées par l indéterminée ( n ) , /Y faut 
faire cette proportion , p.-^-::m.-r-=nji<r quatrième terme 
-y- = n marquera la longueur n qu'il faut prendre fur le plan 
incliné depuis le commencement de la chute . Ainff fi l'on vêtit 
déterminer la longueur inclinée A C ( n } qui fera parcourue fur le 
flan incliné AE ( i ) dans le temps de la chute verticale par AB ( i ), 
il ri y a qu'à mettre I (AB )à la place de m dans — - , & l'on aura 
-y- = A - B A * fc AS pour la longueur AC ; ce qui fait voir qu en tirant 
B C perpendiculaire à AE , elle déterminera la longueur AC , pu if- 
que AC = ji • . 

849. Si l’on veut f avoir la viteffe qu’aura a c quif le corps pefant A 

lorfqu’il fera arrivé à C horizontale ER, après avoir de [rendu libre- 
ment par le plan incliné AE(i); on nommera cette viteffe ( u ) ; le 
temps employé à défendre ( t ) ; on nommera aufft v la viteffe par 
la verticale AB( 1 ); le tethps de la chute par A B ( T ) ; & on re- 
marquera que , fuivant le fécond Corollaire , le temps T par A B ( 1 ) 
eft le même que le temps par AC (y- ). On fera enfuite cette pro- 
portion* AC (4 ) . AE(i) : : TT . 1 1 i mais f t = -jf- , t T = * 847. 

Mettant ces valeurs de t & de T dans les deux derniers termes de ^ 

la proportion , elle deviendra -y . i :: y" . ^ -, d'où l’on tire -f- 
— Zïi & t- tr tonfquent v = u: ce qui donne le fptième pritu- 

ci î e - 

SEPTIEME PRINCIPE. 


8 g o. T A vite ^ acquife par un corps pefanr qui eft defeendu li- 
JLibrement fur un plan incline, eft égale à la viteftè qu’il au- 
roic acquife par la chute perpendiculaire ou verticale d’une 
même hauteur. Ainff la viteffe acqufe par ta chute verticale fe 
pouvant exprimer par la racine de la hauteur , c' eft à dire v = vl, 
la viteffe par un plan incliné de la même hauteur fe pourra auÿi 
exprimer par u = VI. 
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On pourvoit déduire immédiatement le même principe du fixiéme , 

* 844. de cette façon : v =*ipT. En mettant pour la chute inclinée -U - au 

lieu de p, u au lieu de v , (fi t au lieu de T, ton aura u — ~ . 

* 841. Par confe quint v . u :: îpT . ^ T . -7-. Mais * T ==~ > <fi 

t = . Mettant ces valeurs dans les deux derniers termes , on 

aura v . u :: ~ :: ~ . A -, ce qui donne vv = uu , (fi par confe- 
' quent v = u. 

Voici l’application aux chutes par les courbes de ce qu’on 
vient de démontrer des chutes par un plan incliné. 

8 y I- Quand un plan incliné AE ne fait qu’un angle infiniment petit 
Fie. LXVII. E AF avec un aune plan incline AF, textes, dont t effort , de la 
pefanteur qu’a un corps A fur le premier AE , furpaffe l'effort de la 
pefanteur du même corps fur le fécond AF , n’efi qu’une différen- 
tielle du fécond genre par raport k t effort de la pefanteur du corps A 
fur le premier A E. 

Car ayant pris A G pour marquer t effort de la pefanteur du 
Corps A fur le plan incliné AE, (fi tiré GH perpendiculaire fur AV, 
* 3 * 7 - il eft certain' que AH repre fente l’effort de la pefanteur qui refit 
au corps A fur le fécond plan incliné AV. Or en tirant du centre A 
avec le rayon AH le petit arc H K qui rencontre AG en K , KG 
fera t excès dont t effort de la pefanteur du corps A fur AE furpaffe 
l’effort de la pefanteur du même corps A fur A F. il refie donc à 
prouver que KG eft une différentielle du fécond genre par raport 
à AG. Pour le voir clairement , il n’y a qu’à confiderer que l’an- 
gle H AG étant infiniment petit , l’arc H K qui en eft la mefure , 
eft infiniment petit par raport au rayon AH ou AK ; car s’il avort 
• un raport fini avec ce rayon, f angle ne ferait pas infiniment petit. 
On peut donc prendre le petit arc H K pour une perpendiculaire 
du fommet H de f angle droit A H G fur fin hypotenufe AG -, ce 
qui donne cette proportion AK. K H :: K H . K G. On vient de 
voir que Khi eft une quantité infiniment petite du premier genre 
far raport k A K -, par confe quent KG eft une différentielle du 
. fécond genre par raport a AK (fi k AG qui repre fente l’effort de 
la pefanteur du corps A fur AE. 

^ J Si un corps pefant defeend par le feul mouvement de fa pefanteur 
Fjg.LXVIIi. f ur un plan incliné FG , il aura au point G la viteffe qu’il auroit 
acquife en tombant verticalement d’une égale hauteur, (fi il con- 
tinuerait enfuite de fi mouvoir fur le même flan incliné en confir- 

vant 


Livre VIII. 9©i 

vaut la viteffe acquife, (fi fa pefantcur lui tn ferait encore acqué- 
rir à chaque inflant : Or fuppofi qu'il rencontre au point G un 
nouveau plan incliné G E tel qu'il faffe avec le premier f angle 
aigu KGE infirùment petit , l'excès, dont Li viteffe, avec laquelle 
il continuerait de de [cendre fur le premier plan F G K , furpaffe 
celle qu’il aura en continuant fa de fiente par le fécond GE, ejl 
une différentielle du fécond genre par raport à la vitcffe qu’il aurait 
en continuant fon chemin fur le premier plan FG. 

Car fi l'on fuppofe que GH repre fente la vitcffe qu'il auroit en 
continuant fon chemin fur le premier plan FGH , (fi de plus celle 
qu'il recevrait de fa pefantcur , (fi qu'on tire H E perpendiculaire 
fur le fécond plan GE -y il ejl évident que GE repre [entera la vitcffe 
qu'il aura en meme temps furie fécond plan > de que le raport de GH 
<*GE ç/? égalai t raport de la viteffe, qu’il auroit en continuant fin 
chemin fur le premier plan G H' , avec la vitcffe qu’il aura dans 
le mi me temps fur le fécond plan G E. Qu'on tire à prefent du cen- 
tre G avec le rayon GE /t petit arc È K , qu'on peut regarder 
comme une petite droite tirée perpendiculairement du fommet E de 
l'angle droit GEH fur GH ; (fi KH fera l'excès , dont la viteffe 
du corps qui défi endroit par G H , furpaffe la viteffe du mime corps 
qui defiend par G E. Mais GK . KE :: KE . KH ; S' KE* efi » $ji. 
une différentielle du premier genre par raport a G K (fi à G H j 
par confc quant KH cfl une différentielle du fécond genrepar raport 
ùGKcJ'ri G.H. 

Or les courbes peuvent être regardées comme des poligones d'une 
infinité de cités qui font deux à deux des angles aigus infiniment 
petits. Ain fi un corps pe fiant, qui defiend fur une courbe, peut être 
regardé comme défendant par une infinité de plans inclinés , dont 
Us angles aigus font infiniment petits. Ce qui donne le 8' principe. 

H U I T I EM E PRINCIPE. 


*»■ L 1 


ES vitefles d’un corps, qui defeend fur une courbe par le 
ifêul mouvement de fa pefantcur , prifes à chaque point 
de cette courbe , peuvent être exprimées par les racines de 
hauteurs depuis l’horizontale, qui pafle par le commence- 
ment de la chute, jufqu’a ces points là. Ainfi fi l'on repre fente 
Us hauteurs changeantes de ces points par{ l), (fies viteffe s par u -, 
on aura u = vd pour P expre filon de la viteffe , qu'a le corps qui 
defeend , à chaque point de la courbe. 

YYyyy 
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Car, s’il defccndoit par un mime plan incline. Us viteffes , qu'il 
aurait à chaque point , feraient, par le / principe, u ■= vl. Or en 
défendant par la courte , il aura , à tous les points qui font à la 
même hauteur que les points correfpondants du plan incline que 
ferait la tangente de la courbe au point où commence la de f sente , 
la meme vitcffe qu'il auroit à tous ces points corrcjpondants du 
p Lin incliné J puifque les différentielles , qui fer oient l'excès des 
viteffes aux points du plan incliné fur les viteffes aux points cor- 
redondants de la courbe , font du fécond genre , dont un nombre 
infini, égal au nombre des angles des petits côtés de la courbe , ne 
fait qu'une différentielle du premier genre, ainfi elle ne peut avoir 
de ra port fini avec ces viteffes , (fi elle ne peut cmpccher qu'elles ne 
foient égales. 

Corollaire. 


«h- n ’Ov ton voit que les exprc.ffions des viteffes des chutes vertu 
•*-*' cales d'un corps pe fiant, conviennent aux viteffes des dejeentes 
du mime corps fur des courbes , en prenant les unes (fi les autres d 
la meme hauteur. 

8 5 J . // fuit de tous ces principes , (fi de l’article 8 qp , qu’en nommant 

Fig.lxiy. ht force centrifuge nin(c) , (fi (r) le rayon CM ^ tare circu- 
laire infiniment petit dont m n cft la force centrifuge , on aura tou- 
tes ces expre. (fions, c •= 77 , u ;= zpt, p = -£■ , t = -il , u = -il, 
i = ptt , 6cc. Ceux qui veulent s'appliquer aux Problèmes où en- 
trent les forces centrifuges, (fi à ceux où entre la pefanteur , doivent 
fe rendre très familières ces exprejfions & leurs démonftrations. 

2 $ 6 . L'on en déduit cette exfrc.lfion de la force centrifuge où entre la 

pefanteur i la force centrifuge ma (c) — =(<* Caufc deu — zpt) 

iZSL = ( à caufe de 1 = ptt ) . ce qui donne aufft le raport de la 

force centrifuge [c) à la pefanteur ( p ) , C . p : : zl . r. Ces ch 0 fis 
fuppofies, voici texpre.ffion analytique de t effort centrifuge mn 
par raport à notre Problème, c’efi à dire par raport à tous les points 
de la courbe B £ F M que C on cherche. 

8 j 7. Nommant les coupées A P( x ) , les ordonnées PM(y) , 
les arcs finis BEPM{u ) , la pefanreur abfolue reprefentee 
par MR {a) ; prenant la petite partie Mm de la courbe qui 
fera U*), 6c menant l’ordonnée infiniment proche mp, Sc 
tirant MK perpendiculaire. far w^jl’on aura MK. = dx. 
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Km — dy'Ae rayon de la developée iWC fera, en fuppofant 
du confiante,* ~ , ( car on retient ici du au lieu de fa valeur * $7 o. 
Sdx' -+-dy\ qui eft danslafeconde formulede l'art. 570,) &il 
eft évident que les lettres de la formule de la force centrifuge 
mn(c) — ^ , où entrent la pefanteur Se le rayon de la deve- 
velopée, reprefènteront, / la hauteur PM {y) ; />, la pefanteur 
marquée par MR{a)i r, le rayon de ladevelopée CM{ i $j)i 
Ôc mettant ces valeurs au lieu des lettres de la formule , l’on 
trouvera mn — __ ig"; pour l’exprefïïon de la 

force centrifuge mn qui convient à tous les points de la 
courbe que l’on cherche. 

85 8. Voici à prefent la maniéré de trouver l’exprelhon analy- 
tique de la partie de la pefanteur reprefentée par MS. Les 
deux triangles MSR, MKm , rectangles en 5 & en K , font 
fémblables; caries angles RM S, mMK , faifànt chacun un 
angle droit avec l’angle CMK, font égaux; ce qui donne 
cette proportion Mm [du) . MK{dx) :: MR ( a ) .MS = 

^ J 9 - Or par les conditions du Problème, m n x — * 

•+■ MS(^) = MR ( a ) ; ainfî l’équation, qui doit donner la 
réfolution du Problème , eft ^ == a 

Résolution. 

860. J/equaTI o n précédente donne xyddx -t- dydx = dudy. 

— JL j. 

Multipliant chaque terme par ?y 1 , il vient y'-ddx 
£ dydx = \y~*dudy. Prenant les intégrales de 
chaque membre, en fuppofant du conftante, on trouve, par 
la fécondé propofition fondamentale*, y* dx =y^du . (Car *714- 
en regardant y l xdx comme le produit des deux changean- 
tes & dx, fa différentielle en eft le premier membre / 1 '*'*/* 

Ay 1 dy x dx ; & , à caufe de du conftante , la difFcren- 
1 — X 

tielle de^ 1 du eft le fécond membre ~y l dy x du.) Mais 

cette équation, étant divifée par y^, donne dx—du) ce qui 

ne peut pas être, puifque dans le triangle re&angle MKm , 

Mm {du) qui eft en l’hypotenufc , doit furpaflèr M K [dx) 

Y Y y y y ij 
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904 Analyse démontré' e. 
qui efl l’un des côtés. Cela fait voir que l’integrale , qu'un 
vienc de trouver y l dx = y'-du, n’efl pas complété } ainfî 
pour la rendre complété , il faut retrancher une grandeur 
confiante du fécond membre pour le rendre égal au premier. 

i 

On prendra pour cette grandeur confiante a 1 d« J &rcqua- 
i x x 

tion fera y l dx =y l du — a 1 du. Car on en déduit dx —d* 

— a' ï y~ l du i &c prenant les différences , en fuppofant du 

confiante, on trouve ddtc = {<* 1 y T dudy — • Met- 

tant cette valeur de ddx dans MC — ^ j ~ , l’on a MC— ( 
& fubflituant ces valeurs de dx , de ddx , & de MC dans 
l’équation — -*• MS = MR, qui eft =a, 

elle devient -+■*=<* i c’efl à dire , le premier 

membre devient precifémçnt égal au fécond. Ce qui fait 

X i x 

voir que l’équation y'-dx —y 1 du — a' 1 du , efl celle qui 
exprime la propriété de la courbe que l’on cherche. Or en 
mettant au lieu de du fi valeur Vdx *- c dy l t elle devienty ï dx 
_yf — a x 'ddx 1 -+- dy 1 j en élevant chaque membre au 
quarre, l’on a, après avoir abrégé ôetranfpofé, dx 1 x iVay-^a 

— dy l x y-r-a — xday > d’où l’on tire dx V%Vay — a — dy 
V y -+- «i — Way: mais Vy —Va efl la racine quarréc dey -t-<* 

— iVayi ainfî dxVWay — a= dy x Vy — Va i d’où l’on 

déduit dx = . C’cfl l’équation différentielle de 

la courbe que l’on cherche , qui ne contient pas d’autres 
changeantes que celles des coupées & des ordonnées. 

* C6u Pour trouver les intégrales, on fuppofera*^= ViV ay—a i 
ce qui donnera s£ = z Vay — aiVay — a y > 

y = dy = î^-x^, Onfubfli- 

tuera ces valeurs de y & de dy dans l’équation, Sc elle devien- 


dra d’abord dx — ■ 




,qui fe réduira. 


i 


après avoir divife le numérateur & le dénominateur par s^, 
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& Fait le calcul, i dx = -*- ££> d’o ù l’on 

4«f- -V- _ 

déduit x dx = dx ^ — a'dx^: prenant les intégrales , 

on trouve l’cquation taxVa = -ÿ - — a l x . dans laquel le 

fubftituant la valeur de x. en y , il vient -t‘ * y ~~ 4 * V * 7 --— * 
VWay —a — aaVxVay — a — iaxV a, qui Fc réduit, en 
multipliant par y & divifant par z a , à xy — xVay la * 
= y x Va. Multiplian t cha que membre par Va, 
on aura enfin iy — iVay — i a x ViaVay — aa = fax, 
four (équation de U courbe B E F M. Ce qu'il falloit trouver. 

Cette équation, qui n’a plus de différences, ficqui exprime 
le raport de tous les points de la courbe par des coordon- 
nées qui font des lignes droites , fait voir que la courbe cft 
géométrique ; il n'y a qu’a ôter les incommeniurabics , & 
l’on verra de quel genre elle cft : on peut la décrire par la 
méthode generale de l’article 414. 

R E M A R QJJ E S. 

Dan s les Problèmes, où l’on cherche la nature des cour- 
bes, quand on a trouvé les équations qui les expriment, on 
peut enfuite découvrir par le moyen de ces équations les 
propriétés de ces courbes. On va découvrir par l’équation 
de la courbe de ce cinquième Exemple quelques unes de les 
propriétés, pour apprendre aux Lecteurs qui commencent 
la maniéré de le faire dans les autres Exemples qu’ils pour- 
ront rencontrer. 

i°. Si l’on fuppofè dans l’équation de la courbe x =p o, 
l'autre membre deviendra aufii égal à zéro ; ce fécond mem- 
bre cft compofé des deux équations VxuVay — a a ==. o , 
zy — xVay — ta = o , multipliées l’une par l'autre. Or la 
première, en ôtant les incommenfurabics , donne y — \a ; 
ce qui fait connoître que l’ordonnée AB {y) a une valeur à 
l’origine des x, laquelle cft égale à ; ôtant les incommen- 
furabies de la fécondé, on trouve l’équation y' — j a y -+- a 1 
= o, dont la plus grande racine ciï. y — {a -4- {tfV'y, qui 
fait voir que l’ordonnée ABF, à l’origine A, rencontre en- 
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core la courbe en un point jF, de maniéré que AF — 

\a v'j -, & ne fe trouvant aucune valeur de/, à l’originel 
des**, qui foit égale à zero 5 cela fait voir que la courbe ne 
rencontre pas l’axe AP. 

i°. Si l'on veut trouver la moindre/, on feparera , dans 
l'équation différentielle de la courbe, dy des autres quanti- 
tités qu’on mettra dans le fécond membre , 8 t cette é qua- 

tion dx = deviendra dy=dxx * ° a 

y/ u *y — * i r 

* 556. fuppofera dy — o*,8i l’on trouvera, en faifant le calcul, 

/ On mettra cette valeur de y dans l’équation de l'a 

courbe i / — vJ ay — ia x Viay/ay — au = ^ax j Si comme 
le multiplicateur ViuVay — au devient zéro par cette fûb- 
ftitution , le premier membre eft égal à zéro, & par confe- 
quent le fécond ; ce qui donne x — o : d’où l’on voit que la 
moindre ordonnée (y)eft = ÿrf à l’origine des*, & que 
la courbe ne commence qu’au poinr B » ainfi le corps M, en 
commençant d décrire la courbe BEFM au poinc B , doit 
déjà avoir la vitefïé acquife par la chute AB — 

3°. Si l’on fuppofé dx — o dans l’équation différentielle 
de la courbe dx == ( ce qui arive au point delà 

courbe, où/ eft une tangente de la courbe, & où fe trouve 
*5J<S. la plus grande x*) on auras/y— VW=o, ce qui donne/ = <?. 
D’où l’on voit , qu’en prenant à l’originel, A D=a, & 
menant par D la droite ED [x) parallèle à l’axe AP , cette 
droite ED fera la plus grande des x pour tous les points de 
l’arc BEF. En mettant a au lieu de y dans l’équation de lia 
courbe ly — vjuy — iu x Viay/ay — au — $dx, on trouve 
— ua — j ax ; d’où l’on tire x = — f a. Cela fait voir que 
DE{ je) au point D, où AD (y) = eft égale à — ~ y<*, & 
le ligne négatif montre que D £ (x ) = — y*», doit être 
prilé vers la gauche de AD , Si qu’ainlî le point E eft celui 
de tous les points de l’arc BEF qui eft le plus éloigné de 


ADF {y). 

4°. L’cquation différentielle de la courbe donne = 
. multipliant l’un Si l’autre membre par^, Pon aura la 

*jjo. foucangente de chaque point de la courbe * . 
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5 ". Si l’on mec, dans ^ = ~=~r, la valeur d eAB{y) 

qui eft ja, le dénominateur deviendra Va — a — o. Cela 
fait voir qu’au point B, où commence la courbe, dx eft in- 
finie par raport à dy ; & par confequent que’ la tangente au » ... 
point B devient parallèle à la foutangenre, c’eftà dire aux x * 
ou à l’axe AP : ainfi la tangente au point B eft perpendi- 
culaire à AB , & la partie infiniment perite de la courbe au 
point B, étant une partie de la rangenre au point B , cette 
petite partie, & par confequent la courbe, rencontre per- 
pendiculairement AB au point B. 

6". Si l’on fuppofe/ infinie dans l’équation de la courbe 

__ v C u e deviendra 

S* S M 

— x , les grandeurs — ia & — aa étant zéro par raport 
aux autres où fe trouve y ; & par la même raifon le numéra- 
teur du premier membre eft infini par raport à l on déno- 
minateur j ainfi x eft aufli infinie. Cela faitvoirque la courbe 
ne va pas en s’approchant de fon axe, mais qu’elle s’en écarte 
à l’infini. 

■f. On a trouvé, dans la refolution du Problème, le rayon 
de la devclopée MC='jg-==2g : ce qui donne/^fV*) 

. V P Ai [V y) 1 P Af[iy ) . M C ( -$•). Subftituant dans cette 
valeur de MC celle de AB ( y) au point A qui eft \ a , l'on 
trouve MC — ; ce qui apprend que le rayon de la deve- 

lopée MC devient G B = | a au commencement delà courbe 
OÙ/ = AB — , & que le fil CM, qui envelope la develo- 

pée CHG, &c donc l'extrcmité décrit, par le developemenr, 
la courbe BEFM , doit furpaflèr la longueur de cetre dev<*’ 
lopée de la droite G B = £a. 

Si l’on fubfticue, dans MC •= la valeur * de AD (y), 
l’on trouvera MC = ia ; ce qui fait connoître que le rayon 
de la devclopée HDE, qui palïè par l’extrémité D de AD(y) 

= i**, eft égal à ta. Ce rayon de la developee HDE coupe 
perpendiculairement AD i car l’on a vii ( nombre f) que dx 
eft zéro au point E par raport à dy ; par confequent* la tan- 
genre de la courbe au points eft parallèle aux /,c’eft à dire 
à AD. Mais le rayon de la developee H D E eft. perpendi- 
culaire à la tangence gu point E> HDE eft donc suffi per- 
pendiculaire à AD. r 
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8°. Si Ton veut chercher la rectification de tel arc qu’onr 
* jSi. voudra de la courbe BEFM , on fe fervira de la formule 

= Vdx 1 -t- dy 1 , qui donnera du ' = dx' -t* dy l ; on prendra 
la valeur de dx l dans l’équation différentielle de la courbe 
BEFM , dx — ~ iy <t , 8t l’on aura dx 1 = dy 1 x 

on fubftituera cette valeur de dx' dans du 1 = dx' dy l v 

& l’on trouvera du'= ■ d’oiil’on tirera du — — . 

""y-* ’ 

11 faut à prefènt trouver l'integrale du fécond membre. On 
*661. fuppofera pour ceIa*X= y/xVay — ai ce qui donnera 

On fubftituera les valeurs dey&de dy dans du = - 

^ Way -< >' 

8c l’on trouvera, apres avoirfait le calcul , du = 

On prendra les intégrales, & l’on aura « = ' ■ , -+- -r 1 ^- 

•+• . On mettra dans cette équation les valeurs des^’, 

X ? , zj, en y j St en faifa nt le calcul , on trouvera a — 
< 3 y -t- 4 Va y yj x j & multipliant le numérateur 

& le dénominateur du féc ond membre parV'rf, on aura 
enfin l’arc BEFM[ a) = — - 4 * x yjxay/ a y — .*<r 

Et comme ^ eft égale à (a ) au point £ , fi l’on met (a) à la 
place de^, on trouvera l’arc BE = {fa. 

9°. Si l’on veut fçavoir la quadrature de l’cfpace B EFMC HGB 
compris entre un arc quelconque BEFM de la courbe BEFM , 
la developée BGHCSt le rayon CM de la developée, lequel 
rayon termine l’arc B F FM delà courbe, & la partie BGHC 
de la developée quiafervi à former l’arc BEFM > on remar- 
quera que cet efpace peut être conçu comme compofc de 
petits triangles tels que MC m , formés chacun par deux 
rayons de la developée infiniment proches l’un de l’autre , 
Se dont la bafe eft un arc infiniment petit , comme Mm, de 
la courbe; Ainfi tout ce qu’il y a à faire eft , i°, de trouver 
i’exprelîion qui convient à chacun de ces petits triangles,. 
8c ce fera l'élement de l’aire que l’on cherche, x". Il faut 
enfuite trouver l'integrale de cet élément, 8c elle exprimera. 
h. quadrature que l’on cherche. 

Or le petit triangle MCm — CM x { Mm i St comme on a 
trouvé, dans la refolution,CAf = , & que Mm = du, 

l’on 
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l’on aura CM x \Mm — ^ x | du — du x Mais 
l’équarion*^^^ = duVy — duVa, donne du— ; *860. 

en mettant cette valeur dans du x , il vient , où 
ûibftituant du lieu de dx fa. valeur prife de dx = i 3 j- > 

on trouve , apres avoir fait le calcul , = CM x 

■jiWm. C’eft l’élement de l’aire que l’on cherche. 

Pour avoir l’integrale de cet élément , on fuppo/êra * ^ 
—ViuVay —aa ; ce qui donnera - “*“* — y/ay y — ’+v .fL — 


dy = 


*‘-f- »' xxdz 


T 

On fubftituera les valeurs dey & de dy 
en a^dans l’élement de l’aire , &c après avoir fait le calcul , 
on trouvera «= ^T’x dr = 


Vuv*y — *.* 

<+- 10 f»*x‘dz 


IW’ 




• On prendra les intégrales. 


rt* 


7x1 i* f ;xif** jxif* 


l’on aura iT ^i - 

On fubftituera les valeurs de ^.en y , fuivant les fuppofîtions 

i*V »7 — ai 
XI X i 6 a * 


’ 6 * 


qu’on a faites , & l’on trouvera ViaVay — aa * 


f x i»y*y - “» 
9 x i<*’ 


10 x t 


10 x i*y*y- •» 

f x if * 1 


t f x 


7 X lf*‘ " f X 1<«' J X 1« 

c’eft l’integjale qui exprime l’aire que l’on cherche. Si l’on 
veut fe donner la peine de former toutes les puiftances de 
xaVay — aa qui font marquées dans l’integrale , les ordon- 
nant de façon que toutes les grandeurs correfpondantes qui 
appartiennent à un même terme lôient les unes fous les 
autres , & reduifanc à un même dénomina teur toutes l es 


x 


*7 

TT v ** 


grandeurs de chaque terme , on trouvera ViaVay — aa x 

_L 2 _ » . s xi . >_xfxf _ 

11 x 9 * » “**11x9x7 » 11x9x7x9 7 

'°*«xx x a y/^y poux l’exprelüon de l’aire 

()X7MX| • 

JÏEFMCHGP 3 qu'il fallait tmver, 


Z Z 2 2 z 
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Additions qui regardent U pratique des horloges. 
Première Addition. 

Ajouter à U fin de P Article 511 , page 6 ; 6 , ce qui fuit : 

L E temps de la defcente du centre de pefanteur ou du 
centre d’ofcillation^du pendule fimple ou compofé SA 
( fig. 41 ) qui eft entre les cycloïdes SK, Sk, par chacun des 
arcs de cycloïdc GA, TA, &c. 5 c par la demi-cycloïdeD^, 
eft toujours le même, par l’art. 499. Nommant D le diamè- 
tre A £ du cercle générateur de la çydpïde DA> la viteflè 
acquife par la chute DA, eft , comme on l’a vu dans le 
meme article 499 , VAE{VD) & le temps (T) de cette 
defcente par la demi-cycloïde DA, eft Ainfî , par 
l’article jio, DA étant égale à iAE , l’exprefïïon du temps 
de chaque defcente du centre de pefanteur ou d’ofcillation 
par tçl arc qu’on voudra GA, PA, DA de la demi-cycloïde 
DA , fera T = = 75 = 4-VD. 

Si on prend tel autre pendule qu’on voudra entre deux 
autres cycloïdes qui lui conviennent ; en le fe rvant des 
mêmes lettres, mais italiques pour marquer la différence , 
on aura, pour l’exprefïion au temps de chacune de fe s vibra- 
tions, t = 4-Vd. 

Comparant le temps T de chaque vibration du premier 
pendule avec le temps t de chaque vibration du fécond, 
on aura T . t 4 vT) . 4 Vd :: y/D . Vd ViD , yAd : c’eft à 
dire , le temps T de la première eft au temps t de la féconde, 
comme la racine de la longueur du premier pendule VzD , 
eft à la racine de la longueur du fécond pendule Vi d ; la 
longueur du premier étant iD, & celle du fécond étant 1 d, 
par l’article jii. 

Mais en fuppofant que le premier pendule eft le plus long, 
& que chacune de fes vibrations a plus de durée que chacune 
des vibrations du fécond , & que le raport de j eft marqué 
par Ÿ j il eft évident , en nommant a ti ne vibration du fécond» 
pendule, que le nombre des vibrations du fécond pendule, 
faites dans le temps T = nt d’une vibration du premier 
pendule , eft nai & qu’ainfl le temps T d’une vibration du 
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premier pendule , eft au temps t d’une vibration du fécond, 
réciproquement comme le nombre des vibrations du fécond 
pendule faites dans le temps T = nt , ou dans tel temps 
qu’on voudra , eft au nombre des vibrations du premier 
pendule faites dans le même temps j T = nt . t na . i a. 

Par confequent nommant ÎVle nombre des vibrations du 
premier pendule pendant tel temps qu’on voudra , comme 
pendant une heure , & n celui des vibrations du fécond pen- 
dant le même temps , on aura cette proportion T.t n .N 
:: ViD . Vidi prenant les quarrés, on aura nn . NN :: iD 
.id, qui donne = — , ou bien, en nommant iD{l) 

C'eftr la formule pour trouver par le moven de la longueur 
connue du pendule à fécondes, qui eft de trois pieds huit 
lignes & demie , quelle doit être la longueur du pendule 
qui fera pendant une heure tel nombre de vibrations qu’on 
voudra. Par exemple fi l’on veut fçavoir la longueur du 
pendule dont les vibrations féroienc d’une demie féconde, 
on fùppoféra cette longueur inconnue égale à / : on mettra 
dans la formule, à la place de Z, le nombre 3> S‘‘* £ j à la 
place de NN , le quarré du nombre des fécondés que contient 
une heure -, & au lieu de n n , le quarré du nombre des demi- 
fécondes que contient une heurt j & l’on aura la longueur 
( l ) que l’on cherchoit. 

Cette même formule peut s’étendre aux pendules lîm- 
ples, comme S 7", SL ( fig. 13 & 14 J qui ne font point entre 
des cycloïdes, pourvu qu'on leur fafTe décrire des arcs fem- 
blables T C, LP. Car nommant [A) l’arc que décrira le 
pendule SL, & (<*) celui que décrira le pendule ST i nom- 
mant (S) le finus verfe du premier, & ( s ) celui du fécond } 
& enfin nommant (Z) la longueur du pendule5Z,êc(/)la 
longueur ST du fécond , l’expreffion du temps T de chaque 
vibration du premier, fera T = y£ i l’expreffion du temps 
de chaque vibration du fécond fera t= $ÿ. 

Mais , à caufé des arcs femblables fiA . ia S . s ■: Z . /. 
Ainfi l’on peut mettre, quand on compare enfémble ces deux 
expreffions , Z à la place de A & de S i & / à la place de a. 
& de s, & l’on aura T . t :: yj . y- ::yj . iVL . tv7 
VL .VI. Nommant [N) le nombre des vibrations du pen- 

Z Z z z z ij 
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dule SL, & (s) le nombre des vibrations du pendule S T 
( qu’on fuppofe le plus court ) faites dans le même temps î on 
aura, comme dans les pendules entre les cycloïdes, T. t :: 
tt.N ::VL .VI: &c prenant les quarrés , on aura nn . 2 VN 
:: L.li ce qui donne la, formule / = NN m * t -. . 


Seconde Addition. 

Ajoutez, à U pdge 666, avant Us Remarques , ce qui fuit : 

O N peut trouver, par le moyen de la même formule, quel 
eft le point du pendule compofé de deux poids SZ(fig. 14) 
où il faut mettre fa lentille A , afin que les vibrations du 
pendule SL foient les plus promptes qu’il foit poflîble. Car . 
étant démontré dans l’article 344, que la diftance du cen_ 
tre d’ofcillation de ce pendule compofé eft SC(xJ “777^7, 
ou bien, en nommant x la diftance SA pour mieux repre- 
fenter qu’elle eft changeante, SC(zj) ^ fl ue fà° n 

fe réduit à trouver la moindre SC(zJ. Pour la découvrir, i°, il 
faut prendre les différences, & l’on aura ~ 

x »x +-fl 

x. Il faut fuppofer dx^= o } ce qûi donnera xx -t- ±Ux — ~ 

= o. D’où l’on tirera x = — — - -t- ^ VU -r- al. f. Il faut 
fubftituer cette valeur de x dans l'équation, & l’on trouvera, 
après avoir fait le calcul, VU a l. 

Ce qui fait voir que, quand la diftance du centre d’ofcilla- 
tion SC (^) eft la moindre qu’elle puiflè être , ( ce qui rend les 
vibrations du pendule compofé les plus promptes qu’il foit 
poflible , ) alor s la dift ance SA ( x ) de la lentille A eft égaie 
à — LL .+. I VU al, qui eft la moitié de la moindre diftance 

du centre d’ofcillation. 

D’où l’on voit que, foit qu’on hauflè la lentille A au deflùs 
du point du pendule jju’on vient de déterminer, foit qu’on 
l’abaiflè au deflbus, on retardera l’horloge : Et que quand 
la lentille eft au deflùs de ce point, fi on î’abaiflè ; & quand 
elle eft au deflous, fi on la hauflè, on fera avancer l’horloge. 

FIN. 
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Troisième Addition. 

E N cherchant dans la page quelle eft la courbe DGA 
( fig. 41 ) que doit décrire le centre tl’ofcillation d’un 
pendule, afin que les defcentes par chacun de lès arcs DA, 
PA, GA fè faflènt en des temps égaux 5 on a fuppofé dans 
la relblution ( en nommant s chacun de ces arcs, & x leurs 
hauteurs correfpondantes AE,AB , AM) que ou Ton 
multiple £ , étoit un raport confiant égal au temps de cha- 
que defcente qui eft fuppofé le même. Voici la démonftra- 
rion de cette fuppofition. 

Qu’on prenne deux arcs quelconques T) A, GA de la 
courEc DGA, qu’on fuppofé être celle que l’on cherche ; 
qu’on conçoive chacun de ces arcs partagé dans le même 
nombre de parties indéfiniment petites , en forte que les 
parties du premier foient toutes égales entr’elles, & que les 
petites parties du fécond foient aufG égales entr’clles 5 & 
qu’on nomme parties corref pondante s la première partie de 
l’un & la première partie de l’autre, la fécondé partie de 
l’un & la fécondé partie de l’autre, & ainfi de fuite * il eft 
évident que le raport du premier arc au fécond eft égal au 
raport de deux parties correfpondantes. Qu’on fuppofé que 
deux parties correfpondantes font parcourues en deux inf- 
tants égaux; il eft évident qu'en confideranr dans ces inftants 
indéfiniment petits les mouvemens comme uniformes , le 
raport de deux petites parties correfpondantes eft égal au 
raport des vireflès aveclefquelles ces parties font parcourues. 
Ainfi le raport de deux parties correfpondantes étant le 
même pour toutes, le raport des vitelfes avec lefquelles elles 
font parcourues (qui lui eft égal) eft auffi le même. Le raport 
des arcs DA, GA eft donc auffi le même que celui des vitef- 
fes avec lefquelles ils font parcourus. Il fuit de là que le 
raport de l’arc DA à fâ vitefle eft égal au raport de l’arc GA 
à la vitefTe. D’où l’on voit que dans la courbe que l’on cher- 
che, le raport de chacun de fes arcs à la viteflé avec laquelle 
il eft parcouru , qui eft eft un raport confiant égal au 
temps employé à le parcourir, qui eft auffi fuppofé confiant. 
Ce qu'il falloit démontrer. 

Ainfi en fuppofant égale à une confiante homogène xVa, 

on aura s — iVax pour l’équation de la courbe que l’on 
cherche , qui eft la cycloïde. 

On remarquera que ce n’eft que dans la comparaifon des 
temps des defcentes par différentes cycloïdes, que l’on peuc 
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exprimer le temps de la defcente par chacun des arcs de la 
cycloïde DGA{ % 41 ) par -FA., ou par Ion multiple 
& que ce n’eft qu’en ce fins qu’on l’a fuppofe dans la pre- 
mière addition. 

Mais dans la comparaifon des temps des defeentes par 
deux arcs fëmblables de cercle que l’on a faite à la fin de la 
première addition, il faut confiderer ces arcs comme des 
polygones fëmblables, & les rapporter à deux plans inclinés 
compofés chacun de plufieurs petits plans inclinés qui font 
deux à deux des angles égaux indéfiniment petits , &c dont 
les hauteurs ont le même raport que les longueurs de ces 

J dans inclinés. Ainfi nommant leurs longueurs A &c a, & c. 
eurs hauteurs correfpondantes S &r, & les temps corref- 
pondants T &ct i l’on aura T . t :: 73 . 

On peut encore remarquer qu’en nommant s chaque 
corde AH, AF ( fig. 41 ) du cercle AHE> x , chaque finus 
verfe correspond antvOf, ABi &c 4 a le diamètre AE i l’on 
trouve que chaque corde AH (s) = v^x, qui eft la même 
équation. Cela vient de ce que le temps de la defcente par 
chaque corde AH (s) qui peut s’exprimer par eft aulfi 
confiant, ou le même: ainfi en fuppofànt ce raport confiant, 
on trouve l’équation du cercle par raport à fes cordes. 

La même équation j=nV4.ax convient aux ordonnées BC, 
te (fig. 19) de la parabole v^Cr, en nommant s chaque ordon- 
née BC i x, chaque coupée ABi & 4*, le paramétré AB. 
Cela vient de ce que le raport ^de chaque ordonnée de la 
parabole à la racine de là coupée eft confiant. Ainfi en cher- 
chant une courbe qui foit telle, qu’un corps pefant defeen- 
dant de la hauteur de les coupées, il décrive dans un temps 
égal par un mouvement uniforme avec la viteflè acquifë de 
cette hauteur, qui fera Vx, chaque ordonnée correfpon- 
dante s de cette courbe; l’on trouvera que l’équation fera 
celle de la parabole , l’expreffion du temps par chaque or- 
donnée s , qui eft £ ou , étant un raport conftanc. 

D'où l’on tire aifément (les ordonnées ayant le même 
raport que les viteflês ) que le mobile décrira dans un temps 
égal par un mouvement uniforme, avec la vitefle acquuë 
par la hauteur de chaque coupée x, chaque circonférence c 

3 ue formerait l’extrémité de chaque ordonnée correfpon- 
ante s de la parabole par fit révolution autour de l’axe. 
Car f , qui eft le raport de la circonférence au rayon , fera 
l’expreffioa du temps. 
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APPROBATION. 

Ï ’A y lû pat ordre de Monfeigneur le Chancelier un Manufcrit qui a 
pour titre , Analyfe Démontrée , Scc. par le R. P. Reyneau , Prêtre de t Ora- 
toire. Il m’a paru que l’Imprellion de cet Ouvrage ne pouvoir qu’être très 
utile au progrès des Mathématiques. On n’en a point encore donné de 
cette nature , de fi complet , ni de fi exad : Les matières y font traitées 
à fond , & expliquées avec tout l'ordre & toute la clarté qu’on peut 
délirer. C’eft le jugement que je me fens obligé d'en porter , après l’avoir 
examiné avec foin. Fait à Paris le quinziéme d’O&obre mit fept cens 
quatre. 

Signé , S A u «. i N. 


PRIVILEGE D V R O r. 

L OUIS PAR LA GRACE DE DIEU ROY DE 
Fa an et et de NavarreiA nos Ames & Féaux Confeillers , 
les Gens tenans nos Cours de Parlement , Maîtres des Requêtes ordi- 
naires de notre Hôtel, Grand Cnnfeil , Prévôt de Paris, Baillifs, Séné- 
chaux, leurs Lieutenans Civils 8c autres nos Jufticiers qu’il appartien- 
dra , S a lut : Le Révérend Pere Reyneau, Prêtre de H Oratoire , 
Nous ayant fait expofer qu’il delîreroit donner au Public un nouvel Ou- 
vrage de fa compolkion, intitulé Analyfe Démontrée , Scc. s’il Nous plai- 
foit lui accorder nos Lettres de Privilège fur ce necedâires : Nous avons 
permis 6c permettons par ces Prefentcs audic Pere Reyneau , de faire 
imprimer ledit Livre , en telle forme , marge , caraûere , 8c autant de 
fois que bon lui femblera , 8c de le faire vendre 8c diftribuer partout 
notre Royaume pendant le temps de huit années confecutives , à compter 
du jour de la date defdites P refentes : Faifons défenfes à toutes fortes de 
perfonnes, de quelque qualité 8c condition quelles foient , d’en intro- 
duire d’impreffion étrangère dans aucun lieu de notre obéilfance ; 8c a 
tous Imprimeurs , Libraires 8c autres , d’imprimer , faire imprimer 8c 
contrefaire ledit Livre , fans la permiflion expreflè 8c par écrit dudit 
Expofant, ou de ceux qui auront droit de lui, à peine de confifcation 
des Exemplaires contrefaits , de quinze cens livres d’amende contre cha- 
cun des contrevenans , dont un tiers à Nous , un tiers à l’Hôtel-Dieu de 
Paris , l’autre tiers audit Expofant , 8c de tous dépens , dommages 8c in- 
térêts ; à la charge que ces Prefentes feront enregirtrées tout au long fur 
le Regiftre de la Communauté des Imprimeurs 6c Libraires de Paris , 8c 
ce dans trois mois de la date d’icelles ; que l’imprefïîon dudit Livre fera 
faite dans notre Royaume , 8c non ailleurs , 8c ce en bon papier 8c en 
beaux caraderes , conformément aux Reglemens de la Librairie ; 8c qu’a- 
vant que de l’expofer en vente , il en fera mis deux Exemplaires dans 
notre Bibliothèque publique , un dans celle de notre Château du Louvre , 
8c un dans celle de notre tics cher 8c Féal Chevalier Chancelier de France 
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le Sieur Phelypeaux , Comte de Pontchartrain , Commandeur de not^ 
Ordres , le tout à peine de nullité des Prefentes ; du contenu defquellcs 
vous mandons 5 c enjoignons de faire jouir l'Expofant ou fes ayant caufe 
pleinement fie paifiblement, fans fouffnr qu’il leur foit fait aucun troublée 
ou empêchement : Voulons que la copie defdites Prefentes qui fera im- 
primée au commencement ou à la fin dudit Livre,, foit tenue pour due- - 
ment lignifiée , fie qu’aux copies collationnées par l'un de nos Amés 
8c Féaux Confeillers & Secrétaires foi foit ajoutée comme à l’origi- 
nal. Commandons au premier notre Huiflïer ou Sergent de faire pour 
l'execution d’icelles tous a clés requis & neceilàires fans autre Permimon , 

& nonobihrnt Clameur de Haro , Chartre Normande , 8c Lettres à ce 
contraires : Car teleft notre plaüir. Donnéà Verfaillesle vingt-huitième 
jour de Mars , l'an de grâce mil fept cens cinq , fie de notre régné le 
foixante-deuxiéme. Par le Roy en fon Confeil. Signe , LE COMTE» 

8c fcellé du grand Sceau de cire jaune. 

Rcgiflri fur le Livre de la Communauté des Imprimeurs & Libraires de 
Paris, ». y 68. p. jij conformément aux RegUmens , & notamment a CArrefi. 
dit 1) Août 170J. A Paris ce dixiéme Avril mil fept cens cinq. 

Signé, P.EMERY, Syndic. 


APPROBATION DV T. R. P. SV P E KIEV R GENERAI, 
de La Congrégation de f Oratoire. 

% JESUS MARIA. 

N Ou s Pierre - François de la Tour, Prêtre, Supérieur General de la 
Congrégation de l’Oratoire de Jefus-Chrift Notre -Seigneur ; vû 
par nous le Privilège du Roy, fie l’Approbation des Examinateurs , per- 
mettons à Jacque Quillau, Libraire & Imprimeur , d’imprimer un Livre 
intitulé, l'Analyfe Démontrée, compofc par le Pere Chakle s R^yneau , 
Prctre de notre Congrégation , conformément au Privilège à nous accordé 
par les Lettres Patentes du Roy en date du 1 6 Mars 1689 , enregiftrées 
au Grand Confeil le 1; Avril de la même année, par lefquelles il eft dé- 
fendu à tous Libraires & Imprimeurs d’imprimer fie vendre aucuns Livres 
compofés par ceux de notre Congrégation fans notre Permiüïon expreffe, 
fous les peines portées par ledit Privilège. Donné à Paris ce trentième 
Décembre mil fept cens fept» 

Signé, P, F, si U Tout. 
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